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P  R  É  F  A  e  E. 

Si  ce  Vaité  peut  faciliter  l'étude  de  la  Trigono- 
métrie; si,  par  la  disposition  des  tables  et  par  les 
formules  nombreuses  qu'il  renferme,  il  peut  être 
d'un  usage  commode  pour  les  Savants,  j'aurai  rem- 
pli le  double  but  que  je  me  suis  proposé.  J'espère 
que  les  Commençants  me  sauront  gré  d'avoir  très 
souvent  sacrifié  à  la  clarté  l'élégance  des  démons- 
trations. Rien  de  plus  facile  sans  doutç  à  com- 
prendre et  à  pratiquer  que  les  substitutions,  et  ce 
moyen  est  presque  l^  seul  .dont  je. me  suis  servi 
pour  établir  les  propositions. et  résoudre  les  pro- 
blêmes, en  partant  poîir4*ordinaire  d'une  cons- 
truction géométriquQÎî^cài-  r^ésenter  une  ques- 
tion par  une  figure,  c'est  soumettre  cette  question 
à  l'esprit  et  aux  yeux  tout  à  la  fois  ;  et  si  d'ailleurs 
on  fait,  pour  la  résoudre,  une  heureuse  application 
de  l'analyse,  il  résulte  de  cette  méthode  mixte  des 
démonstrations  plus  précises,  des  figures  moin$* 
compliquées. 

Quoique  les  Traités  de  Trigonométrie  soient 
très  multipliés,  celui-ci  ne  paroîtra  peut-être  pas 
tout-à-fait  dépourvu  d'utilité.  Ce  qui  sur- tout  m'a 
déterminé  à  le  publier,  ce  sont  des  formules 
nouvelles ,  qui  donnent,  sous  des  expressions 
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très  simples,  les  diiFérentielles  finies  des  lignes  tri- 
gonomé triques.  Parmi  les  usages  nombreux  et  im- 
portants qu'on  peut  faire  de  ces  formules,  je  me 
contenterai  d'en  indiquer  ici  deux  principaux. 

En  premier  lieu,  si  l'on  emploie  ces  formules 
pour  différentier  une  équation ,  on  obtient  une 
équation  différentielle  finie  ,  c'est-à-dire  mathé- 
matiquement rigoureuse  et  vraie,  quelle  que  soit 
la  grandeur  des  variations  ou  différences.  D'où  il 
résulte  une  nouvelle  masse  d'équations  trigono^ 
métriques  qui  servent  à  résoudre  autant  de  pro- 
blêmes qu'il  y  a.  dç  diverses  quantités  dans  ces 
équations,  puisqûfe*'bfe*acunVd£f.tjes  quantités  peut 
être  seule  inconnue..*  iÏQ-i^ilibn  tre  par  les  exem^ 
'  pies  qu'en  effet  ce^çë/cf^âs^  .d'équations  donne; 
une  solution  facile  de  bien  des  problêmes  résolus 
j,usqu'à  présent  par  des  voies  beaucoup  plus  pénir 
blés. 

En  second  lieu,  si  on  convertit  ces  mêmes, 
'équations  en  proportions,  et  qu'on  les  compare 
ainsi  transformées  avec  les  analogies  différen*^ 
cielles  infinitésimales,  dont  on  fait  un  si  grand 
usage  dans  les  cas  où  les  variations  sont  petites  ^ 
la  vérité,  mais  finies,  et  non  pas  infiniment  pe- 
tites; on  parvient  à  connoître  avec  précision  les 
quantités  négligées  dans  les  analogies . infipitési- 
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inaIes,etron  a  un  moyen  facile  de  tenir  compte  de 
ces  quantités  quand  elles  sont  d'une  certaine  im- 
portance. A  l'aide  de  quelques  exemples ,  je  fais 
voir  que  les  erreurs  des  analogies  diJQPérentielles 
infinitésimales ,  dans  les  applications  journalières 
qu'on  en  fait,  sont  plus  graves  qu'on  ne  le  croit 
communément. 

Les  analogies  différentielles  fondées  sur  l'hy* 
pothese  de  deux  parties  constantes  dans  le  trian- 
gle, peuvent  encore  s'appliquer  avec  autant  de 
facilité  que  d'utilité  aux  cas  où  cinq  parties  et 
même  où  toutes  les  parties  du  triangle  varient.  Je 
donne  à  cet  effet  une  méthode  générale ,  à  l'usage 
de  laquelle  concourt  particulièrement  l'emploi 
des  signes  -+-  et  —  par  lesquels  j'ai  eu  soin  d'indi- 
quer dans  la  construction  des  analogies,  si  les  va- 
riations des  diverses  parties  du  triangle  se  font  en 
un  même  sens  ou  en  sens  contraires. 

Pour  ce  qui  regarde  la  résolution  des  triangles^ 
principal  objet  de  la  Trigonométrie,  mes  recher- 
ches dans  cette  partie  n'ont  pas  été  non  plus  al>- 
solument  infructueuses.  Sans  parler  des  formules 
nouvelles,  que  le  Lecteur  distinguera,  j'ai  cherché 
des  solutions  commodes  pour  les  cas  particuliers  ; 
lorsque,  par  exemple,  au  lieu  de  la  valeur  absolue 

de  quelques  parties  du  triangle,  on  ne  connoît  que 

a  ij 
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leur  somme  ou  leur  diflPérence;  ou  lorsqu'à  raison 
de  leur  grandeur  les  sinus  ou  les  cosinus  ne  peu- 
vent donner  avec  précision ,  au  moyen  des  tables 
ordinaires,  la  valeur  des  arcs  correspondants.  J'é- 
pargne au  Calculateur  la  considération  de  la  per- 
pendiculaire dans  les  triangles  sphériques  ;  et 
pourvu  qu'on  observe  seulement  les  règles  des 
signes  pour  les  lignes  trigonomé  triques  dans  les 
divers  quarts  du  cercle,  j'ai  disposé  les  solutions 
de  sorte  qu'on  ne  peut  se  tromper  en  aucun  cas 
sur  l'espèce  de  l'arc  cherché;  c'est' un  point  sur 
lequel  des  Auteurs  célèbres  ont  donné  des  règles 
inexactes^  ainsi  qu'il  me  semble  l'avoir  démontré. 
J'ai  aussi  restreint  les  limites  des  cas  douteux, 
autant  qu'on  peut  le  faire  par  la  seule  Trigonor 
métrie.  Enfin  j'ai  rapproché  les  triangles  sphéri- 
ques des  triangles  rectilignes,  et  cette  compa- 
raison, si  je  ne  me  trompe,  curieuse  autant  que 
neuve ,  peut  avoir  encore  son  utihté. 
-  .  Quan  t  à  la  pratique  de  la  Trigonomé  trie  sur  le 
-lerrein ,  j'expose  avec  détail  ce  qu'il  y  a  de  plus 
essentiel  pour  mettre  l'Ingénieur  ou  le  Géographe 
en  état  d'opérer  avec  l'exactitude  la  plus  scrupur 
ieuse. 

'     Là  Trigonométrie  fournit  des  moyens  pour  se 
«ervir  commodé;me»tdes  logarithmes  dans  les  ad- 
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dîtions  et  dans  les  soustractions,  quels  que  soient 
les  cas  et  les  expressions.  L'idée  de  ces  moyens 
n'est  pas  absolument  neuve  ;  màis  faute  d'une 
méthode  générale  facile  à  piratiquer ,  telle  que  la 
méthode  que  je  propose,  on  n'a  point  imaginé 
d'avoir  recours  à  ces  expédients  dans  une  infinité 
d'occasions  où  on  peut  en  retirer  un  avantage  réeL 

De  cette  méthode  générale  découlent  naturel- 
lement les  solutions  de  toutes  les  équations  du 
second  et  du  troisième  degré  par  le  moyen  de  la 
Trigonométrie. 

Je  trouve  aussi  que  le  calcul  différentiel  con- 
duit aisément  à  la  valeur  de  l'inconnue ,  quel  que 
soit  le  degré  ou  la  nature  d'une  équation.  Quoique 
le  moyen  que  j'indique  se  présente  de  lui-même , 
je  le  crois,  nouveau,  et  mes  Lecteurs  jugeront  si^ 
en  l'employant  ainsi  que  me  l'ont  suggéré  me* 
formules  différentielles  trigonomé triques,  il  est 
digne  de  quelque  attention.. 

U  m'a  paru  convenable  d'insérer  dans  ce  Trai^ 
té  les  premiers  principes  du  calcul  différentiel , 
et  de  la  méthode  du  retour  des  séries,  attendu 
le&  applications  continuelles  que  j'ai  £iites  de 
ces  principes.  Je  me  suis  attaché  surtout  à  les 
expliquer  avec  clarté ,  pareequ'en  général  je  supt- 
pose  le  Lecteur  seulement  initié  dan&  les  Mathé- 
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mariques.  H  peut  entreprendre  de  parcourir  cette 
Trigonométrie,  pourvu  qu'il  sache  résoudre  une 
équation ,  qu'il  possède  le  calcul  arithmétique , 
sur-tout  pour  les  décimales,  et  qu'il  connoisse  les 
proportions,  les  progressions,  les  premières  pro- 
positions de  la  Géométrie ,  l'usage  et  la  théorie 
élémentaire  des  logarithmes. 

Si  je  ne  parle  ni  de  la  réduction  des  logarithmes 
imaginaires  aux  arcs  circulaires,  ni  de  la  somma- 
tion des  séries  infinies  par  le  moyen  de  la  circon- 
férence du  cercle,  ni  de  l'usage  des  facteurs  ima- 
ginaires des  sinus  pour  trouver  le  terme  général 
des  séries  récurrentes ,  ni  de  quelques  autres  su- 
jets semblal^s  déjà  traités  avec  autant  de  préci- 
sion que  de  netteté  dans  l'Analyse  des  infinis  du 
grand  Euler;  je  crois  que  j'ai  dû  m'en  dispenser, 
4Ces  diverses  questions  étant  à  proprement  parler 
du  risssort  de  l'analyse. 

J'ai  multiplié  les  applications  aux  problèmes  de 
l'Astronomie ,  science  dans  laquelle  la  Trigono- 
métrie joue  le  rôle  principal,  et  les  solutions  que 
je  donne  de  la  plupart  de  ces  problêmes  sont 
neuves  en  général,  ou  pour  la  méthodie ,  ou  pour 
les  résultats.  C'est  sur-tout  ici  qu'on  aura  lieu  de 
reconnoître  l'utilité  du  grand  nombre  dé  formules 
nouvelles  contenues  dans  ce  Traité;    - 
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Je  ne  dis  rien  des  tables  mises  à  la  iin  de  l'Ou- 
vrage :  elles  indiquent  assez  par  elles-mêmes  et 
leurs  uèages  et  leurs  avantages.  Au  m;oyen  de  dfor- 
mules  expédidves  qui  fon|.pàrtiedec:eJles  que  j'ai 
données ,  j'ai  calcufé  les  logarithmes  de  la  table 
(BB)j  depuis  le  logarithme  du  nombre  1 1 63.  Pour 
être  sûr  de  n'avoir  commis  aucune  erreur  dan^ 
leur  calcul,  j'ai  formé  toiis  les  logarithmes  des 
nombres  in  termédiaires,  et  j'ai  pris  jusqu'à  Ja  sep- 
tième différence;  Cette  opération  m'a  fourni  l'oo 
easion  de  vérifier  l'exactitude  d'un  grand  nombre 
d'autres  logarithmes  de  la  même  table. 

Je  ne  nomn^ie  poin t  ici  les  Auteuris  desquels  j'ai 
emprunté  ce  que  j'ai  jugé  ne  pouvoir  être  mieux.. 
Il  m'a  paru  plus  à  propos  de  Jeur  faire  hommage 
de  ce  qui  leur  appartient,  dans  le  cours  même  de- 
rOuvrage. 

Je  crois  n'avoir  omis  que  des  méthodes  com- 
pliquées et  inutiles  à  la  Trigonométrie  ;  ensorte 
que  ce  Traité  peut  êtie  regardé  comme  complet.. 
C'est  ce  dont  on  se  convaincra  en  parcourant  la>^ 
table  des  matiereiç^:.'  :?•-;.  , ,      'i 

La  partie  typogràigîiii5iiè''a>éïé  revue  avec  soin 


tant  par  moi  que  par  quelques  Gens  de  Lettres  qui 
ont  bien  voulu  m'aidér  dans  cette  revision  :  on  sait 
combien  les  fautes  d'impression  fatiguent  et  rebu- 
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tent^  sur-tout  dans  un  Livre  de  Mathématiques. 

Il  me  reste  à  prier  le  Lecteur  de  consulter  l'Ap- 
pendice qui  termine  cette  Trigonométrie  ;  il  y 
trouvera  des  corrections ,  des  explications  et  des 
additions  utiles. 

La  traduction  Françoise  de  ce  Traité ,  publiée 
en  même  temps  que  le  texte,  mérite  une  entière 
confiance  :  non^seulement  cette  Version  est  d'une 
main  exercée  dans  les  deux  Langues  et  dans  les 
Mathématiques  *,  mais  de  plus  elle  a  été  écrite  de 
concert  avec  moi,  pour  ainsi  dire  sous  mes  yeux, 
et  avec  toute  l'attention  que  je  devois  attendre  du 
Traducteur,  d'après  les  motifs  qui  l'ont  déterminé 
à  se  charger  de  ce  travail,  son  amitié  pour  moi  et 
le  désir  d'être  utile. 


*  M.  Chompré  a  donné  des  Éléments  d'Arithmétique ,  d'Algebre  et  de  Géo« 
métrie  (à  Paris ,  duz  Nyon  l'alné) ,  dont  il  vient  de  paioitre  une  secondo 
édition. 
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Correction    essentielle. 
Table  I,  formule  4a%  /rÉ^  lisez  y/f  -  "•"* 
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Fautes  reconnues  depuis  l' impression  de  l'Appendice. 

Pag.  94,  Iig«  4;  des  autres  nombres  composés  lisez  des  nombres 
composés  qui  y  ont  leurs  facteurs 

Pag.  4^0,  lig.  avant- dernière;  de  la  parallaxe  lisez  du  logarithme 
de  la  parallaxe 

Art.  840,  lîg.  2  ;  égaux  à  ceux  de  latitude,  lisez  égaux  dans  reten- 
due d'une  même  carte. 


Extrait  des  registres  de  r Académie  Royale  des  Sciences ^ 
du  II  Fémer  1 786. 

MM.  DE  LA  Lande  et  MiSchain.,  qui  avoient  été  nommes  pour  examiner  le 
Traité  de  Trigonométrie  par  M.  Gagnoli  ,  en  ayant  fait  leur  rapport ,  PAcadé- 
mîe  a  jugé  cet  ouvrage  digne  d'être  approuvé  et  imprimé  sous  son  Privilège.  En 
foi  de.  quoi  j'ai  signé  le  présent  certificat.  A  Paris  le  1 1  Février  1786. 
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D  E 

TRIGONOMÉTRIE. 

CHAPITRE    PREMIER. 

Définitions  et  Notions  préliminaires. 

1 .  JL  RIGONOMÌTRIE ,  Hiot  tiré  du  Grec ,  signifie  mesure  des  trian^ 
'gles.  Etant  données  quelques  parties  d'un  triangle ,  la  Trigonométrie 
enseigne  les  moyens  de  trouver  la  valeur  de  chacune  des  autres.' 
Cette  opération  s'appelle  résolution  des  triangles.  Les  parties  que  la 
Trigonométrie  considère  dans  le  triangle  sont  les  angles  et  les  côtés.' 
La  mesure  des  surfaces  renfermées  entre  les  côtés  des  triangles,  est 
<lu  ressort  de  la  Géométrie  plutôt  que  de  la  Trigonométrie^ 

5Ì.  D  est  aisé  de  concevoir  combien  la  Trigonométrie  est  une 
science  utile  et  même  agréable  ;  puisqu'au  moyen  de  ses  calculs  on 
mesure ,  avec  autant  d'exactitude  que  de  facilité ,  les  distances  acces- 
sibles et  inaccessibles  :  par  exemple,  la  largeur  d'uu  fossé ,  d'ua 
fleuve ,  d'un  lac  ;  la  hauteur  d'un  clocher ,  d'une  montagne  ;  les  di- 
mensions d'un  bastion,  d'un  retranchement*,  les  distances  respec^- 
tives  des  lieux  ;  enfin  celles  des  astres  et  leurs  divers  mouvements 
dans  l'immensité  de  l'espace, 

3.  Le  triangle  fonné  j>ar  des  ligues  droites  appartient  à  la  Trigonor 

A  # 
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métrie  plane  ou  recti/igne.  Si  les  côtés  sont  des  arcs  de  cercle  consi- 
dérés ou  décrits  sur  la  surface  d'une  sphère,  la  résolution  du  trian- 
gle est  alors  l'objet  de  la  Trigonométrie  sphérique^ 

Je  suppose  le  lecteur  instruit  de  la  division  du  cercle  adoptée  par 
les  géomètres ,  en  36o  parties  ou  d^rés  égaux  ;  de  celle  de  chaque 
degré  en  60  minutes  ou  niinutes  premières ,  de  chaque  minute  pre- 
miere en  60  seconde^,  de  chaque  seconde  en  60  tierces,  et  ainsi  de 
suite.  Pour  abréger,  si  Ton  veut  désigner ,  par  exemple ,  un  arc  de 
six  degrés  vingt-sept  minutes  quarante-huit  secondes ,  on  écrit  6* 
27' 48". 

4 .  La  Trigonométrie  fait  usage  de  quelques  lignea  auxqueUes  ^9t 
a  attribué  les  dénominations  suivantes. 

Flg.  I.  Etant  donné im  arc  tel  que  BD ,  moindre  que  de  90**,  terminé  par 
les  rayons  CB ,  CD  :  sîdel'une  des  extrémités  de  cet  arc,  du  point  B, 
par  exemple ,  on  mene  la  perpendiculaire  B  A  sur  l'autre  rayon  C  D  j 
B  A  s'appelle  le  sinus ,  AC  le  cosinus  et  AD  le  sinus  verse  de  l'arc 
BD  ou  de  l'angle  ACB.  La  perpendiculaire  est  donc  le  sinus;  la 
partie  du  rayon  comprise  entre  cette  perpendiculaire  et  le  centre 
est  le  cosinus  ;  et  la  portion  du  rayon  qui  reste  entre  la  perpendicit- 
laire  et  l'arc ,  c'est-à-dire  la  différence  entie  le  rayoa.  et  le  cosinus  4 
est  le  sinus  verse ,  qu'on  nomme  aussi*  iaijleche. 

Comme  la  valeur  d'un  angle  dépend  de  l'arc  qui  le  mesurey  noud 
emploierons  indifféremment  Tun  ou  l'autre  :  or  l'arc  appartient  à  la 
Trigonométrie  sphérique ,  et  l'angle  formé  par  deux  lignes  droites 
à  la  Trigonométrie  plane  ;  tout  ce  que  nous  dirons  des  lignes  tj4go^ 
nométriques  convient  donc  également  à  ces  deux  espèces  de  Trigor 
Hométrie.  Aussi  atvons-nous  jugé  inutile  de  diviser  cet  ouvrage  ea 
deux  parties^ 

5.  Des  définitions  précédentes  il  résulte  que  si  BE  est  perpenr 
diculaiie  à  CF,  BE  sera  le  sinus,  CE  le  cosinus,  EF  le  sinus  verse 
de  BF.  Supposons  que  BF  soit  le  complément  de  l'arc  BD,  ou,  ce 
qui  revient  au  même ,  que  ACE  soit  un  angle  droit  ;  BE  sera  parais 
leleetégaleàAC,C£sera.parallele  etégaleàAB;  c'ç^t-à-diraque le 
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sînusdéBF=lécosinusdeBD=le cosinus  de  (90^ — BF),etque  Fig.  i, 
le  cosinus  deBF=le  sinus  de  BD=le sinus  de  (90° — BF).  Donc 
ie  sinus  d'un  angle  est  égal  au  cosinus  du  complément  de  cet  angle, 
et  le  cosinus  est  égal  au  sinus  du  complément.  D'où  il  suit  que  le 
sinus  de  45*^  =  le  cosinus  de  46^  Ce  qui  est  d'ailleurs  évident ,  puis- 
qu'alors  le  triangle  auquel  ces  dciix  lignes  appartiennent  est  isoscele 
€t  rectangle. 

EF  se  nomme  le  cosinus  verse  de  BD,  et  AD  le  cosinus  verse 
àe  BF.  Le  cosinus  verse  n'est  que  la  diflFérence  entre  le  sinus  et  le 
rayon, 

6.  Si  la  perpendiculaire  (4)  étoit  menée  de  l'autre  extrémité  D  sur 
le  rayon  CB ,  il  en  naîtroit  un  triangle  égal  absolument  à  ABC  :  puis- 
qu'il auroit  de  Inème  un  angle  droit  ;  que  l'angle  C  seroit  commun , 
«trh}'potliénuse  BC  de  l'nn,-  égale  à  Thypodiénuse  CD  de  l'autre. 
Donc  la  nouvelle  pei'pendiculaire  seroit  égale  à  B  A ,  et  diviseroit 
BC  en  deux  parties  respectivement  égales  à  AC  et  à  AD.  Les  ré- 
6ultats  sont  donc  les  mêmes ,  quelque  soit  celle  des  deux  extié- 
mités  d'un  arc,  d'où  l'on  fasse  partirla  perpendiculaiie. 

7^  Si  de  l'extrémité  D  d'un  rayon  CD,  on  élevé  une  perpendi- 
culaire DG  jusqu'à  la  rencontre  d'un  autre  rayon  CB  prolongé ,  la 
perpendiîculaire  DG  se  nomme  la  tangertie ,  et  ie  rayon  prolongé 
C»G  là  sécante  de  l'arc  BD. 

La  droite  FH  étant  de  même  la  tangente  et  CH  la  sécante  de  BF 
complément  de  BD,  la  premier^  se  nomme  cotangente  et  la  se- 
conde cosecante  de  l'angle  ACB.  Par  la  même  raison  DG  est  la 
cotangente,  et  CG  la  cosecante  de  BF. 

8.  Pour  abréger ,  on  écrit  R  au  lieu  de  rayon,  sin.  au  lieu  de 
sinus,  COS.  pour  cosinus;  tang, ,  cot. ,  séc.^  coséc. ,  au  lieu  àetan- 
gente  ^  cotangente,  sécante,  cosecante;  enfin  sîn.v.  et  cos.v. , 
pour  sinus  verse  et  cosinus  verse.  Par  exemple,  sin.BD  signifie  le 
sinus  de  Tare  BD,  et  sin.BCD  le  sinus  de  l'angle  BCD. 

Nous  écrirons  aussi  log.  au  lieu  de  logarithme,  00  au  lieu  de 
ï infini,  et  compi,  pour  complément anihmétigue  (1^4);  a^b 

Aij  ♦ 


/ 
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/  signifie  a  plus  grand  que  è ,  et  a  <  6  signifie  a  moins  grand  que  5i' 

Nous  emploierons  aussi  le  signe  GO  pour  indiquer  k  différence 
positive  entre  deux  quantités ,  c'est-à-dire  pour  indiquer  que  la 
plus  petite  doit  être  soustraite  de  la  plus  grande.  Par  exemple  ^ 
«  GO  ô  signifie  a —  h  quand  on  a  a  ^Z^,  etè  — aquandon  a  a<^bé 
Ainsi  a  GO  6  se  prononcera  la  différence  poskiiH^  de  a  et  de  6,  et 
a^  by  la  somme  ou  la  différence  positive  de  a  et  de  è. 

Enfin  je  désigne  souvent  un  angle  par  une  seule  lettre ,  lor^  même 
que  son  sommet  est  commun  à  d'autres  angles.  Mais  alors  dans  la 
figure  je  place  entre  les  deux  côtés  de  cet  angle  la  lettre  par  la- 
quelle je  le  désigne.  Pai*  exemple,  fig.  i ,  Tangle  C  est  la  même 
chose  que  Tangle  ACB. 

9.  Nous  prévenons  les  Commençants  que  nous  ferons  un  usagé 
continuel  des  transformations  suivantes  ,  dont  il  seroit  trop  long^ 
et  trop  ennuyeux  pour  ceux  qui  sont  plus  avancés,  de  donner  à 
chaque  fois  le  développement.  Si  quelques  lecteurs  ne  connoissent 
pas  assez  l'algebre  pour  entendre  ces  transformations  et  se  les  être 
rendues  familières ,  la  meilleure  voie  pour  y  parvenir  prompte^ 
ment,  et  pour  vérifier  la  justesse  de  ces  transformations,  est  de 
substituer  aux  lettres  des  nombres  à  volonté.  > 

On  ne  change  pas  la  valeur  d'un  rapport  géométrique ,  lorsqu'on 
le  multiplie  ou  qu'on  le  divise  par  une  môme  quantité.   Ainsi  eii 

général,  a  :  b  W  i  :  Ly.\i\  i  W  am  \  bm  \\  l\^^. 

> 

Toute  fiaction  est  un  rapport  géométrique.  Ainsi  ^  est  la  même 
chose  que  a  \  b.  Quelques  auteurs  préfèrent  même  cette  maniere 
d'écrire  à  la  précédente. 

De  là  il  suit  que  la  règle  donnée  pour  les  rapports  convient  à 
route  fi-action. 

10.  Les  proportions  géométriques  admettent  toutes  les  trans^ 
formations  qui  n'altèrent  pas  l'égaUté  entre  le  produit  des  termes 
moyens  et  celui  des  extrêmes.  Ainsi  la  proportion  a  \  b\\  c  \d 
peut  éprouver  les  changeipents  suivants  : 
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a-i-B  :  a- 

-bWc^d 

a-^b  :  a 

::c-^d  :  c 

a±:b\b 

::c-+-d  :  d 

a  :  a±b 

::c  :  c±id 

h  :  a-^b  : 

\'.d:  c-^d 

ri.  Le  signe  double  db  signifie  que  si  Ton  adopte  le  signet- dans 
le  premier  rapport  d'une  propcrrtion,  il  faut  aussi ,  dans  le  second! 
rapport ,  prendre  le  signe  positi*  Il  en  est  de  même  du  signe 
négatif. 

En  général  dans  les  équations  et  les  proportions  ,  lorsqu'on 
trouve  le  signe  double  itr  ou  ip ,  il  indique  que  si  l'on  prend  le  sign& 
supérieur  dans  l'un  des  termes,  il  faut  prendre  de  même  le  signe 
supérieur  pour  chacun  des  autres  (ermes.  On  en  doit  dire  autant 
du  signe  inférieur. 

12.  La  proportion  fondamentale  a  \  b  \\  c  \  d^  pouvant  se 
changer  en  celle-ci,  a  \  c\\  b  \  d^  iXtn  résulte  que  les  transfer-» 
mations  ci-dessus  ont  encore  lieu  en  mettant  c  au  lieu  de  i ,  et  ô 
au. lieu  de  c. 

Nous  avons  supposé  le  premier  terme  plus  grand  que  le  second^' 
et  par  conséquent  le  troisième  plus  grand  que  le  quatrième.  Quand 
le  contraire  aura  lieu,  comme  dans  cetteproportion,  a  *  4  ;  ;  3  ;  (J,; 
on  renversera  la  proportion  y  et  on  écrira  6  ;  3  ;  ;  4  I  ^5  ^ors  en 
la  comparât  avec  la  proportion  générale  a\  b  \\  c  \  d  ^  c'est-à- 
dire  en  faisant  a=6i^  ô=3 ,  &c. ,  on  la  trouvera  susceptible  de 
toutes  les  transfoimations  indiquées  ci-dessus^ 

Enfin  si  deux  proportions  ont  ou  les  deux  moyens  ou  les  deux 
extrêmes  communs  ;  si  on  a,  par  exemple,  a  \  b  \\  c*  d^  ej 
a\  m  \\  n  l  d^  on  aura  aussi  ^  b  \  m  \\  n  \  c. 
•  i3»  Si  l'on  multiplie  ou  qu'on  divise  deux  proportions  l'une 
par  l'autre  ^  terme  à  terme  ,  les  produits  ou  les  quotients  sont 
encore  en  proportion.  En  combinant  de  ces  deux  manières  l'ana- 
logie» \  ri\\  p  \  q^  avec  l'analogie  a  \  b  \\  c  \  d^  on  adra 
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am  [bny.cp:  dq.ex^'.  '-y/^  :  |,  ou  bien  ^  :  f  : '.  f  :  |. 

Par  la  même  raison  ,  on  aura  a*  I  />*  *  I  c^  *  ûP  ;  et  par  consé- 
quent }/ a  \  }/ b  \\  \/ c  \  x/ (L 

Multiplier  ou  diviser  une  équation  par  une  même  quantité  ,  ajou- 
ter une  même  quantité  à  chacun^  de  ses  memhrçs  ou  l'en  soustraire, 
n'altère  point  l'équation.   Soit  ad=bc;  on  aura  amd=bmc^ 

€l  V  ==  —^1  et  ai/  -h  I»  =  6c  -4-  m  •  et  a^  —  n  =  bc  r—n. 

i4*  Pour  introduire  im  iacteur  sous  le  signai  radicai ,  il  fau| 
relever  à  la  puissance  indiquée  par  l'exposant  du  radical ,  et  1^ 
xmihipUer  par  tous  les.  termes  contenus  sous  le  radical.  Récipro- 
^ement  si  Fon  veut  faire  sortir  une  quantité  contenue  sous  le  rat 
^ical,  il  faut  diviser  par  cette  quantité  tous  \%s  teimes  sous  le 
radical^  et  £iire  précéder  le  radical  par  la  racine  de  cette  même 

quantité.  Par  exemple ,  y  y/  /;i*  h-  /i*  =  -j-  v/  ^  ''^^  "♦"  ^^  ^ 

Si  la  quantité  à  faire  sortir  étoit  un  diviseur ,  on  inultiplîeroît 
l'expression  sous  le  radical,  au  lieu  de  la  diviser. 

Ainsi  y  m'  -H  -^  =  -i-  y/nf  r*  H-  r?. 

\S^  rai  vu  des  Commençants  arrêtés  à  de  certaines  transforma- 
dons,  parcequ'ils  s'efforcent  de  les  concevoir ,  au  lieu^l^e penserà 
\ts  vérifier.  Je  suppose,  par  exemple,  que  nous  ayons  substitué  ab 

à  la  quantité  (^"^  Y  —  y^  >>  ^"  effectuant  les  quarrés  qui  né 
sont  qu'indiqués ,  et  ^ant  la  soustraction  ,  on  reconnoîtra  qu'ea 
effet  cette  expression  composée  se  réduit  à  ai.  On  reconnoîtra  de 

même  que  a^ -F  ^^ est  k  même  chose  que  2  y\  Y  -+-  a  T'— 7"}  • 
En  pareil  cas,  il  Éiut  faire  les  opérations  indiquées  dans  une  ex- 
pression ,  quand  on  veut  la  vérifier  et  l'entendre- 

i6.   Toute  quantité  cfui  en  variant  passe  par  zéro,  je  chemge  d& 
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posùîi^  en  négatwe ,  ou  de  négàtii^  en  positive.  Cette  vérité  est 
une  conséqiieiice  de  la  nature  des  progressions.  Par  exemple,  dans 
la  série  arithmétique  décr<»ssante-r  3*2»i»o*  —  i  •  —  a*  — 3, 
oa  voit  que  la  quantité  3 ,  en  diminuant  successivement ,  passe  par 
zéro  j  «t  devient  -^^  3 ,  conuae  il  seroit  anivé ,  si  ces  diminution^ 
suooâssives  «nassentélé  &ites  àk  iokj  ea  retranchant  4  de  3.  Le 
diai^eznent  du  signe  po^îfen  négatif  tôt  donc  évident;  celui  du 
5i^e  négatif  en  positif  ne  Test  pas  moins  ;  il  suffit  pour  s'en  con- 
vainc» de  reooverser  la  même  progression  ainsi  qu'il  sujt  i  ^, 2fr 

-*—  fl  •  — — »  k".«  o  *  î  '•  a  •  3* 

Nous  ▼WTosis  «dans  peu  06)  que  les  quantités  éprouvent  le 
même  changement  en  passant  par  Tinfinl.  La  démonstradoa  en  se- 
roit  plus  abstraite >  si  nous  la  donnions  à  priori. 

.     .      .        .  '  :.:;-^  ■!.  .:'    \  /.     .    ■  "  '• 

C  HA  P  I  T  R  E    I  L 

Valeur  rdauve  de&  lignes  xriganorném<jues^ 

17.  JLoRSQUE  BCDt=  45°,  le  irisln^e  j'ectai^le  CDG^st  îsos-  Fig.  r^ 
cèle ,  et  DG  ==  CD.  Donc  tang.  45^^  =  R  =ç=  cot.  45^ 

Mais  nous  verrons  (^)  quertajiig-^o° est  infinie,  tandis  que 
Tare  de  90°  n'est  que  le  double  dç  Tare -de  45^  On  peut  donc  ob- 
server djéja  l'extrême  àisprpportion  elitre  la  ^marché  des  angles  et 
celle  de  leurs  tangentes. 

18.  D'après  la  définition  donnée  (4),  il  est  clair  que  le  sinus 
d'un  arc  n'^st  qùeja  mojtié  de  la  çordje  de  l'arc  double.  On.  sait 
jjjttc  la  tord^  de  6çf  itet  égfde  au  rayon  :  doîic  siiî.,;3o*'  =2=  —^ 

Maisniews  verrons  (34)  )que  sin.  ^b^  =  R  j  (d'où  le  rayon  prend 
aussi  te  nom  di^  sinus  droit j  sinus  total).  Qu'on  ob3crve  donc  en- 
core que  les  ^inus  ne  croissent  pas  dans  la  même  proportion  fo» 


$  Chap.    il    Valeur   relative 

19.  Toute  corde  divise  le  cercle  en  deux  segments ,  dont  chacun 
'est  pourl'autre  le  supplément  à  'Ò60''.  Un  arc  MT  Y  plus  grand  que 
180'' ne  peut  donc  avoir  une  autre  corde  que  celle  de  son  supplé- 
ment YDM  à  3^0**.  Donc  le  sinus  ML  de  la  moitié  DM  de  ce  se- 
<:ond  arc  {18)  est  nécessairement  le  même  que4tt  sinus  de  la  moitié 
\MT  du  premier.  Dond  un  angle  iobtus  TCM  ne  peutavoir  d'autre 
sinus  que  celui  de  l'angle  aîguDÇM  qui  est  son  supplément  à  i8o\ 

Nous  verrons  bientôt  que  les  autres  lignes  trigonométriques  sont, 
de  même  communes  pour  l'angle  aigu  et  pour  son  supplément    • 

20.  En  supposant  toujours  DGF  =  po°,  -les  -tnan^es  sembla^ 
hlès  BC  A ,  GCD  ,  FCH  donnent:  les  proportions  suivantes  : 

AC  :  AB  ::  GD  :  GD,  cd  :  gd  ::  cf  :  fh, 
AG  :  BC  :  :  gd  :  gg,   ab  :  bg  :  :  cf  :  gh. 

En  substituant  les  dénominations  trigonométriques ,  on  aura  ; 
pour  un  arc  quelconque  BD,  que  nous  d?sîghêrohlgénéialeméift' 
par  A,  les  proportions  <jui suivent  ;    ;       • 

21.  Cos.A   I   sin.A  II  ÎR.  I   tang.À=  ""^TF"* 

2î3.  Gos.A  I  R  M  R  I.^éCpAfc 


CosVA* 
RR 


24.  Sin.A  I  R  T I  R  I  coséc.A  =     .   .  . 

•  sin.A 

-25.  L'éxbressîôh  centrale  R  durg^ybn  suffit  pour  Faire  voîrquç 
les  équations* trigonométnques  sont  vraies.,  quelque  soit  la  grati- 
'^eur'aiï  cercle  dans  lequel  on  les  considère.  £â  valeur  du  ydyûit 
est  dono  arbitraire  ^  pourvu  qu'une  fois  fixée  Vpn  la  conservé  cons- 
tamment Ja  même  ;  autrement  ;:outes  les  lignes  tiîgonomé triques 
varîëroîént  avec  lé  rayon.  Si  aii  lieu  dé  BC  on  prend  pourtayontîX}, 
et  qu'ott  décrive  f  àrc  GQ y  ïc  Tinùs<lè^4Wgfe  'G*he  séta  plus  BA, 
inaisGD.  OrBA  I  BC  II  GD  I  GG.  On  trouvera  la  même  chose 
•pour  toute  autre  ligne.  Donc  le  rapport  entre  urie  lign^.trigonomér 
irigue.qu&koncjue  ei. le. rayon  estcon^tmt,  .puisqU'pu  a  toujours 

(^),  1^  =  ^.  Donc  en  général ,  soit  L  une  ligne  trigonoœétrique 

pour 
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pour  un  rayon  donné  R  ;  soît  L'  la  même  ligne  pour  un  autre 

rayon  R'  ;  on  aura  toujours  R  I  L  1 1  R'  l  U  =:  -^  =  LR',  sî 

on  fait  R=:  1 ,  valeur  qu'on  assigne  communément  au  rayon,  et 
avec  grande  raison ,  parceque  cette  valeur  simplifie  beaucoup  les 
calculs  et  les  expressions.  Nous  verrons  par  la  suite  comment,  une 
valeur  étant  une  fois  donnée  au  rayon ,  on  trouve  la  valeur  de  toute 
ligne  trigonomé trique  relativement  au  rayon. 

26.  Observons  dans  les  équations  (22,  23,  24) ,  qu'étant  don- 
née la  valeur  du  rayon ,  celle  de  la  cotangente  dépend  de  celle  de 
la  tangente,  celle  de  la  sécante  de  celle  du  cosinus ,  et  celle  de  la 
cosecante  de  celle  du  sinus ,  et  réciproquement. 

27.  De  là  il  est  facile  de  comprendre  pourquoi  dans  la  Trigono- 
métrie on  ne  fait  presque  jamais  usage  de  la  sécante  et  de  la  cose- 
cante ;  c'est  qu'il  est  toujours  aisé  de  leur  substituer  le  cosinus  et  le 
sinus  par  le  moyen  des  équations  ci-dessus  (28,  24).  On  pourroit 
de  même  supprimer  l'usage  des  cotangentes  ;  mais  on  verra  que 
souvent  elles  se  trouvent  commodes  dans  la  pratique. 

28.  Par  la  propriété  si  connuje  de  l'hypothénuse ,  les  triangles  f  u  j. 
rectangles  CAB,  CDG,  CFH  donnent  les  équations  suivantes  ; 
BO  =  AB*  -^  AO  =  CD^  =  CG^  — DG"  =  CFV=CH* 

—  F  H*  ;  ou  bien  R*  =  sin.^A  -+-  cos-'^A  =  sea*A  —  tang.^A 
=  cosec^A  —  cot.^A. 


a^.  Donc  séc.A  =  v/  (R"  H-  tang.^A)  =  -^^,  (23). 

3o.  Et  coséc.A  =  y/  (R^^-cot.^A)  =  -^ ,  (24). 

3i.  Substituons,  dans  l'analogie  (21),  la  valeur  de  cos.A  tirée 
delà  seconde  équation  (20)  :  nous  aurons  sin.A==  ,,n^  ^"^'^,  ; 
^t  mettant  de  même  dans  l'équation  cot.  A  ==  ^^„^^^'^  »  (  22  ) ,  la 
valeur  de  sin. A  prise  dans  la  seconde  équation  (3o) ,  nous  aurons 
^o^  A R  X  cor.  A 

32.  De  même  en  mettant  alternativement  dans  l'analogie  (21) 

B 
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les  valeurs  de  siu.A  et  de  cos.A  tirées  de  Téqualion  R^  =  sin.*A 

-H  cbs.^A ,  on  a  les  équations  suivantes  -, 

f^^„   A    RXsin.A  v/(RR  — cos.'A) 

D'^  V(RR-^>n*A)    R  X  CÔS.A        • 

Fig.  I.  33.  Si  l'angle  C  croît ,  et  devient,  par  ej^emple,  MCD,  on 
voit  que  le  sinus  ML,  la  tangente  DK  et  la  sécante  CK.  devien* 
nentaussi  plus  grandes  qu'elles  n'étoient  pour  l'angle  C;  et  qu'au 
contraire  le  cosinus  CL^  la  cotangente  FI  et  la  cosecante  CI  di- 
minuent. 

34.  Si  l'angle  augmente  de  maniere  qu'il  soit  de  90°,  il  est  évir 
dent,  à  l'inspection  de  la  figure ,  que  le  sinus  et  la  cosecante  de- 
viennent égaux  au  rayon  ,  avec  lequel  ils  se  confondent  ;  que  le 
cosinus  et  la  cotangente  se  réduisent  à  zéro  ;  enfin  que  la  tangente 
et  la  sécante  sont  alors  infinies ,  puisque,  devenues  parallèles  entie 
elles ,  elles  ne  peuvent  plus  se  rencontrer  (7). 

35.  Si  l'angle  continue  à  croître  et  devient  obtus  comme  DCO, 
les  définitions  données  (4  >  7  )  ne  peuvent  plus  avoir  lieu  ;  on  a  alors 
nécessairement  pour  lignes  trigonométriques  de  D CO,  celles  dç 
son  supplément  TCO,  identité  qu'on  a  déjà  démontrée  (19)  pour 
le  sinus  ,  et  par  conséquent  pour  la  cosecante  (26).  De  cette 
nécessité  résultent,  il  est  vrai ,  des  cas  doutent,  dans  lesquels 
il  n'est  pas  possible  de  discerner  par  la  seule  Trigonométrie  si  un 
sinus  donné  ou  une  cosecante  appartiennent  à  un  angle  aigu^ 
ou  à  son  supplément.  Mais  les  autres  lignes  trigonométriques  né 
sont  pas  sujettes  à  cet  inconvénient ,  parceque  le  signe  négatif  dis- 
tingue celles  qui  appartiennent  à  l'angle  obtus. 

.  36.  En  effet,  en  adoptant  pour  cosinus  de  l'angle  obtus  DCO 
le  cosinus  CP  de  son  supplément  TCO  ,  on  peut  observer  que  le 
cosinus  CA,  diminuant  toujours  à  mesure  que  l'arc  primi tifBD 
augmente  ,  passe  enfin  par  zéro  (34)  avant  de  continuer  au- 
delà  du  centre  dans  la  direction  CP.  Donc  (16)  le  cosinus  d'un 
angle  obtus  est  négatifs  et^  par  la  n\ême  raison  ,  la  cotangente^ 

qui  dans  le  cas  supposé  est  FN.  Mais  (a3) ,  cos.  =  ^,  et  (22), 


PES    JL  IGNES    T  R  I  G  0.>TOMÉT  RIQU  ES.'  l\ 

tîol.  =f  jjj— .  Donc*  l^oçsque  le  icoà.  et  la  cot.  sont  négaiifiJ,  la  p. 

séc.  et  la  tang.  sont  aussi  négatives;  puisque  le  rayon,  est  une 
quantité  réelle,  dont  le  quatre  ne  peut  jamais  être  négatif*  Donc 
la  tangente  et  la  sécante  de  l'angle  obtus  sont  négatives.  Mais  elles 
étoient  devenues  infinies /lorsque  Tangle  s'étòit  accru  jusqu'à  90°, 
(54)  :  donc  les  quantités  /fui,  en  variant,  passent  par  Vinfini,  se. 
changent  de  positis^es  en  négatives',  et  vice  vérsâ  (38) ,  de  mém^ 
que  lorsqu'elles  piassent  par  zéro  (16).  Donc  la  cosecante  et  le 
sinus  de  f  angle  obtus ,  n'ayant  passé  ni  par  zéro  ni  par  Tinfini  ^ 
continuent  d'être  positifs.  ^ 

Ainsi  la  cosecante  CN  de  l'angle  obtus  DCO  est  positive;  sa 
sécante  CU  et  sa  tangente  TU  sont  négatives. 

3?.  Par  l'inspection  de  la  figure ,  et  d'après  ce  que  nous  avons 
dit,  il  est  facile  de  comprendre  que  si  l'arc  croît  jusqu'à  devenir 
de  180*^,  le  sinus  et  la  tangente  deviennent  nuls,  la  cotangente  et 
la  cosecante  infinies ,  le  cosinus  et  la  sécante  égaux  au  rayon. 

38.  En  Astronomìe,  les  longitudes  et  les  ascensions  droites  des 
astres  se  comptent  de  0°  jusqu'à  :36o°.  On  a  donc  besoin  des 
lignes  trigonomc triques,  même  dans  le  troisième  et  dans  le  dernier 
quart  du  cercle.  En  négligeant,  pour  abréger  ,  ce  qui  concerne  la 
sécante  et  la  cosecante  (27);  si  on  procede  par  la  méthode  et  les  ^ 
règles;^  données  (  liS ,  '36),  on  trouvera  que  dé  180''  à  276°^  le  sinus 
et  le  cosinus  sont  négatifs,  la  tangente  et  la  cotangente  positives. 
Un  arc  plus  grand  que  de  180° ,  comme  DFTS,  a  RS  pour  sinus ,  * 
CR  pour  cosinus,  TZ  pour  tangente,  VX  pour  cotangente. 

3^.  Lorsque  Tare  est  exactement  de^27o°,  le  sinus  devient  égal 
9U  rayon,  la  tangente  infinie;  5  le  cosinus  et  la  cotangente  se  rédui- 
sent à  zéro.  ,  .       .  - 

--.,.,     ....     -!  - 1  j. .     .       ':       «.        . -i 

40.  .Donc  daiLS  le  dernier  quart  du  cercle  I  c'est-à-dire  lorsqu'un 
arcquçlçonque^  comme  DE  TV  Y,  embrasseia  pl^s  des  trois  quartf 
4b  cei'çle  ^  \e<xisinus  sera, punitif  (.16,  36}i.Ic  içinus,  la  tangente  et 
la  <:utapgepte  seio^t  n^gatifL-  •"  Vi-  -^ 

■ ■  ^f  " 


la  Chap.ILdesSignes 

41.  Enfin  lorsque  Tare  devient  de  360"^,  il  arrive  ari  point  où  il 
avoît  pris  naissance ,  et  d'où  Fon  avoît  commencé  à  en  compter  les 
degrés.  Le  sinus  et  la  tangente  deviennent  alors  nuls  ,  le  cosinus 
égal  au  rayon,  et  la  cotangente  infinie. 

42.  La  table  suivante  servira  de  récapitulation  pour  ce  que  nous 
venons  de  dire,  et  sera  plus  commode  à  consulter  dans  la  pratique. 
J'ai  omis  la  cotangente,  la  sécante  et  la  cosecante ,  parceque  leurs 
signes  sont  respectivement  (26,  36)  les  mêmes  que  ceux  de  la 
tangente ,  du  cosinus  et  du  sinus.  On  verra ,  par  cette  table ,  quand 
ces  dernières  lignes  sont  égales  à  zéro,  ^  l'infini,  ou  au  rayon;  le 
rayon  y  est  exprimé  par  l'unité  (25).  Il  faut  observer  que  la  co- 
tangente, la  sécante,  et  la  cosecante  sont  infinies ,  lorsque  les  lignes 
qui  leur  correspondent  en  raison  inverse  (22,  23,  24),  c'est-à- 
dire  la  tangente,  le  cosinus  et  le  sinus ,  sont  égales  à  zéro. 

En  désignant  une  ligne  égale  à  zéro  ou  à  l'infini ,  je  lui  con- 
serve le  signe  qu'elle  avoit  avant  d'aniver  à  ce  terme.  Il  est  au  sur- 
plus inutile  de  discuter  quel  signe  convient  en  pareil  cas  ;  les  équa- 
tions trigonométriques  sont  également  justes,  soit  qu'on  change 
ou  non  les  signes ,  au  point  où  la  valeur  est  ou  zéro  ou  infinie  ; 
pourvu  que  dans  tous  les  cas  semblables  on  adopte  constamment  la 
même  règle. 

Table  des  Signes  des  lignes  trigonométriques  dans  les  quatre  quarts 

dw  Cercle. 


Arc. 

A  0°  ou  à  36o°. 
Depuis      0°  jusqu'à    90°. 

à  90°. 
Depuis    90°  jusqu'à  180°. 

à  l8o^ 
Depuis  180''  jusqu'à  270^ 

à  270^ 
Pepuis  270°  jusqu'à  360''. 


Sinus. 


Cosinus. 
-M 


— 0 


Tan  G. 


•4-00 


-H  00 
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'43.  En  faisant  R=  1 ,  (25),  on  a  (18) ,  sin.3o°  =  ^;  mais  (28), 
COS.*  3o^  =  R*  — -  sin.*  3o^  =  i  —  J  =  f  :  donc  eos.3o^  :=  y/  \ 
=-iv/3,(i3). 

44.  De  même ,  puisqu'on  a  (a8) ,  R*  =  sin.*  45^  H-  cos.*'45°= 

a  sin.*45'*  (5)  =  1,  on  aura  sin.45''=^  v/j  =  ttì* 

45.  C'est  à  peu  près  en  suivant  les  principes  qui  nous  ont  fait 
trouver  la  valeur  du  sinus  et  du  cosinus  de  3o''  et  de  45°,  que  les 
géomètres  ont  calculé,  par  le  moyen  d^ autres  formules  que  nous 
verrons  en  leur  lieu ,  la  valeur  des  sinus ,  tangente  et  sécante  de  tout 
ai-c  depuis  0°  jusqu'à  90°,.  de  degré  en  degré,  et  même  de  minute 
en  minute.  Les  tables  qui  contiennent  ces  valeurs  donnent  donc  le 
rapport  œnstant  (25)  qui  règne  entre  le  rayon  du  cercle  et  chacune 
cles  lignes  trigonométriques. 


CHAPITRE    I  I  L 

làée  préliminaire  de  la  résolution  des  triangles 

rectilignes. 

'46.  JLiES  Commençants  sont  ordinairement  rebutés  dans  l'étude 
des  sciences  par  les  difficultés  que  leur  présente  d'abord  une  longue 
théorie  élémentaire ,  dont  ils  n'apperçoivent  pas  encore  l'utilité 
pratique.  Ce  chapitre  sera  consacré  à  leur  faire  pressentir  les  usages 
et  les  applications  de  la  Trigonométrie. 

Puisque  AB  est  le  sinus  et  AC  le  cosinus  de  Parc  BD  décrit  d'un.  pig.  i, 
rayon  BC,  on  a  évidemment  les  analogies  suivantes  : 

Bc  ;  AB  :  :  R  :  sin.c,    bc  :  ac  :  ;  r  :  cos.c. 

Mais  dans  tout  triangle  rectangle ,  on  peut  concevoir  que  l'hypo- 
thénuse  décrive  un  arc  tel  que  BD,  qui  rencontre  un  des  côtés  pro- 
longé tel  que  (C  A  -^t-  AD).  Donc  dans  tout  triangle  rectangle  Vhy- 
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potìiéìluse  est  au  rayon  comme  un  coté  est  au  sinus  de  V angle  op^ 
*  posé^  ou  bien  comme  un  coté  est  au  cosinus  de  V angle  adjacenti 

47.  On  croiroit  au  premier  coup-d'ocil  qu'on  ne  peut  tirer  aur 
cun  fiuit  de  ces  proportions  qui  semblent  contenir  un  cercle  vi- 
cieux ,  comme  cette  analogie  2  *  1  ;  '  2  ;  i  ;  puisqu'elles  ne 
sont  absolument  que  la  répétition  des  définitions  données  (4). 
Mais  qu'on  se  rappelle  que  le  rapport  R  \  sin.C  (il  en  faut  diie 
autant  du  rapport  R  •  cos.C  )  est  un  rapport  constant  (25), 
quelle  que  soit  la  grandeur  de  l'iiypothénuse  qui  représente  ici  le 
rayon,  pourvu  seulement  que  l'angle  C  ne  change  point  ;  on  a  de 

/c^,        même  ,  par  exemple,  GC  !  CD  1 1  R  lAi».C.  L'art  de  la  Tiigo- 
'  nométrie  consiste  donc  en  ce  qu'un  angle  connu  dans  un  triangle 

rectangle  suffit  pour  faire  connoître  le  rapport  qui  existe  entre  l'hy- 
potliénuse  et  chacun  des  côtés.  De  là  il  résulte  que  si ,  outre  l'an- 
gle ,  on  connoît  la  valeur  absolue  de  l'un  des  côtés,  la  Trigono- 
métrie donne,  pour  ainsi  dire  d'un  trait  de  plume,  la  valeur  abso- 
lue de  Thypothénuse  ;  et  vice  versa:  ce  qu'on  verra  clairement 
dans  les  exemples  suivants.   . 

48.  Supposons  que  CL  soit  une  distance  de  trois  lieues  déjà 
connue,  et  qu'on  desire  de  connoître  la  distance  CM  qu'on  ne  peut 
mesurer  avec  la  toise ,  parcequ'une  riviere  ou  quelque  autre  obsta- 
cle s'y  oppose.  Pour  y  parvenir  sans  abandonner  le  point  C ,  et  sans 
fatigue,  que  l'on  mesure  de  combien  de  degrés  -est  l'angle  MCL  ; 
ce  qui  est  très  facile  ,  comme  nous  le  verrons  en  son  lieu  :  suppo- 
sons que  cet  angle  se  trouve  de  6qP:,  ûoys  cos.MCL  =  cos.6o* 
=  (5)  sin.  3o°  =  (18)  \  R. .  On  aura  par  conséquent  (4^)  » 
MC  :  CL  :  :  R  :  cos.MCL  :  :  R  :  ^  r  :  ;  i  :  i ,  (9);  Donc  la  dis- 
tance MC  est  double  de  CL ,  ou  MC  =  6  Heucs. 

De  même  ,  en  supposant  MCL  de  6d'^  si  la  distance  connue 
.^toit  CD ,  que  l'on  eût ,  par  exemple ,  CD  =  9  lieues ,  on  trouve- 
joit  18  lieues  pour  la  valeur  de  CK. 

Si  Tangle  mesuré  est  ACB  et  de  ?>&'  60,^  que  la  dislance  coiir 
jiwe ,  désignée  par  AC ,  soit  de  six  lieues ,  et  que  Ton  eberchic  BC  ; 
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puisqu'on  a  par  les  tables,  (45),  R  l  cos.36°52'  [\  i  ]  0,8,  on 
aura,  (4^),  BC  I  AC  1 1  R  I  cos.C  !  I  1  !  0,8.  Par  conséquent  BC 

r=  ^  =  ^  =  'jyS.  Donc  la  distance  BC  est  de  7  lieues  et  î. 

Si  au  lieu  de  AC  la  distance  connue  étoit  CD,  de  9  lieues,  et 
CG  k  distance  cherchée,  on  auroitCG  !  CD  1 1  1  I  0,8,  ouCG 

=  — ;t  =  -^  =  1 1 ,  25.  Donc  CG  =  1 1  lieues  \. 
0,00,0'  ^ 

Ces  exemples  suffiront  pour  donner  une  idée  de  la  résolution 

des  triangles  rectangles. 

49.  Si  on  a  un  triangle  obliquangle  comme  ABC ,  il  est  à  présent  pig.  1 
facile  de  le  résoudre,  en  le  convertissant  en  deux  triangles  rectan-    ^  3* 
gles  BCD,  ACD,  parle  moyen  de  la  perpendiculaire  CD,  menée 
de  l'un  quelconque  des  angles  comme  C^  sur  le  côté  opposé  AB 
prolongé,  s'il  est  nécessaire,  comme  dans  la  figure  3.  On  a  alors 

(46) ,  R  ;  sin.B  ;  :  BC  :  CD  =  ^^y"",  etR :  sin. A  ;  :  AC  :  CD 
==  — ^^-— •  Donc  en  mettant  en  équation  les  deux  valeurs  trou- 
vées de  CD,  on  a  BC  X  sin.B  =  AC  X  sin. A  ;  d'où  l'on  tire  la 
proportion 

BC  !  AC  1 1  sin.A  I  sin,B. 

Si  on  réfléchit  que  (fig.  3),  sin.A  =  sin.CAD  =  sin. CAB,  (19), 
et  que  les  fig.  2  et  3,  dans  lesquelles  nous  n'avons  fixé  ni  la  gran- 
deur des  angles  ni  celle  des  côtés ,  représentent  dès-lors  tout  trian- 
gle obliquangle  quel  qu'il  soit  (ce  qu'on  doit  remarquer  une  fois 
pour  toutes) ,  on  conclura  de  la  dernière  proportion  cette  règle  gé- 
nérale; les  cotés  d'un  tnangle  rectiligne  sont  proportionnels  aux  si- 
nus des  angles  opposés. 

Cette  règle  s'étend  évidemment  aux  triangles  rectangles,  puis- 
que, par  exemple,  dans  la  proportion  R  I  sin.A  !  \  AC  !  CD,  R 
est  le  sinus  (18)  de  l'angle  droit  D  opposé  à  l'hypothénuse  AC. 

U  est  aisé  de  reconnoître  par  cette  même  règle  et  par  celle  qui  a 
été  donnée  (i8) ,  que  quoique  le  plus  grand  côté  soit  toujours  op- 
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posé  au  plus  grand  angle  et  vice  versa ,  les  côtés  ne  sont  cependant 
pas  en  proportion  avec  les  angles  opposés. 

p.^  5o.  Exemple  de  la  résolution  du  triangle  obliquangle.  Soit  con- 

nue la  distance  AC,  de  looo  toises,  et  par  le  moyen  d'instrumehts 
convenables,  et  dont  nous  parlerons  dans  la  suite,  soient  détermi- 
nés B  de  53°  8' ,  et  A  de  3i°  20'.  On  a  dans  les  labiés  sin.53^  8' 
=  0,8;  et  sin.3i°2o'  =  o,,52.    Donc  (49),  BCr^rzàS^^pLj::::^ 

'^°°^^°'  ^  =  775  =  ^5o.  Ainsi  sans  mesurer  à  la  toise  la  distance 

0,0  0,0  ^ 

BC,  la  TiTgonométrie  fait  connoître  avec  la  dernière  précision 
qu'elle  est  de  65o  toisesu 

Ce  n'est  au  surplus  qu'un  essai  que  nous  donnons  de  la  solution 
d'un  seul  cas  de  la  Trigonométrie  rectiligne  obliquangle.  Nous  ver- 
rons par  la  suite  comment  on  peut  jésoudre  tous  les  cas ,  toutes  les 
combinaisons. 


CHAPITRE    IV. 

Valeurs  relatives  des  lignes  trigonométriques  apparte- 
nantes à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  arcs, 
et  aux  arcs  multiples. 

5i .  JLe  peu  de  principes  que  nous  avons  exposés  jusqu^â  présent, 
suffira  pour  conduire  à  tous  les  théorèmes  de  la  Trigonométrie ,  et 
môme  pour  approfondir  cette  science  ,  soit  en  se  servant  des  mé- 
thodes et  des  règles  que  nous  avons  suivies  et  données ,  soit  en  fai- 
sant de  simples  substitutions. 

Le  désir  d'amener  l'étude  de  la  Trigonométrie  à  un  pareil  degré 
de  facilité,  nous  a  engagés  à  nous  étendre  dans  les  chapitres  précé- 
dxîntsî  et  nous  croyons  qu'on  ne  nous  reprochera  pas  d'y  avoir  été 

prolixes , 
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prolixes,  si  Ton  considère  combien  il  éloit  important  d'y  mettre  h 
plus  grande  clarté. 

Problême.  Connoissant  les  sinus  et  les  cosinus  de  deux  arts, 
trouver  les  sinus  et  les  cosinus  de  la  somme  et  de  la  différence 
de  ces  deux  arcs^ 

De  ce  que  dans  tout  triangle  rectilîgne  la  somme  de  deux  angles 
est  toujours  le  supplément  du  troisième ,  c'est-à-dire  de  ce  que  dans  ^*  * 
un  triangle  ACB  par  exemple,  Ah-B  ==  180^ — ACB,  il  suit  (15) 
que  sin.ACB  =  sin.  (A-4-B).  Cela  posé^  la  solution  du  Problème 
est  facile  par  la  seule  Trigonométrie,  et  nous  n'aurons  recours^ 
pour  trouver  cette  solution ,  ni  aux  triangles  semblables  ni  à  des 
figures  compliquées. 

En  efFet  (49),  AC  :  sin.B  ::  AB  :  sin.ACB  =  :^^^^^  = 

sin.(A-+-B).  Mais  en  supposant  qu'on  mene  CD  perpendiculaire 

sur  le  côté  AB,  on  a  (46),  BC  I  CD  :  :  R  :  sin.B  =  5.^^.  En 

substituant  c€l:te  valeur  de  sin.B  dans  l'équation  précédente  (nousr 
ferons  à  l'avenir  ces  substitutions  sans  en  prévenir ,  parcequ' elles 
se  présentent  d'elles-mêmes) ,  on  aura  «in.  (A-f-B)  =  ^  ac^x  bc^^" 
Or  AB=BD-4-AD.  Donc  sin.(A+B)=î^4»-Hl|^î^. 

Donc  .    sin.  (A -4- B) 


fin, A  COS.  B  -f-  sin.B  cos.  A 


52.  Si  on  applique  cette  solution  à  la  fîg.3,  on  observera  que 
AB  =  BD  — AD}queACB  =  i8o^  — CAB  — B==CAD— 15,  %î- 
et  que  dans  ce  cas-ci  l'angle  CAD  correspond  à  l'angle  A  employé 

dans  les  équations  £2  =  îiîL^  et  ^  =  ^.  En  faisant  les  change- 

ments  qui  résultent  de  ces  remarques  ,  la  démonstration  précé- 
dente donnera 

«:,,  f\         n\  sîn.Acos.B— sîn.Bcos.A 

sm.(A  —  d)  =  —         » . 
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•    53.  (38),  COS.»  (A-»-B)  =  R»-r.sin.»  (A-hB)  =  (5i) 

K^  —  sin.*A  cos.'il  —  a  sin.  A  COS.  A  sin.  B  COS. B — sin.^B  cos.*A      ilm   *  *n  «- 

j^i — .  Mais  co5.*B  =  R* 

— i  sîn,*B  ;  et  sin.^B  =s  R*  —  cos.^B  :  si  on  substitue  ces  valeurs, 
et  qu'ensuite  on  observe  que  R^  — .^  (sin.^A  -H  cos.*A)=  (28) 
R4  —  1^4  ::=  o,  on  trouvera  pour  reste  cette  nouvelle  équation  ; 

a  /A     .     T>\  cos.*Acos.*B  —  2  sin.A  cos.Asin.B  cos.K-f-sîn.*A  sîn.'B 

COS.   (A -4-1))  == ï ^i ^ ;  et  en 

extrayant  les  racines, 

/A     .    n\         cos.Acos.B  —  sîn.Asîn.B 

cos.(A-hB)= r^ • 

54.  En  opérant  de  la  même  maniere  sur  la  formule  (52) ,  on 
trouvera  .      . 

COS.  (A — 15)2= — . 

La  solution  de  ce  problême  a  produit  quatre  équations  qui  sont 
d'un  usage  infini  dans  la  Trigonométrie.  Il  seroit  hors  de  propos 
de  les  citer  continu ellèment  :  pôtit-  nous  en  difepensel-,  nous  recom- 
manderons de  idixt  en  sorte  de  les  retenir;  ce  quiest  très  facile, 
puisqu'en  Substance  elles  se  réduisent  à  d^ux ,  et  que  c'est  la  seule 
différence  des  signes  qui  de  ces  deulc  équations  en  forme  quatre. 

Il  est  Êtcïlade  Voir  queues  )^fne3  équations  sei'vent  à  dévelop- 
per les  valeurs  des  sinus  et  des  cosinus  de  la  somme  et  de  la  diffé- 
rence d'un  nombre  d'arcs  quelconque.  Par  exemple ,  sin.  (A-f-B-hC) 

:i=.sin.  (AH-B-HC)  =  ffln;A^cos.  (B-+-C) -j-  côs.Asin.  (B-f-C) 
=:sin. A  cos.B  cos.Cr-r^^imA  sin.B:sin-C-rHx:os.A  sin.B  cos.C  -4-!- 


COS. A  cos.B  sin.C.  De  même  sin.  (A — B-+-C)=;sin.  (A-r-B — C) 
=:sin.Acos.  (B — C) — cos.Asin.  (B— C)=sin.A  cos.B  cos.C-i- 
sin.  A  sin.B  sin.C  —  cos.  A  sin.B  cos.C  -H  cos.  A  cos.B  sin.C. 

SS.  A  l'avenir  nous  emploierons  constamment  1  au  lieu  de  R. 
Dans  les  cas  où  le  rayon  diffère  de  celui  des  tables ,  comme  il 
arrive  par  exemple  dans  la  résolution  des  équations  du  3*  degré  ; 
voici  la  règle  pour  l'introduire  convenablement  dans  une  formule 
trigonomé  trique  quelconqj^e. 
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Dans  chacune  de$  proportions  et  équations  que  nous  av<?ns  vues 
jusqu'ici  et  desquelles  se  déduisent  les  plus  composées ,  on  a  pu 
remarquer  que  chaque  terme  contient  un  nombre  égal  de  licteurs. 
Prenons  pour  exemple  une  des  équations  lès  moins  simples ,  telles 
que  l'équation  (  53  ) ,  R*  X  cos.'  (A-+-B)  =  cos-*A  cos.  *B — 2  sin.  A 
COS.  A  sin.B  cos.B-4-sîn.*A  sin.^B;  ctaoïn  de  ses  termes  est  de 
quatre  dimensions ,  c'est*à-dire  formé  du  produit  de.  qua  tre  fac- 
teurs ;  par  exemple ,  le  premier  membre  est  R  X  R  X  <^os.  (A-h-B) 
X  COS.  (A-f-B)-,  et  il  en  est  de  même  des  autres  termes.  On  appelle 
étjtMUionJiomogttie ou  de  dinœnsionségaksçe]ie<^\x&n(Qsja^  dgns 
chaque  terme  un  nombre  égal  de  facteurs  algébriques  ou  geometri- 
ques  (sans  avoir  d'ailleurs  égard  aux  coefficients  numériques).  Si 
on  conser\'oit  la  lettre  R  dans  toutes  les  opérations  tjigouométri- 
ques,  on  trouveroit ,  dans  chaque  foimule,  tous  les  termes  d'égale 
dimension.  Il  sera  donc  facile  de  les  rendre  tels ,  au  besoin  ,  en 
joignant  à  chacun  d'eux  le  facteur  R  élevé  à  la  puissance  cqnvena- 
ble  pour  les  rendre  homogènes.  Par  exemple,  en  nommant  oc ,  jr, 
deux  lignes  trigonomé triques,  soit  une  équation  de  cette  forme  , 
4a:^=z=3a: — •jH-2 ,  dans  laquelle  a?  est  de  trois  dimensions ,  x  ctj 
d'une  seule,  et  2  sans  aucuije  dimension  ;  pour  introduire  réguhò- 
rement  le  rayon  dans  cette  équation  ,  ilikutéaire  4a:^=3R^x — 
R*  J  H-  2  R\  *  Telle  <;ûtété  l'équation  «n  elle-fcême  ,  si  l'on  vlqxi 
eût  pas  d'abord  fait  disparoîtie  R  en  y  substitu.ant  l'unité- 

56.  On  ne  connoîtra  que  peu-à-peu  ,  ^l  Jws  le  cours  de  la  Tri- 
gonométrie, l'utilité  des  formulesmultipliées^quenous  allons  donner. 

1  ang-  (A-l-Ii)=(2 1  )  ^  ■   j  ■  ..  =  — 7 >i — "-^^T-^-^-  £n  divisant 

•-'   ^  /         \       /  cos.^A-f-B;  cos.Acos.B  —  sin.Asin.B 

tous  les  termes  de -cette  deniiere  fraction  (9)  d'abord  par  cos.  A  X 
cos.B,  et  ensuite  par  sin.  A  sin.B,  on  aura 

tanff.(A-f-B)  =     ^^^S-A^-tang.B   ^    cotBH^rotA 

57.  En  procédant  de  la  môme  maniere  sur  les  valeurs  de 


sin.(A— B)      /r        r,. 

co5.A-B)^  (^^»  54)»  on  trouvera 


tang.  (A~B)  =  J22ÊiAziîfrgiL  = 

^^-  '  •  1  +  rang.  A  uiig.  B 


col.B — cor.  A 


tang.  A  uiig.  B  t  o  t.  B  c  o  t.  A  4-  > 

Cij 
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58.  Par  de  semblables  opérations ,  on  aura 

»in.(A-4-B)  tany;.A-htang.B  ^        cot.B-4-cor.A 

8Ìn.(A— B)  Ung.A  — tangift  cotB  —  coITÂ* 

5^.  En  divisant  de  même  d'abord  par  sin.B  cos.A,  et  ensuite 
par  sin.  A  cos.B^  les  valeurs  de  ^^^^~^,  (53,  54),  on  aura 

COS.  (A -h  B)   cotB  —  rang.  A  co  t.  A  — rang.  B- 

cos.<A  — B)    "~"  coLB  +  tang.A  cot.A-f- ung.B* 

6o.  A  et  B  sont  des  expressions  indéterminées  qui  désijgnent 
deux  arcs  d'une  grandeur  quelconque.  On  peut  donc  leur  assi- 
gner toutes  les  valeurs  qui  conviennent  à  un  arc  de  cercle. 

Soit  d'abord  B  =  A.  Si  on  écrit  dans  les  trois  formulés  (5 1  ^  53, 
56),  A  au  lieu  de  B,  on  trouvera  celles  qui  suivent; 
sin.2A=2sin.A  cos.A. 

6i.  Cos.2A  =  cos.*A — sin.*A. 

62.  Tang.2A=:    'y\  =  -^4?^. 

t>  1  —  tangi*A  coL.'A  —  i 

63.  Dans  ces  trois  équations  ,  Tare  employé  dans  le  premier 
membre  est  double  de  Tare  que  contient  le  second  membre.  Donc 
elles  peuvent  encore  s^ écrire  comme  il  suit: 

sin.  A  =  2sin.  3  A  cos.  3  A. 

64.  Cos.A==cos.*3A  —  sin.*  3  A. 

K^     Tana  A  ^^rig,-hA     a  cor. -S- A 

ÒD.     lang.A  _  ^  _jj^^g..4.A  —  cor.-4-A-i- 

66.  En  substituant  alternativement ,  dans  l'équation  (64) ,  les 
valeurs  (28)  de  cos.^jA  et  de  sin.^sA,  on  a  encore 

cos.A=  1  — 2  sin.*3A  =  2  cos.^i  A —  1. 

67.  De  là  il  suit  que  2  sin.*3  A=  1  —  cos. A  =  sin.v.A,  (4). 
Les  deux  premières  de  ces  expressions  sont  celles  qu'on  emploie 
au  lieu  du  sinus  verse  qui  n'est  point  en  usage  dans  la  Trigono- 
métrie. 

68.  Si  on  divise  par  tang.iA  le  second  membre  de  la  premiere 

équation  {65)^  et  qu'on  se  souvienne  que-jjj7-=cot.(22)onaura 

tang.  A = îsnrri^ïïirTÂ- 

69.  De  là  se  déduit  cot.  3  A  —  tang.  5  A  =  ~j  =  2  cot.A. 
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Doiic  tang^;A  =  cor.  ;A  —  acot.A. 

70.  1  —  cos.A  =  (67)  2  sin.  3A  sin. i  A  =  (63)  sin.ìA  >^ 

^V^=:.sin.Atang.5A,  (21).  Donc 

-    '  I    A  l  —  COS.A 

71.  IH- COS. A  =  (66) 2 COS. 5 A  COS. ìA  =  COS.; A  X  ^srÂ  ==* 

sin.A       Tv  • 

TT-  Donc  on  a  aussi 


lang.iA 

t^-A=-rP7srA- 

72.  Les  deux  précédentes  formules  multipliées  Fune  par  Tautre 
donnent 

73.  Sin.A  =  (63)  2  sin.  I Acos.  ;  A  =  (ai)  a*  cos.*ï  A  tang.  ;A.. 
Donc  (ap) 

sin.A  =    rr:\..-- 

74,.  En  divisant  cette  équation  par  la.  premiere  donnée  (65)^ 
on  aura (21  )i 

COS.A  =  'Tr^'i.A- 

j5.  En  multipliant  cette  fraction  par  cof.  ;  A,  et  se  souvenant 
toujours  que  cot.  X  tàng.  =  1 ,  ('22),, on  trouvera 

^^c   A  cot.iA--tang.-^A  . 

COS./l cot.  i  A -f- tang.  i  A* 

76.  En  multipliant  cette  équation  par  Téquation  (68),  il  en. 
^résulte  que 

Sm.  A  .^  cot.  i  A  H- rang.  ^A^ 

77.  En  substituant  dans  cette  dernière  équation  la  valexir  (65)). 
de  tang.  ^A,  et  divisant  la  fraction  par  2,  on  aura 

sin.A  =      -,  .  ^ — —T.' 

COL  T  A  —  cot.  A- 

78.  En  substituant  la  valeur  de  cot.lA  prise  dans  Téquation. 
(69),  on  aura 


sin.A  = 


cot.A-htai^.'IrA*' 

1  —cos.A  1  —  cos.A 


79.  Taflg.  i  A  =  (70)  '-=^  =  ji^Srx:  none  tang.iA  X 
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tang.A  ==  '~7'^  =  -J_  —  ,.  Donc  -î-  =  i  ^  tane. i A  )C 
tûiig.A,  et  par  conséquent 

cos.A  =  — — — Vr: — t. 

1  H-  tan£.  T  A  tang.A 

80.  .Sin.(A-4-B)  X  cos.(A  —  B)  =  (5i  ,  54)  sin. A  cos.A  X 
(sin.*  B  H- COS.'"  B)  H-  sin.Bcôs.B  (sin.^A  H- cos.^A)  =  (28) 
sin. A  cos.A-4-sin.B  cos.B=(6o)i(sin.2A  H-sin.aB).  Donc(63) 

sin,A-Hsin.B  =  2  sin.  î(A-4-B)  cos.  ^  (A — B). 

81  •  En  traitant  de  même  les  équations  (62 ^  53),  on  trouvera 

sin. A  —  sin.B  =  2  sin.  i(A  —  B)  cos.  î(Ah-B). 

82.  Cos.  (A-4-B)  cos.(A  — B)c=(53,  54)  cos.^A  cos.^B — 
sin.^A  sîn.^!B  =  (28)  cos.^A  —  sin.^'B  (sin.^A-H  cos.^A).  Donc 
cos. -A  —  sin.'^B  =  cos.(A-f-  B)  cos.  (A  —  B)  ==  cos.-B  —  sin.^AJ 

83.  Cos.*A=(()6)^n-cos.2A),  etsin.^B  =  i(i  — C0S.2B). 
Avec  ces  substitutions ,  la  fornmie  précédente  devient  i  cos. 2  Bh- 
î COS. 2 A  =  COS. (A H- B)  COS. (A  —  B).  D'où  Ion  tire  (63) 
COS.B-4-COS.A  =  2  COS.  5  (A-hB)  cos.  î  (A — B). 
84*  En  opérant  sur  les  équations  (5i,  52),  comme  on  a  fait 
pour  les  deux  foimules  précédentes ,  on  trouvera  les  deux  suivanles  : 
sin. -A  —  sin.-B  =  sin.  (A-hB)  sin.  (A — B)  =.cos.^B —  cos.^'A , 
^(28) ;  et 

85.  Cos.B  —  cos.A ^î=:  2  sin.  i  (A -4- B)  sin.^A  —  B). 

86.  En  faisant  encore  attention  que  ^  =  tang. ,  et  que^=: 
cot.,  (21,  22), on   aura  (80,  81) 

lû^Â:r^-n  =  ta"S-  »  (A  -H  B)  cot. ,  ( A  —  B)  =  ji^nfer^- 

87.  De  même  (83,  85) 

COS.B -h  COS.A  ..i/A      .•D\         u    \   /  K  n  \  cot.  t  (A -4- B)    . 

-— -H ~  =  cot.  i(A-4-  B)  cot.  3  (A  —  C)  =  : ttâ — 57- 

88.  On  trouve  de  la  même  maniere  les  formules  suivantes , 
•dont  nous  n'avons  vu  aucun  usa^e  ,  mais  que  nous  croyons  ne 
devoir  pas  omettre  ,  tant  à  cause  de  leur  sinH:)licité ,  qu'à  cause  de 
J'utilité  qui  résulteroit  de  la  substitution  de  Te^rpression  interine- 
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dlaire  aux  expressions  extrêmes ,  si  celles-ci  se  présentoient  dans 
quelque  cas. 

8Ìn.A-+-sin.B  .    ^^    i  /  A  _i^  ttN cos.B^cos.A 

COS.AH-COS.B—  tang.-(^AH-D;  sin.A-.sin.B- 

sin.A-4-sin.B    ,,a  t»v  cos.A-j- co».B 

--———-— COC.  -  \^I\  UJ  sin.A  — sin.B* 


COS.B  — cos.A   ^"*"  ^  ^  ^  sin.A  — sin.B* 

Donc 


a        rn  A  ..  XI  sîn.A  sin.B  sîn.A  cos.B'î^sin.B  cos.A 

89. .  Tang.  A  -h  tang.  ^=z^rfi-^z^= cos.Aco3.b • 


A      .      ■.  -D  sin. (A  4- B) 

tang.  A  -h  tang.B  =  -jstâ^b-- 
Par  une  opération  semblable  on  aura  les  trois  formules  siiivante». 
90.  Cot.B-i-cot.A=  "°-^^^:*'^ 
9i..Tang.A— tang.B  =  -^^i. 
02.  Cet. B COt.A=:  ^'."  .  ""t.  . 

^  sm.Asm.D 

93.  En  multipliant  Tune  par  l'autre  les  deux  formules  (89 ,91), 
on  a 

.  ^A  .  «"n  sin.  (A -4- B)  sin.  (A  — B) 

tang.^A  —  tang.'B  = z^r:^ • 

^4.  Le  produit  des  deux  autres  (90 ,  9a) ,  donne  aussi 

COt.»  B  —  COt.'A  =    "''•<A-4-B).in(A-B)^ 

sm.'^Asin.'B 

95.  Par  des  additions  et  des  soustractions  convenables  sur  les 
formules  (5i ,  52 ,  53 ,  54  ) ,  on  aura  les  quatre  équations  suivantes  j 

sin. (A -H B)  -t-  sin.(A  —  B)  =  a  sin.A  cos.B. 

96.  Sin. (A H- B)  — sin. (A  —  B)  =  2  sin.B  cos.A. 

97.  Cos.  (A  -H  B)  -H  COS.  (A — B)  =  2  cos.  A  cos.  B. 

98.  Cos. (A  —  B)  —  cos.(A  -+-  B)  =  2  sin.A  sin.B. 

On  a  pu  observer  que  par  les  résultats  des  calculs,  c'est  toujours 
le  cosinus  du  plus  grand  arc  (que  nous  avons  constamment  désigné 
par  A)  j  qui  se  trouve  devoir  être  soustrait  du  cosinus  de  Parc  moin- 
dre B.  Il  en  est  de  même  des  cotangentes.  C'est  une  suite  de  leur 
nature,  (33). 

99.  Maintenant  soit  A  =  45''.  Au  lieu  de  A ,  écrivons  cette  va*? 
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leur  dans  les  formules  (5i ,  53 ,  56,  5/) ,  et  nous  aurons  les  quatre 
formules  qui  Mjivent  : 


sin.(45«1R-S5  =  -°»«+''"«^44)  =  005.(45»— B),  (5). 
loo.  Cos.(45»-H B)  =  "°^°j;""-"  =  .sm..(45'>.~ B> 
lox.  Tang.(45'>  -4-  B)  =  (17)  1±^J. 

IO..  Tang.(45'>-B)  =  i^^J.   ' 

Les  deux  dernières  équations  peuvent  s'exprimer  £n  un  seule, 
qui  sera  (ii), 

tang.(45°±B)=i|i|^;. 

io3.Tang.(45»H-B)-tan6.(45«-B)=|^^;-.|^S^=^ 

i^ung.^B>  ^"^  réduisant  au  nïème  dénominateur.  Donc  (62) 

tang.  aB  =  ^"<^(45'4-B)— tang.(45--^Br 

104.  En  élevant  au  quarré  l'équation  (99)  ,  nous  trouverons 
a  sin.X45*^  H-  B)  =  cos.^B  H-  siu^^B  H-  2  sîn.B  cos.B  =  (  28^  60) 
1  -+-  sin.2B.   Donc  (63) 

i.H-  sin.B  =  2  sin.*  (45°  H-^B)  =  2  cos.*  (45°  —-  h  B)- 

io5.  En  opérant  de  même  sur  l'équation  (100),  on  aura 

ji  —  sin.B  =  2  cos.X45°  -f-  5  B)  =  2  sin.X45°  —  ì  B). 

Ce  6ont  les  expressions  qui  s'emploient  au  lieu  de  œsinus  verse  (5)* 

106.  Donc  f±£5  =  tang.*(45°  -h  ï  B),  et  de  même  }^  = 
tang.X45^  — îB). 

107.  En.  traitant  srn.B  comme  une  quandté  inconnue ,  et  résol- 
vant séparément  ces  deux  dernières  équations,  on  trouvera 

_;      p  tang.«(45'-^4B)  — i  i  —  fang.*(45'— 4R) 

X08.  En  multipliant  l'avant-demiere  ftactionpar  cat.(45*-+-îB), 

iTMincîn  R rang.  (45*  >  ^  B)  ~-  cot.  (45*  -4-  t  B) tang.  (45*  +t  B)  —  tang.(45'  — jB) 

on  a  sm.  D ^^^^^  (46«>-f-TB)-hcot.(45*-f-iB)         Ung.(45*Hh:hB)-f-tarig.  (45--4Br 

109.  En  divisant  l'équation  formée  de  la  premiere  et  de  la  der- 
nière de  ces  trois  quantités  ;égales,  par  l'équation  (  io3)  -exprimée 

comme 
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coflimeUsuit,  tang.B  =  ^a"6(45'-^4-B>.-.»ng. (45.-4-B) ^  ^^  auiu(2i), 

^^^•^  tang.(45«4-  i-B)  -f-  lang.  (45*— iB)  cot.(45---iB)-f-cot.(45-4-4B)* 

iio.  Soît  A=  60°,  et  qu'on  se  souvienne  que  cos.6o^=:^'. 
(48).  Les  formuler  (96^  97)  donneront  les  deux  suivantes; 
sin. (60*^  -+-  B)  —  sin.  (60**  —  B)  =  sin.B. 

111.  Cos.(6o°'-4-B)-+-cos.(6o°  —  B)  =  cos.B. 

1 1 2.  Qu'on  fasse  A  ==  60°  -i-  B  =  90°  —  (  3o**  —  B)  ;  on  aura 
€01.(60*" H- B)  =  (7)  tang.(3o*  —  B)  =  cot.A.  Mais (69) ,  cot. A= 
;  (cot.  î  A  —  tang.  z  A)  :  donc 

tang.(3o°  — B)=  cot.(3o--4-TB)--tang.(3o  4-^m^ 

1 13.  En  ^sant  A  =  (60° — B) ,  on  trouve  de  la  même  maniere 

tang.  (3o-^  B)  =  ^"^•^'^'  "  "'^>  ^  ^^"^-^'^^  "^  '  ^^ 

114.  Faisons  maintenant  A  =  45^  h-  C  ,  et  B  =  45° —  C,; 
nous  aurons  A  -f-  B  =  90°,  et  A  —  B  =  2  C.  La  formule  (97) 
donnera  cos.(45°-4-C)  cos.(45**  —  C)  =  ^  cos.2  C  -Hi  cos.  90''  = 
(34)  5  COS.  2  C  =  {66)  î  (2  cos.^C  —  1  ).  Donc 

cos/C  — i  =  cos.(45^H^C)  cos.(45^— C). 

11 5.  Supposons  encore  A  =  60°  H-  C  ,  et  B  =  6o'  - —  C; 
nous  aurons  A-4-  B  =  120%  et  A —  B  =  2  C.  La  même  équation 
C97)  donnera  cos.  (60**  ^4-  C  )  cos.  (60°  —  C  )  =  ì  cos.2  C  -4- 
ï  cos.  120**==  cos.^C  —  î  H-  î  COS.  120°;  mais  cos.  120''  =  cos.6o* 
=— i,(36).  Donc 

cos.=*C— f  =  cos.(6o°H-C)  cos.(6o^— C). 

116.  En  faisant  les  mêmes  substitutions  et  les  mômes  raison- 
nements ,  Féquation  (98)  donnera 

cos/C  — ;  =  sin. (60^  -H  C )  sin. (60^  —  C ). 

Pour  faire  usage ,  dans  la  suite ,  de  ces  trois  dernières  foraiules , 
nous  écrirons  A  au  lieu  de  C ,  ces  deux  lettres  n'étant  l'une  et 
l'autre  que  dés  expressions  indéterminées ,  susceptibles  de  toutes 
les  valeurs  possibles. 

i  17*  Soit  à  présent  B=2 A.  On  aura (5i),  sin.3 A=  sin. A  X' 
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ÇOS.2A •+- sin.2 A  C09, A.  Mais  sîn- A=îiï^ ,  (60).  et  cos.2Aas=r 

a  COS.  A  ^   ^       ^^ 

2Cos."A  —  1,  {66).  Donc  sin. Aco«.2^A=rilï:î4  (^cos.*A — 1)=« 
lin.  2  A  COS.  A —  rr^  =  sîn.2A  cos.A  —  sîn.A.  En  substituant 

a  CUS.A 

dans  la  premiere  équation  celte  dernière  valeur  de  sin.  A  cos.2  A , 
on  aura 

sîn.3  A  =  2  COS.  A  sin.2  A  —  sin. A. 

»i8.  Semblablement  (53),  cos.3A=  cos.AcoSfc2A — sîn.A 
sin.2  A*  Mais  sin.  A  sin.2  A  =  (60)  2sin*A  cos.A=^(66)  eos.A  X 
(1  —  COS.  2  A)  =  COS.  A  —  cos*  A  cos.  2  A.  Donc 
COS.  3  A  =  2  COS.  A  cos.2  A  —  cos.  A. 

119.  PareiUement  (56),  tang.3A=  Z^^^Tn^^^^'  Ensubsti- 
tuant  la  premiere  valeur  (62)  de  lang.2A,  et  réduisant  au  même 
dénominateur  ^  on  aura 

tang. Ó A  ~       .litang-'A    * 

120.  En  faisant  B  ==  3  A,  les  Commençante  auront  une  occa- 
sion de  s'exercer,  pour  trouver,  en  suivantles  exemples  (1 1 7, 1 18), 
les  équations  suivantes  : 

sin.  4  A  =  2  cos.  A  sin.  3  A  —  sin.  2  A. 
C0S.4  A  =  2  COS.  A  COS.3  A  —  cos.  2  A- 

121.  (117),  sin. 3 A  =2  c0s.Asin.2A  — sîn.A  =  (60) 
'4  sin. A  cos.'^A  —  sin.A  =  4  sin.A  (cos.'^A  —  J).  Donc  (116) 

sin. 3 A  =  4  sin.A  sin. (60**  H- A)  sin. (60*"  —  A). 

122.  (66) cos. 2 A  ==2  cos.^A  —  i=2(cos..'*A — î).  Donc (114) 

cos.  2  A  =  2  co6..(45**  -H  A)  cos.  (45**  —  A). 

123.  (118),  cos. 3 A  =  2  COS. A  cos.2  A  —  cos. A  =  (66) 
4  cos.  A  cos.^A  —  3  COS.  A  =  4  cos.  A  (cos.'^A  —  f).  Donc  (1 15) 

COS.  3  A  =  4  cos.  A  COS.  (60*"  -f-  A)  cos.  (60"*  —  A)- 

Ceux  qui  voudront  des  expressions  de  cette  forme  pour  sin. 4  A, 
C9S.4A  I  %Cv,  les  trouveront  dains/  Twvragp  d'Suler  ^  intitidé  : 


Jutmdactio  ik/i/zô^jui  in/îocto^  iettlemeot  oeUfb 

*^qui  sont  les  plus  utiles  dans  la  pratique. 

124.  Nous  avons  réuni  par  ordre ,  dans  les  deux  petites  tables 
ffok  suivent  V  A^jfS^TiMft^  ^  éinm  et  dès  c^siriuf  49»  ^éms  miàd- 
pies  y  ((So,  66,  X17,  118,  'fi^i. 

Sin.   0  =  o. 

Sin.  A  =  sin.  A. 

Sin.  2  A  =  2  cos.A  sin.  A. 

Sîn.3 A  =5:  û  cos.A  sin*2 A-^  sin. A. 

Sin.4 A  =  a  cos.A  siji*3 A -^  sin.2 A. 

Cos*   o  =s  1. 
Gos.  A  =  cos.A. 
Cos.2A=  2COS.A  cos.A — 1. 
•Cos. 3 A  =  2  cos.A  COS. 2 A  —  cos^A. 
C0S.4 A  =  ^  cos.A  C0S.3A  —7  COS.2A. 
&c. 

'Ces  deux  séries  peuvent  se  continuer  à  volonté ,  sans  aucun 
nouveau  calcul ,  puisque  ta  loi  qui  y  règne  est  manifeste.  Tandis 
que  les  arcs  croissent  en  progression  arithmétique,  leurs  sinus  et 
cosii^ius  forment  une  série  qu'on  appelle  récurrente^  parceque* 
chaque  terme  se  compose  de  quelques  uns  des  précédents ,  modi- 
fiés par  une  loi  constante.  L'échelle  de  relation  y  ainsi  que  s'ex- 
prime Euler  d'après  Moivre,  est  2 cos.A,  et  —  1.  Poimd aveir^  par 
exemple,  la  valeur  de  sin. 3 A ,  il  faut  multiplier  le  tetme  ptécé- 
dent ,  sin.2A,  par  2  cos.A  ,  et  multiplier  par  -^  1  celui  quipré- 
cede  sin.2A,  c'est-à-dire  sin.A.^ 

125.  En  observant  la  même  loi,  mais  en  opémnt  les  muUipli- 
cations  sur  le  second  membre  des  équations  ,  aalieu  de  les  faire 
sur  le  premier,  et  remarquant  que  2  cos.  A =2:^^(1  —  sin.*A),(28), 

Dij 
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les  mêmes  séries  peuvent  se  varier  comme  il  suit  j  avec  autant  d& 
promptitude  que  de  Êicilité,  - 

Sinus  des  arcs  multiples^  exprimés  en  puissances  du  sinus  \de 

rare  simple. 

Sin.    G  =  o.' 
Sin.   A  =  sin. A. 

Sin.2  A  =  2  sin. A  v/(i  — •  sîn.'A). 
Sîn.SA  =  3  sin. A  —  4  sin.^A. 
Sin. 4 A  =  (4  sin. A  —  8  sîii.'A)  v/(i  —  sîn.*A). 
Sin.SA  =  5  sin.  A  — ^  20sin.^A  -+-  16  sin.  ^A. 
&c. 

Sinus  des  arcs  multiples ,  exprimés  en  puissances  du  cosinus 

de  l'arc  simple.  •         ' 

Sin.    0  =  0. 

Sin.   A  =  v/(i  —  cos.*A). 
Sin.  2  A  =  2  COS. A  v/(i  —  cos.*A). 
Sin.3A  =  (4  cos.'^A  —  1)  v/(i  —  cos.*A). 
Sin.4  A  =  (Scos.^A  —  4  cos.A).v/(i  —  COS. 'A). 
Sin.5A  =  (16  cos.^A  —  12  cos.*A  H-  1)  \/{i  —  cos.'^A). 
&c. 

Cosinus  des  arcs  multiples ,  exprimés  en  puissances  du  cosinus 

de  l'arc  simple. 

Cos.    G  ;=  1 . 

Cos.   A  =  COS. A*  ^ 

C0S.2A  =  2COS.'A  — 1. 

Cos. 3  A  =  4  cos.^A  —  3  cos.A. 
C0S.4A  =  8  cos.^A  —  8cos/A  •+•  1. 
Cos.5A  =  16  cos.^A  —  20  cos.^A  -+-  5cos.A. 
&c. 
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Cosinus  des  arcs  multiples ,  exprimés  en  puissances  du  sinus 

de  Vare  simple, 

C03.   0=1.. 
Cos,   A=\/(i  — sili. •A). 
Cos. 2  A  =  1 . —  2  sini^'A. 
Cos-3  A  =  (1  —  4  sin.^A)  \/(i  —  sm.*k). 
Cos4  A  =  1  —  8  sin.^A  H-  6  sin.^A. 
&c.  . 

126.  La  table  suivante  pour  les  tangentes  des  aies  multiples  esl 
facile  à  continuer  par  le  moyen  de  la  formule  (55) ,  en  procédant 
comme  nous  avons  fait  (1x9))  et  substituant  toujours  la  valeur 
trouvée  de  la  tangente  qui  précède. 

Tangentes  des  arcs  multiples,  exprimées  en  puissance^  de  la  tangente 

de  Vare  simple. 

Tang.   A=tang.A. 
Tang.2A  =  -ii^- 

Tang.îA  =  ^";!::;,-y-       ' 

&c.  "  ;     '■••/■'*' 

^27.  Par  les  tables  (i25),  il  sera  facile  à  présent  d'avoir  les 
puissances  du  sinus  et  du  cosinus  de  l'arc  simple  exprimées  en  sinus 
et  en  cosinus  de  Parc  multiple*  Par  exemple^  par  la  table  quatrième , 
ana:2  sîft;*A  =  i— còs.2Aé  Parla  jiréériiére,  4sîn.^As=r3  sîn.  A 
~sîn.3A  ;  par/la  quatrième^ v^-sîn,* A  s==coSi» 4  Â  •+•  frsîn.^A 
-—  1.  Ici  il  h\iï  substituer  k  valeur  précédente  de  sinu^A,  puisque 
le  second  mSmbre  de  ces  équations  ne  doit  contenir  que  àes  puis- 
sances -première^  ,-  et  on  aura  ^  sitii^A  tìc  cos.'  4  A  —  4  cos.  2  A 
W-  3.  En  -opérant  ainsi  \  otî  j^liis  pròinptèment  par  lé  moyen  de  la 


"So         CpA«.  i:V.  ifì^s  UMTiBs  er&iioi>KOtftÌ9mi}9t»s   i 
loi  qu'ofi  verra  tovt  à  Theijire.t  on  obdçnjt)es  tables  suivantes  ,  mie^ 
nous  donnons  jusque  la  seiptiçme  puissance /à  cause  de  leur  grand 
;usage  dans  le  calcul  intégral. 

Puissances. du  sinus  de  Varo  simplf,  ^f^prl^^Çfi  suuj^  ^y^sinus 

de  Varcmujmpl^.  ,     /  . 


Sin.'A  =sm.A.~     '  • 

3  Sin.^A  ==  1  — ^  <x)s.^A. 

4  Sin.^A  =  3  sin.  A  —  sin. 3  A. 

8  Sin.^A  =3  — ^^4  COS.  2 A  -4-  C0S.4A.. 
\6  Sîn.^A  ==10  sin. A  -r-  5  sin. 3 A  -t-  sîn.5A. 
32  Sin.^A  =  10  — r  i5  C0S.2  A  H-  6  cps.4  A  —  cos.(JA. 
64  Sin. ^A  =  35 sin. A — ai  §in. 3, A -f-  7  sin. 5  A  — •  sin, 7  A. 
&c.  - 

Puissances  du  cosinus  de  Fare  simple^  exprimées  en  cosinus  de 

Vcirc  multiple. 

fc         Cos.*A  =  cos.A. 

2  Cos.^A  =  1  H-  C0S.2  A.' 
4  Cos.^A  =  3  cos.A  -H  COS.3A.' 
8  Cos.^A  =  3  H-  4  C0S.2A  H-  C0S.4 A.' 
16  Cos.^A  =  10  cos.A  -+-  5  COS.3A  h-  eos.5A,v 
32  Cos.^A  =  10  -H  i5  COS.2A  H-  6  C0S.4A  -f-  cos.(?A<, 
64  Cos. 'A  =  35  COS.  A -H  21  COS.  3  A  H- 7  COS.  5  Ah- COS.  7  A*' 
•  .&c        '  "     '■ 

I4 loi  dexes  s^iiçs  ^t  évidezi^.  Lesçpeffîcieqts.d^LasIeaecoB^ 
m^C^ml^'e ,.  en  çx^nj^e^çant  du  d^rniç;-  teripe^.sqntles^in^estq\(ç 
•çeipc.des  puis$apoas4u  binarne;  avec, ^fi^tj)) sepie  diâfé/^nc^  qu^e 
les  nombres  isolés  ne  sont  que  la  moitié  de  ceui^  qm^  donne  lu 
binôme.  Par  exeipple ,  les  coefficients  de  la  sixie£na«p^i$^9ilce  d|i 
binôme  sont  1.,  ^,  iS.vMi  et  dgns  Téquatios^  de  ^a^ços^/^A^pQ;4l 
COS.  6 A  X  11  cos*4A  X  ^i/CQs*  ^A  X  i5,et  iftr=  f-  t- 
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ïlmÈ  né  constniirons  pas  la  table  des  puissances  de$  ku)^e;itesv 
qui  èst  plus  compliquée ,  et  dont  nous  n'avons  vu  jusqu'à  présent 
aucun  usage; 

128.  Nous  avons  rassemble  en  deux  tablfes  î  et  lï,  rejettées  à* 
là  fin  de  cet  ouvrage ,  les  formules  que  nous  jug/eons  les  plus.utilt^s  ; 
énsorte  que  les  Lecteurs  pourrontJes  avoir  sous  les  yeux ,  et  qu'elles 
formeront  une  espece  de  répertoire  pour  les  Savants.  Nous  avons 
substitué  dans  la  table  I  la  lettre  A  à  là  lettre  B  pour  celles  des 
formules  qui,  dans  le  texte  même  de  l'ouvrage, ne  contiennent 
que  cette  lettre  B.  Nous  avertissons  au  surplus  les  Commençants,, 
que  rien  n'est  plus  facile,  que  de  multiplier  à  Tiiifini  les  formules 
trigonométriques ,  et  que  nous  en  avons  supprimé  un  grand  nom- 
bre comme  inutiles ,  en  comparaison  de  celles  que  nous  avons 
données  dans  les  deux  tables  qui  contiennent,  à  ce;  qu'il  nous 
semble,  la  collection  des  formules  de  ce  genre  là  plus  compiette 
qui  ait  encore  paru. 

Si  B  >  A,  il  est  clair  qu'il  n'en  résulte  aucun  changement  dans 
les  signes  du  second  membre  de  là  formule  (11.4*);  (IL  4') 
signifie  Table  II  ,  formule  4^  J'ai  demo  mis  cos.(A  00  B) 
au  lieu  de  cosw(  A — B)  dans  cetre  formule  :  on  trouvera  le: 
même  signe  d/) ,  et  par  une  raison  semblable  ,  dans  les  formule» 
(II.  7%  ii',.&c.)>et  dans  les  formules  (I.  29%3o*).  Je  démon- 
trerai d'une  autre  maniere  (i54),  que  le  cosinus  d'un  arc  négatif 
moindre  que  de  90°  est  toujours  positif. 

Ayant  donné  les  valeurs  de  sin. A,  cos^Av^et  de  sin.  (Ah-B)^ 
oos.(A  -H^)  ,  &c.  nous  avoiis  Cm  inutile  de  dresser  d'autres 
tables  pour  les  valeurs  de  sin.  rA ,  sin.  2 A ,  cos.  {  A ,  sin.  i  ( A  -+*  B)  ^ 
&c.  Il  sera  facile  de  les  avoir  au  besoin,  en  opérant  comoxe 
BCAiS' l'avons  déjà  fait  plus  d'une  fois  :  il  ne  sagit  que  de  mettre  , 
au  lieu  de  A  ou  de  B^.  tel  n^ultiple  ou.  sou&^mulëple  que  Fon 
iroudira  de  A  ou  de  B. 

Botìr  avoir  la  valeur  d'une  cotangente^  <m  reni^erserâ  les  formiiites 
de  à»  tangente ,  en  stib$cituanl  le  Aunsérâteur  au-déiKyrnmateiu- , 


> 
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et  v/tó  vend.  Par  exemple,  (  I.  38*)  ;  coi.A  =  ^^^-^^-^H-^^, 

On  en  fera  de  même  des  formules  du  cosinus  pour  avoir  la  sécante, 
et  de  celles  du  sinus  pour  avoir  la  cosecante.  Tout  cela  est  une' 
conséquence  évidente  des  analogies  (22,  aS,  24). 

D  est  à  propos  d'apprendre  et  de  retenir  les  formules  (L  1%  3% 
16%  18%  22*,  3i*,  32*)  dont  on  fait  un  usage  continuel.  ATavenir 
nous  épargnerons  davantage  les  renvois ,  parceque  le  lecteur  pourra 
recourir  aux  tables,  quand  il  voudra  vérifier  les  formules  que  nous 
emploierons  et  qu'il  ne  se  sera  pas  rappellées. 


C  H  A  P  I  T  R  E    V. 

Expressions  des  arcs  en  parties  du  rayon,  et  des  lignes 
trigonométncjues  par  les  puissances  des  arcs. 

129.  JLja  ligne  droite  et  Tare  de  cercle  semblent  hétérogènes/ 
Jusqu'à  présent,  et  probablement  il  en  sera  long- temps  de  même, 
on  a  inutilement  cherché  une  mesure  rigoureuse  qui  leur  fût  com- 
mune. Si  l'on  suppose  qne  la  circonférence  d'un  cercle  se  redresse 
et  s'étende  en  forme  de  ligne  droite ,  et  qu'on  demande  combien 
de  fois  cette  ligne  contient  le  diamètre  ,  on  ne  peut  répondre  à 
celte  question  que  par  approximation.  Mais  comme  cette  approxi- 
mation peut  se  pousser  à  l'infini,  il  en  résulte  que  ce  qy'il  y  a  de 
défectueux  dans  la  solution  du  problême  rend  bien  les  opérations 
plus  compliquées  et  plus  longues  ,  mais  non  pas  trompeuses  ni' 
erronées.  On  parvient  à  cette  solution  approchée,  par  des  moyens 
ingénieux ,  tirés  des  rapports  des  lignes  trîgonométriques,  au  calcul 
desquelles  cette  recherche  est  réciproquement  très  utile.  En  y  pro-' 
cédant,  nous  nous  servirons  à  dessein  du  calcul  différentiel  et 
intégral ,  pour  doimer  à  ceux  de  nos  lecteurs  qui  ne  connoissent» 

pas 
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pascè  calcul,  une  idée  de  la  plus  belle  inveatìon  qui  ait  été  faite 
en  Mathématiques,  Les  premiers  éléments  de  ce  calcul  ne  contien- 
nent aucune  difficulté,  et  sont  d'un  merveilleux  secours  dans  bien 
des  cas,  comme  nous  le  verrons  dans  le  cours  de  cet  ouvrage. 

i3o.  Les  grandeurs  constantes  sont  celles  qui  restent  toujours 
les  mêmes ,  tandis  que  les  variable^  changent.  Dans  le  cercle ,  par 
exemple ,  tandis  que  les  lignes  trîgojiométriques  changent  de  gran- 
deur à  mesure  que  Tare  varie ,  le  rayon  demeure  constant.  Nous 
indiquerons ,  selon  l'usage ,  les  grandeurs  variables  par  les  dernières 
lettres  de  l'alphabet  z^y,  Xj  &c.  ;  et  les  constantes  ou  invaiia- 
bles^  parles  premières  a^b,  c^  &:c.  Cela  posé,  si  dans  cette  équa- 
tion, a:  =  ajj  on  suppose  que  a:  augmenté  d'une  quantité  8^a:, 
(j'entends  par  3^a:  la  variation  ,  la  différence,  ou  la  différentielle 
de  la  grandeur  a:),  il  faudra  aussi  que/  augmente  d'une  quantité 
^y ,  telle  qu'il  est  nécessaire  qu'elle  soit  pour  que  l'équation  sub- 
siste. On  aura  donc  x  -H  ^x  =  a  ( j  -+-  ^y)  :=:  ay-h-  ci^y* 
En  supprimant  les  quantités  égales  x  et  ay  ^  il  reste  ^x  =  a^y. 

Soito:  =  ^,  a  =  2,j=3,et  soit  ^x  =  4.  On  aura  ^y  = 
^  =  î  =  2.  En  effet ,  quand  a:=6-H4  =  io,il  faut  que 
J'  =  3  -4-2  =5 ,  puisque  la  constante  a=  2  ne  doit  pas  changer. 

'i3i.  L'opération  que  nous  venons  de  faire  s'appelle  différent 
lier,  prendre  les  différences  ou  les  différentielles.  En  effet,  l'équa- 
tion primitive  x  =1  ay  est  disparue ,  et  la  nouvelle  3^a:  =  a  "^y 
contient  seulement  les  variations  des  termes  de  la  premiere. 

Si  l'on  avoit  plus  de  deux  variables ,  comme  dans  l'équation 
hx  H-  mz  :=z  a  —  any  -f-  c,  en  faisant  varier  les  vaiiables  ,  et 
procédant  absolument  comme  on  a  fait  (i3o),  on  aura  b  (a:H-  ^yjc) 
-f- m  (z  -f-  â^z)  =  f/  -4-  3^i/  —  a/î  (/H-  8^j)  -+-  c.  En  effectuant 
les  raiiltiplications ,  et  supprimant  róqualion  primitive  ,  il  restera 
h  \x  -4-  m\z  ==  %^u  —  an^y.  La  constante  isolée  c  disparoît  en- 
riérement^  parceque  la  différentielle  ou  variation  d'une  quantité^ 

constante  est  évidemment  o. 

•  -  ■    ^ 

E 
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On  abrège  ces  opérations  par  la  règle  suivante  ;  déduite  de 
leurs  résultats.  Pour  différentier  une  équation  ^  il  faut,  au  lieu  de 
chaque  variable j  (ou  du  proauît  (i34,  r35)  de  plusieurs  varia- 
bles) ,  écrire  sa  différentielle  multipliée  par  tous  les  facteurs  cons- 
tants de  la  variable  ^  et  supprimer  les  constantes  isolées. 

Par  exemple  ^  dans  Téquation  ci -dessus ,  5a:  -t-  mz  =  w  — 
anj -+•  c,  écrivez  8jX  X  *i  aulieudeix;8^z  X  maulîeude  mz; 
3^1/  X  1  au  lieu  de  w;  —  8^  X  (tnzu.  lieu  de  —  any  ;  et  sup 
primez  c  :  vous  aurez  immédiatement ,  et  sans  passer  par  les  opé- 
rations intermédiaires  ,   Téquatîon  difFérentîelle  cherchée  b  ^x 

i32.  L'objet  de  la  différentiatïon  est  de  découvrir  les  rapports 
entre  les  changements  des  grandeurs  variables.   Par  exemple  , 

l'équation  ^x  =  a  ^y  donne  ^  =  a  ;  mais  la  primitive  x  =  a  y 

donne  aussi J  =  a  ;  donc  lorsque  le  rapport  (9)  entre  deux  va-- 

riables  est  constant,  leurs  variations  ,  quelque  grandes  qu'elles 
soient ,  conservent  le  même  rapport. 

i33.  Soit  à  présent  xy  =  b.  Dans  ce  cas ,  puisque  le  produit 
des  deux  variables  doit  toujours  être  égal  à  la  constante  è ,  quelle 
que  soit  la  grandeur  de  leurs  variations  ,  il  est  clair  que  si  l'une 
croît,  l'autre  doit  diminuer.  Cependant  on  donne  toujours  aux 
difFérentielles  les  signes  de  leurs  variables  ;  ce  sont  les  résultats  du 
calcul  qui  indiquent  si  les  variations  se  font  en  sens  contraire.  On 
aura  donc  ( a:  -h  8\^  )  ( j  -H  ^y)  =  6  ;  ou  xy  -^-yÎ^x  H-  ^y 
{x  -H  ^x)  =  6  ;  et ,  en  supprimant  les  quantités  égales,  j  S^x-hS^j^ 
(a:  -ï-  %^x)  =  o.  On  voit  que  ce  résultat  démontre  que  l'une  des 
deux  variations  est  négative, puisque  les  termes  du  premier  membre 
de  l'équation  se  détruisent  réciproquement. 

Supposons  maintenant  que  ^x  ,  ^y  ,  ^z ,  &c.  ,  sont  des 
quantités  infiniment  petites ,  des  fractions  aussi  voisines  de  zéro 
qu'il  est  possible  de  l'imaginer.  La  grandeur  infinie,  soit  infiniment 
grande  ,  soit  infiniment  petite ,  est  celle  dont  on  ne  peut  assigner 
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la  valeur  en  nombres ,  parcequ'aucun  nombre  n'est  assez  grand 
ou  assez  petit.  Toute  quantité  qui  se  peut  exprimer  par  des  nom- 
bres est  donc  une  quantité  finie  j  puisqu'elle  a  une^  valeur  finie  » 
laquelle  peut  s'exprimer  par  des  chiffres  qui  ont  un  terme,  et  dont 
le  nombre  est  déterminé,  et  ne  s'étend  pas  à  l'infini. 

Cela  posé,  nous  pouvons ,  dans  la  dernière  équation,  écrire  x 
au  lieu  de  (a:  -f-  "^x)  ;  car  la  difFétence  entre  ces  deux  expressions 
étant  infiniment  petite ,  Terreur  qui  résultera  de  cette  substitution 
dans  le  produit  par  ^y^  sera  infiniment  petite,  en  comparaison  de 
^y  ;  c'est-à-dire  que  ^  y  sera  un  infiniment  grand  en  comparaison 
de  Terreur  commise,  qui  ne  sera  qu'une  partie  infiniment  petite 
d'un  infiniment  petit ,  comme  on  pourra  s'en  faire  une  idée  par  les 
exemples  numériques  que  nous  en  donnerons  tout-à-Theure.  Nous 
ferons  voir  dans  la  suite  (  i38 ,  i5i  ) ,  que  cette  erreur  apparente 
ne  nuit  en  aucune  maniere  à  l'exactitude  mathématique  du  calcul. 

La  dernière  équation  devient  donc  y^x  H-  x  ^y  ==  o.  La 
quantité  négligée  est  ^x  3^^  ;  c'est  ce  qu'on  appelle  un  infiniment 
f  eût  du  second  ordre  ^  tels  que  seroient  les  quarrés  (8^x)*,  (8^/)% 

Pour  faire  concevoir  que  Tînfiniment  petit  du  second  ordre  peut 
se  négliger  sans  erreur  ^  quand  on  cherche  le  rapport  entre  des  infi- 
niment petits  du  premier  ordre  ,  tels  que  ^x ,  ^y^  &c.  ;soit  ^x  = 

^— -—  et  8k  y  = — - —  ;  on  aura  ^x  %y  = — — 1-.    On  voit 

loooooo    *M./     loooooo  '  ^î  ^y»^     .   lOOOOOOOOOOOO 

quelle  est  Textrême  petitesse  de  la  dernière  fraction  ,  en  compa- 
raison de  Tune  ou  de  l'autre  dés  précédentes.  Qu'on  imagine,  donc, 
i'il  est  possible ,  quelle  seroit  cette  disproportion ,  si  dans  les  va- 
leurs que  nous  venons  de  donner  à  ^x  et  à  ^y  ,  le  nombre  des 
zéros  étoit  infini  pour  chacun  des  dénominateurs  ;  ce  qui  est  né- 
cessaire pour  que  8^0:  et  ^y  aient  une  valeur  infiniment  petite , 
comme  on  Ta  supposé.  On  reconnoitra  de  même  qu'un  infiniment 
petit  du  second  ordre  est  infiniment  grand  respectivement  à  un 
ip£qvmept  petit  du  ^oisie^e  ordre ,  et  ainsi  de  suite. 
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i34.  En  reprenant  Téquation  j  ^x  -h  a:  ^y  =  o,  f  observe 
que  le  premier  membre  contient  la  variation  de  xf^  (i33),  et  le 
second  celle  de  ô ,  (  1 3 1  ).  Donc  pour  différenùer  le  produit  de  plu- 
sieurs variables^  on  doit  prendre  la  différentielle  de  chacune  d'elles 
séparément  y  en  considérant  les  autres  variables  comme  des  facteurs 
constants  {i3i)^  et  écrire,  au  lieu  du  produit,  la  somme  de  ces 
différentielles. 

En  efFet,pour  diflfércntîer  xy^  si  on  prend  la  différentielle  de  x, 
en  regardant^  comme  constante, on  auraj8^a:,(i3i);etsi  on  prend 
la  différentielle  dé^,  en  regardant  x  comme  constante*,  on. a 
x^y.hdi  somme  de  ces  deux  différentielles,  /  "^x  -H  x  ^y^  est 
précisément  celle  que  nous  avons  déjà  trouvée. 

Si  on  avoît  xy z  =  c  ^  mu,  les  différentielles  du  premier 
membre  seroient  xy^z  -4-  xzd\y  -4-jzâ^x,  et  celle  du  second 
membre  ,  m^^î/  ;  ce  qui  se  trouvera  également ,  si  Ton  fait  Tôpé- 
ration  en  détail ,  par  les  méthodes  que  Ton  a  vues  ,  en  écrivant 
(x  -t-  d\^)  (j-t-  âjj)  (2-+-  8\2;)=  c  -4-  m  (ii  H-  d\u).  Car  cette 
équation  est  la  même  que  celle-ci;  xyz  '^  xy^z  -H  J^i-i?  X 
(z^-  ^z)  -4- 3^7  (a: -4- â^o:)  (z  -H  8^z)  =c  -^mu  H-  m%^u.  En 
retranchant Téquation  primitive  xyz  =  c  -h  mu^  et  mettant  x 
au  lieu  de  x  -4-  ^x  ,et  z  au  lieu  de  z  H-  â^z ,  comme  nous-avons  fait 
(i33) ,  il  restera  xy^z  *^yz^x  -f-  xz^^  =  m^u. 

i35.  La  règle  donnée  (i34)  sert  ausasi  à  différentier  les  puis- 
sances des  variablçs.  Si  Ton  veut ,  par  exemple ,.  différentier  :r* .; 
en  considérant  celte  quantité  sous  cette  forme  y  xxj  et  traitant  ce 
produit  comme  s'il  étoit  composé  de  deux  variables  différentes  ^ 
les  différentielles  seront  x  8^0:  H-  x  ^x^  ou  2  x^x.  On  trouvera  de 
même  que  les  différentielles  dex^  se  réduisent  à  Sx*  8|X,  et  qu'e/i 

général  la  différentielle  de  x"*  estmx^  ""  *  ^x,  ou  que  ^{xT),  = 

m —  I    çi 

mx         o\X. 

1 36.  D'après  cela  il  est  facile  de  différentier  les  expressions  affec- 
tées du  signe  radical ,  en  les  écrivant  comme  des  quaiitités  élevées^ 
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aux  puissances  friactÎDhnairès  correspondantes.  Étant  donnè,par  ex- 
emple ,  \/(  a  -+-  bx) ,  qu'on  écrive  (a  -H  bx) ^  ;  et  comparant  cette 
expression  à  l'expression  générale  a:'*,  on  aura  m  =  5,  etaH-èx 
au  lieu  de  x  ;  donc  mx'^  "^  *  'deviendra  î(a-4-Z^a:)^""*=5 
(a  -H  3  j: )  "" '^.  II  reste'  à  multiplier  cette  expression  par  B^o:, (i35), 
c'est-à-dii'e,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  par'  â^(a  -f-  bx)  =  b^x^  (  1 3 1  )  ; 

doncdsv/(a^bx)==.^^b^x{a-^bx)'^"=^^^^^^ 

îSy.  La  même  expression  générale  (i35)  donne  le  moyen  de 
diflércnlier  les  variables  qui  se  présentent  sous  la  forme  de  frac* 

lion.  Si  on  avoît  -^=  a^  il  séroit  plus  court  et  plus  simple  de 

ne  difFérentier  l'équation  qu'après  l'avoir  convertie  en  celle-ci, 
x:==ay:^  (i3o).  Mais  dans  l^és  équations  coijiposées  de  plusieurs 
termes ,  cette  opération,  n^est  pas  toujours  commode  à  pratiquer. 

En  pareil  cas  ,  au  lieu  de  -^  ,  on  écrit  l'équivalent ,  xy^  *.   Les 

différentielles  de  ce  produit  sont  (a 84 )  ^x^(y'^  * ) H- j""  *  ^x  = 

^  ^'(x^  0  •+•  ^'  Or, ^ron  cohipafe l'expression  ^(l^^^  avec 

Texpression  générale  de  la  dîterenfîelle  de  x'^y  oî;l  ii.m  =  —  1  , 
m  —  I  =  —  ^  r  y  au  lîcu  de  X ,  et  d)y  au  lieu  de  ^x.  Donc 

i^^doiMJ  enfili  8,:i.d=.âî_;lM  =  iM^£8!Z.  D'oùilsuit 

que  pOur^dÎj^éreM  frcùcàbh  éotnposée  de  variables  ,  il  faut 

ynultiplier  le  dénotnindtéùf  piar  les  différentielles  du  numérateur , 
soustraire  de  ce  produit  les  différentielles  'du  dénominateur  mul- 
tipUéesrpar  le  numérateur ,  'ec  diviser  le  reste  par  le  quarré  du 
'dénotfiînaieùr.   '"  ■  *    . 

^*'  Déîiioïrlrons  Pekàctitûde  dé  cette  opération ,  en  la  comparant 
avec  celle  que  l'on  a  vue  (i3o).  Dans  cette  dernière  ,  l'équation 
x=zay  a  donné,  pour  les  différentielles,  3^a;  =  û  3^;  mais  tout- 

à^l'heure  la  xaême  éqaâiion  exprîmée  soii$  cette  loïm^-i  ^  *=  a  » 
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nous  a  donné  >^^*— ^V  —  o,  (o  étant  .<  ii3i)  la  difFéientielk 

de  a);  il  Êiut  prouver  que  les  deux  équations  difFérentîelles  sont 
les  mêmes  sous  des  formes  différentes.  Or,  si  Ton  multiplie  la  der- 
nière par  j*,  on  amay^x  —  x  ^y  =  o  X  J*  =?  o  ;  et  par  consé- 
quent/S^o:  ==  a:  8^/,  et8\^==jX   8\  J  ;   mais  par  l'équation 

primitive,^  =  a  ;  donc  -  X  8\/  =  ^8\/»  ^^^^  la  seconde  èqua- 
tion  difFérentielle  se  réduit  à  la  premiere  8^x  =  a  8^/.' 

La  règle  que  nous  venons  de  donner  mene  donc  à  un  résultat 
rigoureux  dans  le  cas  cité ,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  grandeur 
des  variations.  Mais  on  doit  observer  qu'il  n'en  sera  pas  de  même 
.pour  les  variations  finies  toutes  les  fois  que  l'équation  à  dîfféren- 
tier  contiendra  explicitement  ou  implicitement  quelque  produit  de 
plusieurs  variables  prises  avec  des  exposants  positifs.  Par  exem- 

jple  *  =  X  contient  implicitement  le  produit  j^o:^  et  dès-lors  sous 

quelque  formé  que  Ton  mette  l'équation  pour  la  différentier ,  la 
quantité  8^/8^^  sera  toujours  négligée,  (i33). 

Tels  sont  les  éléments  du  calcul  différentiel  ;  nous  lés  avons 
exposés  avec  plus  d'étendue  qu'on  ^'a  coutume  de  le  faire ,  pour 
en  faciliter  l'intelligence  aux  Commençants.  Avec  ces  règles  on 
peut  différentier  toute  expression  algébrique.  Mais  Y  intégration  ne 
s'étend  pas  de  même  à  toutes  sortes  d'expressions.  Quoique  pour 
intégrer ,  les  règles  se  réduisent ,  pour  ainsi  dire ,  à  une  seule  ^ 
l'exécution  en  est  ordinairement  difficile,  e.t  souvent  imposs^^e. 

\  38*  V intégration  est  l'opération  inverse  de  la  différentiation. 
Étant  donné  des  quantités  variables  ,  on  trouve  ;,  en  différentiant^ 
les  rapports  entre  leurs  changements  ;  au  contraire ,  eni];Ltégrant9 
on»a  pour  but  de  remonter  de  ces  changements  à  la  conno^sance 
des  grandeurs  variables  auxquelles  ils  appartiennent.  Si, donc  la 
différentielle  de  x  est  ^x^  l'intégrale  de  ^x  est  x\  et  si  la  diffé- 
rentielle de  x"^  est  ma: '~"Vâ^x,(i  35),  l'intégrale  de  ma;'"''  '  ^x 
est  x"".  D'où  se  tire  la  règle  suivante  ppuiintégiîfir  celte  espece  de 
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îiîffërenlîelles.  Augmentez  d'une  unité  t  exposant  de  la  variable,  et 
divisez  par  le  produit  de  V exposant  ainsi  augmenté  et  de  la  diffé- 
rentielle. Dans  Texpression  mx  ^  ""  *  ^x ,  Texposant  m  —  i ,  accru 

d'une  unités  devient  m.  On  a  donc  nvxT  ^x  ;  et  en  divisant  par 
m^Xy  conformément  à  la  seconde  partie  de  la  regle\  l'intégration 

est  compiette ,  et  donne  oT. 

De  plus,  si  la  différentielle  est  rnultipliée  ou  dimée  pa/'  quel" 
ques  œnstantes,  on  œnservera,  en  intégrant,  les  constantes  dans 
leur  place.  Car  il  est  clair  que  si  la  différentielle  de  ay  est  aò\y  $ 
(i3i),  l'intégrale  de  a^y  doit  être  ay. 

En  différentiant  un  produit  quelconque  de  variables ,  par  exem- 
ple ,  xy^  nous  avons  négligé,  (i33),  Tinfiniment  petit  du  second 
ordre  S^o:  8^^.  Or  si^en  intégrant ,  nous  omettons  aussi  les  inlinî- 
ments  petits  de  même  ordre  ,  Terreur  commise  dans  la  différen- 
tiation  sera  compensée  dans  l'intégration.  Donc  si  nous  assignons 
xy  pour  Vintégcale  de  y  ^x -+- X  ^y  ^  quoique  cette  expression 
différentielle  ne  soit  pas  compiette ,  et  qu'il  y  manque  le  terme 
d\X^y  \,  il  est  évideht  que  l'intégration  sera  très  exacte. 

Ce  que  nous  avons  dit  du  calcul  intégral  suiEt  pour  l'intelligence 
de  ce  traité.  Nous  ajouterons  seulement ,  pour  donner  au  lecteur 
quelque  idée  de  la  nature  de  ce  calcul ,  qu'il  seroit  eiî  général 
facile  d'intégrer,  si  les  opérations  du  calcul  ne  présentoient  presque 
toujours  des  différentielles  încomplettes  ou  enveloppées  dans  des 
expressions  embarrassantes.  Il  est  impossible ,  par  exemple ,  d'in- 
tégrer j^  ^x^  parce  qu'il  n'existe  aucune  quantité  algébrique  dont 
la  différentiation  puisse  donner  pour  seul  résultat  yd\X.  En  un 
mot,  quelle  que  soit  l'expression  différentielle  qu'on  veut  intégrer, 
il  faut  en  trouver  une  qui  ne  soit  point  affectée  de  différentielles  , 
et  qui  soit  telle  qu'en  la  différentiant  elle  produise  exactement  la 
différentielle  proposée  ;  ce  sera  l'intégrale  cherchée.  Telle  est  la 
principale  règle  ,  et  c'est  en  cela  que  consiste  tout  Part  du  calcul 
intégral  ;  mais  hoc  opus  ,  hic  labor  est. 
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iSp;  Les  expressions  employées*  jusqu'ici  étant  dç-la  phij? 
grande  généraKté ,  il  s'ensuit  que  toutes  les  règles  du  calcul  difFé- 
rentiel  et  intégral  doivent  pouvoir  s'appliquer  aux  lignes  trîgono- 
métriques.  Voyons  d'abord  comment  la  valeur  de  leurs  différen- 
tielles finies.,  de  quelque  grandeur  qu'elles,  soient,  se  déduit  très 
rigoureusement ,  de  quelques  formules  de  la  table  II ,  qui ,  je  croîs  ^ 
n'ont  pas  encore  été  employées  de  cette  maniere ,  et  qui,  par 
ces  transformadons ,  deviennent  de  la  plus  grande,  utilité. 

Puisque  réquation(II.  22*),sin,A--^sin*B  =  2sin,;(A  —  B)  X 
COS.  5  (A  -H  B)  suppose  A  >B  ,  on  pourra  désigner  par  S^B  ,  à  la 
maniere  du  calcul  différentiel ,  Pacdrobsement  qu'il  seroît  néces- 
saire de  donner  à  l'angle  B  pour  qu'il  devînt  égal  à  l'angle  A  ;  et 
de  même  par  ^  sin.B  ,  la  différence  à  ajouter  à  sin.B«  pour  qu'il 
fòt  égal  à  sin. A.  On  aura  donc  A  =  B  H-  8jB,et  sin. A  =:  sin.B  -f- 
d^sin.B.  En  substituant  ces  valeurs ,  l'équation  devient 
8^  sin.B  =  2  sin.  \  8^B  cos.(B  -H^  8^B). 

En  opéra^it  d'une  maniere  analogue  sur  les  équations  (H.  23% 
^4*,  25*),  et  se  rappellant  que  lorsqu'un  arcB  augmente,  son 
cosinus  et  sa  cotangente  diminuent  (33),  on.  aura  les  trois  équa- 
tions suivantes: 

—  a^cos.B  =  2  sin.  i  8^B  sin.(B  +  \  â^B). 

^  tang.B  =  ,03.Bcôs!(B+ô^B)- 
—  "os  cot.B  =  ^.^3  ^^;^3 ^  ^3^. 

Observons  que  les  quatre  équations. que  nous  venons  de  donner 

sont  de  la  plus  rigoureuse  vérité  ,  quelle  que  soit  la  grandeur  de 

8^B,  puisque  nous  n'avons  négligé  aucune  quantité  en  les  conapo-.. 

sant ,  et  qu'elles  ne  sont  autre  chose  que  les  quatre  formules  (II. 

22*  à  25*),  présentées  sous  urie  autre  fonhe.  On  pourra  comparer 

ces  équations  avec  celles  données  par  Euler ,  (  CalcuU  dijfcr:  Pars 

pnor,  2 1  ) ,  dans  lesquelles  il  exprime  les  différences  finies  des 

sinus  et  des  cosinus ,  par  des  séries  infinies  des  puissances  da  la 

variation  de  l'arc  ■  I 

•  Quant 
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.  Quant  aux  difFérentiellcs  des  sécantes  et  des  cosécanles ,  on  les 
iTQuyera  (703  ,712);  jusquesJà  elles  nous  sont  .inutiles. 

140.  En  reprenant  la  premiere  de  ces  quatre  équations  ,  si  on 
développe  (53)  l'expression  cos.(B  H-îS^B)  ,  on  aura  S^sin.B  = 
a  sin.  ^  ^B  (cos.B  cos.  Ì  8^B  —  sin.B  sin.  i  8^B)  =  2  sin.  i  à^B  cos.B 
cos.^^B  —  2sin.*  J8^B  sin.B  =^  (L  6-,  22*)  sin.S^B  cos.B  ^ 
sîn.B(i  —  cos.â^B). 

Supposons  à  présent  que  ^B  soit  un  arc  infiniment  petit,  c'est^ 
à-dire  l'arc  le  plus  voisin  de  zéro  qu'il  soit  possible  (i33);  il 
est  facile  alors  de  comprendre,  en  imaginant ,  si  Ton  veut,  un  arc 
infiniment  petit ,  sur  la  figure  1 ,  que  le  sinus  de  cet  aie  infini-* 
ment  petit  sera  aussi  près  qu'il  est  posisible  ,  de  se  confi3ndre 
avec  Tare  même  ;  et  que  le  cosinus  de  cet  arc  sera  de  même  infi- 
niment près  de  se  confondre  avec  le  rayon.  Employons  donc  8^B 
au  Keu  de  sîn.^^B ,  et  R  ou  i  au  lieu  de  cos.^^B  ;  (nous  verrons 
bientôt  (i52,*i54)  que  les  quantités  négligées  par  cette  sup- 
position ,  ne  sont  que  des  infiniments  petits  du  second  ordre  ou 
du  troisième  ^  &c.)  ;  l'équation  Sf^sin.B  =  sin.S^B  cos.B  •— 
sin.B  (i  —  cos*B)  deviendra 

B^sin.B  =  8^B  cos.B. 

Avec  les  mêmes  substitutions ,  la  seconde  des  quatre  équations 
ci-dessus  —  8^ cos.B  =  2  sin.  îS^B  sin.(B  H-  ^  ^B)  devient 
— .8^cos.B=8^B  sin.B. 

Enfin  si  l'on  écrit  les  deux  suivantes  au  lieu  de  la  troisième  et 
de  la  quatrième , 


—  8^cot.B 


_    »^B 


sinM 


en  aura  les  différentielles  infinitésimales  des  sinus ,  cosinus  ,  lan- 
gdittes  fet  cotan^riltes ,  telles  que  les  auteurs  le^ont  données  jusqu'à 
présent. 

Pour  démontrer  immédiatement  que  dans  ces  deux  dernières 
formules  nous  n'avons  néglige  que  les  infiniments  petits  (i33)  du 

F 
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second  ordre,  du  troisième  ordre,  &c-,  développons  les  Ibnnnies- 

primitives  de  la  maniere  suivante  :  8>tang.B  f=  .^.b  .t'^u  V  S,B)  = 

cos.B  (C05.B  cos.a^B  ^  sin.B  sia.BtB)  ""^  tot/B  •«  8^B  sin^  cos.B  ^   ^^   «ISanC   ^ 

comme  tout-à-rheure,  sin.S^B  :=::  S^B  ^  et  €os.8yB  =  i.  Actuelle* 
Aent  qu'on  e^sécaite  ^  selon  les  i^les  de  Falgebre ,  ht  division  ii>- 
diquée  par  la  dernière  fraction  ;  on  trouvera  qu^à  r^xceptioà  du. 
premier  terme  —^  ^  tous  les  terinea  du  quotient  renfenuenl  les 

puissances  (3^8)*,.  ou  O^B)^,  Sx.  il  en  est  de  même  de  la  formule 
de  la  cotangente* 

.  141..  Les  diflërentielles  infinitésimales  trouvées  Jusqu^è  présent 
pour  les  Bgnçs  trigonométriques  ^  concourent  à  prouver  une  reg^e* 
qui  est  delà  plus  grande  utilité  en  Mathématiques.  Lorsque  B= a,. 
cos.B  est  le  plus  grand  possible  {41);  alors  sin^B  =  o ,  (42),  et 
lasecondç  formule  (14.0)  donne  —  â^iCos.B  =  8jB  x  0=  0* 
De  même  sin^  est  le  plus  grand  possible ,  quand  B  =  jja®  ;  et 
alors  COS.B  =  o,  (4^)7  et  la  premiere  formule  Ci4<^)'  domie- 
^sin.B  ==  8^B  X  o  =0.  D^)ù  il  suit  qu'une  variation. infiniment 
petite  de  Tare  ne  produit  aucun  changement  dans  le  sinus  ou  dans; 
lie  cosinus,  lorsque  ce  sinus  ou  ce  cosinus  sont  à  leur  maximum. 

Ces  résultats  sont  conformes  à  la  règle  suivante  :  Quand  la  i^a^ 
leur  finie'  d'une  quantité  est  la  plus  grande  possible^  la  différent 
delle  de  cette  cpmntité  est  zéro.. 

Soit  proposé,  par  exemple ,.  de  partager  une  quantité  donnée  a 
en  deux  parties,  telles  que  leur  produit  soit  le  plus  grand  possible. 
Appellant  x  Tune  des  deux  parties ,  l'autre  sera  a  —  x ,  et  le 
produit  ax  —  xx.  Dans  le  cas  du  m^mmu/72 ,.  c'est-à-dire  de 
k  plus  grande  valeuz  de  ce  produit ,  on  a ,  par  k  règle  précédente  y, 
%^iax  —  xxy  =i  o^  ott  a%^x  =  ax8y^  y  et  par  conséquent 
x=  î  a.  Les  deux  parties  doivent  donc  être  égales ,  pour  que  leur 
lectangk  soit  le  plus  grand  po6sH>le..  Ou  voât  combiea  la  rtgle 
donnée  est  prompte  et  avantageuse. 


1 42«  Passeras  aux  dilTéreti  tieUes  des  puissances  secondes. 

SirL^A— s:n.^B=cos.'B,— cos•"A=si^.(A— B)8Ìn.(A-4-B). 
Donc  9  d'après  les  remarques  et  par  las  substitudons  indiquées 
(a39)^  on  au»  /.  ^   ^ 

8j(sin.*B)  =rs  —  8j(cos.*B)  =:  sin.^^B  afa.(aB  -♦-  S^B).' 

En  procédant  de  même,  les  équations  (IL  28%  29*)  fournissent 
les  deux  suivantes  : 

8i(tang.  B)  ;=  ____-p^. 

sin.S^B  siiiÇaB  H-  B^B) 


—  8^(cot.  B)  ==  ^?b«inAV.^8,b)  ^ 

Ces  formules  sont  aussi  rigoureuses  que  les  formules  des  pre- 
mières puissances ,  pour  quelque  différence  finie  que  ce  soit.  Ré- 
duison^les  à  celles  qu^on  donne  ordinairement  pour  les  différences 
infiniment  petites. 

143.  8^(sin.^B)  =  sîn.g^B sin.2(B  -f-  1 8^B)  ==  (I.  6*) 2  sîn.^jB 
BÎn.(B  -H  i^B)cos.(B  H-  ;8^B).  En  faisant  S^B  infiniment  petit , 
et  le  substituant  à  sin.  B^B ,  et  substituant  de  même  B  à  (B  H-  ì  d^B) 
(i33),  Téquation  devient 

S^(sin."B)  =  2  8|B  sin.B  cos-B^ 

Cest  aussi  ce  qu'on  auroit  trouvé  en  faisant  sîn.'B  =  x**,  et 

dîfférentiant  par  la  formule  générale  ma:"*""  '  ^x^  (i35).  En  effet 
m  =  2  ,  a:  =  sin.B,  ^x  =  d^sin.B  =  8^B  cos.B,  (140).   Donc 

771  x"*""*  3^  ==2 (sin.B)*""*  â^B  cos.B  =  2 sin.B  9^B  cos.B.  Eu 
Élisant  donc  usage  ,  pour  abréger ,  de  la  formule  générale  ,  on  a 

S^(tang.*B)  =  2tang.B  S^tang.B  =  2tang.B  X  7^,  (140),  et 
—  8^(coL» B)  =  2  cotB  X  ;|^B. 

Nous  avons  porté  dans  la  table  II  toutes  les  différentielles 
trouvées  dans  les  articles  139,  140,  142,  i43;  ensorte  qu'on 
les  aura  à  volonté  sous  les  yeux.  C'est  donc  à  cette  table  qu'on 
aura  recours  ,  quand  on  voudra  vérifier  quelqu'une  de  ces  diffé- 

Fij 
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rentìelles  que  nous  •mploîerons  dans  ]a  suite  sans  indiquer  d^où 
nous  les  aurons  prises. 

Comme  la  différentielle  d'un  sinus  négatif  doit  être  néga* 
tîve  (j33)^  ce  qui  indique  un  décroissement  darts  le  siftus ,  et 
par  conséquent  dans  Tare  correspondant ,  la  formule  (II..  3o*) 
devient  en  pareil  cas  -r-  ^^sin.B  =  —  2  sin.5  ^B  cos.(B  -r—  i^h). 
De  cette  Observation  appliquée  convenablement  aux  formules 
suivantes  ,  il  résulte  pour  règle  générale ,  que  quand  on  aura  à 
employer  le  second  membre  des  formules  différentielles  finies  de 
la  table  II,  avec  Je  signe  négatif  ,îl  faudra  Substituer  (B  —  8^B) 
au  lieu  de  (B  h-  8^B)  ,  (B  —  j  8^B)  au  Heu  de  (B  -H  ;  8^B) ,  et' 
(2B  — 8^B)  au  lieu  de  (2B-f-8^B), 

En  élevant  le  binôme  1  —  sin.*  B  àia  puissance.  —  ;  parle  moyen 
delà  formule,  du  binôme  de  Newton  ,  on  aura  8^B  =  S^sin.B  X 

(i^Jsin.>B-H^sin.-»B^i44sin/B^4#2sin.*B-4-&c.) 

^  2.4  2.4*0  2.4<o.o  .     ' 

Cette  série  iroit  jusqu'à  l'infini  ;  et  comme  la  loi  en  est  manifeste  ^ 
il  est  aisé  de  la  continuer  plus  loin,  si  Ton  veut.  Cherchons  main- 
tenant l'intégration  de  cette  équation. 

Efintégrale  de  8^B  est  B,  (i38),  et  parla  même  raison  sm.B 
est  l'intégrale  de  8^sîn.B  X  i-  Pour  trouver  l'intégrale  de  5  sin. '^B 
S^sin.B  ,  qu'on  augmente  (i38)  d'une  unité  l'exposant,  et  on  aura 
i  sin.^B  S^sin.B  ;  puis  divisant  par  3  â^sîn  B,  le  quotient  ou  l'inté- 
grale cherchée  sera  ^^^*  En  intégrant  ainsi  chaque  terme  de  la 

série  ,  et  mettant  A  au  lieu  de  B  ,  l'équation  intégrée,  que  nous 
nommerons  (  S  ) ,  sera 

/0\        A  '        A      .    «n.'A    ,    3  sin.* A    ,    3.5sm.'A     ,     3. 5. 7 sin.» A     ,     «^^ 

^    '  2.D  2.4*3  2.4«6*7  2.4<o*o.<; 

Nous  voilà  parvenus  par  des  moyens  un  peu  longs,  mais  d^une 
utilité  fréquente  ,  au  but  que  nous  nous  étions  proposé.  La  séri^ 
infinie  que  nous  avons  trouvée  (nous  verrons  (i6i)  une  méthode 
pour  la  calculer  avec  facilité  )  nous  donnera  ,  par  le  moyen  du 
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àinus ,  la  valeur  d'un  arc  quelconque  A  exprimé  en  parties  du 
ïayon. 

145.  En  effet,  soit  A  =  3o**;  nous  savons  (18)  que  sin.3o'  = 
I R  =  i.  En  substituant  ces  valeurs ,  l'équation  devient 

AKc  de  3o- =  i -f-^. -f- ^ -f.  ^ -f- ^:^. -+- &c. 

En  faisant  les  divisions  indiquées  pour  chaque  terme ,  et  nou$ 
bornant  à  huit  décunales  pour  en  avoir  six  exactes ,  nous  aurons 

^  =  0,5 


1 
18 

= 

G,  02083333 

3 
1280 

: — : 

0,00234375 

i5 

4Ì008 

= 

0,00034877 

io5 

176947a 

— 

0,00005934 

945 
«6507520 
10395    , 
4907335680 

&C. 

•  • 

0,0000109;^ 
0,00000212 

Total.  . 

.  o,5235o8 

Ainsi  Tare  de  3o°  ;  R  :  :  0,523598  :  1. 

Nous  omettons  les  deux  derniers  chiffres  de  la  somme ,  parce- 
qu'ils  ne  sont  pas  exacts.  On  pourroit  avoir  cette  valeur  totale  aussi 
exactement  et  avec  autant  de  décimales  qu'on  le  voudroit ,  en  conti- 
nuant les  divisions  inteiTompues,  et  prenant  de  nouveaux  termes 
de  la  série,  dont  la  progression  est  claire.  Ce  travail  a  été  fait;  et 
en  multipliant  par  6  la  valeur  de  l'arc  de  3o'',  celle  de  la  demi- cir- 
conférence a  été  calculée  jusqu'à  127  décimales;  c'est-à-dire  qu'on 
a  trouvé  l'arc  de  180**  =  R  X  3,  141592  653589  793238  462643 
383279  502884  197169  399375  io582o  974944592807  816406 
286208998628034825  342117  067982  148086518272  806647 
098844  ^-+-.  Donc  la  demi-circouférence  du  cercle,  étendue  en 
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ligne  droite,  égale  trois  fois  le  rayon ^  plus  uoe  partie  de  ce  rayom 
exprimée  par  la  fraction  que  nous  venons  de  donner.  Le  demiei 
chiftre  de  ces  décimales  n^e^t  pas  le  terme  précis  de  cette  valeur, 
puisqu^on  en  trouveroit  de  nouveaux  ^  et  à  Tinfini ,  en  condnuant 
l'opération  j  c'est  une  suite  de  la  nature  de  l'équation  (S) ,  dont 
le  second  membre  est  indéfini*  Ce  qui  prouve  ce  que  nous  avons 
déjà  dit  (129) ,  qu'on  ne  peut  avoir  jusqu'à  présent,  que  par  une 
approximation  portée ,  à  la  vérité ,  aussi  loin  qu'iHi  le  veut,  le  rap- 
port entre  le  diamètre  et  la  circonférence. 

146.  La  valeur  d'un  arc  étant  trouvée,  il  est  focile  d'avoir  celle 
de  tous  les  autres  par  le  seul  secours  des  premières  opérations  de 
TArithmétique.  En  partant  du  nombre  donné  ci-dessus  pour  la  va- 
leur de  l'arc  de  180%  on  en  prendra  la  moitié  pour  l'arc  de  90"*,  le 
tiers  pour  celui  de  60"",  et  ainsi  de  suite.  C'est  ainsi  qu'on  a  composé 
la  table  très  utile  (AA)  qu'on  trouvera  à  la  fin  de  ce  Traité,  par 
laquelle  on  prend  aisément  en  parties  du  rayon  la  valeur  d'un  arc 
quelconque  donné  en  degrés  ,  minutas ,  secondes  et  dixièmes  , 
centièmes,  &c. 

Qu'on  veuille  ,  par  exemple  ,  avec  sept  décimales  ,  l'arc  de 
6°  22'  17'',  3;  on  prendra  successivement  dans  la  table  les  quan- 
tités suivantes  ,  avec  une  ou  deux  décimales  de  plus ,  pour  avoir 
la  somme  exacte; 

L'arc  de  6*   =    0,104719755 
^o'       ....  5817764 

2'       581776 

10"  .     48481 

7''      33937 

-T^^"0%3 1454 

Valeur  4e  l'arc  de  é""  2;^'  17",  3.,.  o,iii2o32 

Nous  avons  tiré  la  table  (AA)  du  Recueil  précieux  de  Lam- 
bert ,  intitulé  ;  (Supplementa  Tabuh  Logarith.  et  Tngonomç^n 
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Berlin ,  1770);  non  cependant  sans  l'avoir  vérifiée  en  entier ,  et 
avoir  corrigé  quelques  petites  erreurs,  presque  toutes  portant  sur 
les  derniers  chiffres.  Quand  on  voudra  la  valeur  d'un  arc  avec  plus 
de  décimales  que  n'en  donne  la  table,  il  faudra  tirer  cette  valeur 
de  celle  de  l'arc  de  iSo**^  (i4^)'' 

j  47.  L'expression  de  l'arc  que  nous  avons  eue  par  le  moyen  du 
sinu5 ,  se  trouve  aussi  par  le  moyen  de  la  tangente  et  par  la  même 

jnétbode.  8^B  =  (IL  39^)  8^tang.B.cos.»B  =  (L  ip')  t^hS^Tb  = 

^tang.B  (1  -+-  tang.*B)  ""  \  En  élevant  à  la  puissance  —  1  le  bi- 
nôme 1  -H  tang**B,  multipliant  chaque  terme  par  S^tang.B^  et 
intégrant  l'équation  (  opérations  sur  lesquelles  il  sera  bon  dé 
^'exercer)  ,  enfin  en  substituant  A  au  lieu  de  B,  on  aura  l'équation 
suivante  que  Je  nomme  (T)  : 
(T).,.A  =  tang.A  —  |  tang/A  •+•  i  tang/A  —  |  tang.^A  -4-  &Cr 

Mais  tang.45'*=  1 ,  (17);  donc 

rarcde45^=  1  — i-hj — f-H  ^  — 17 -4-&c. 

Euler  a  transfi^nné  cette  série  en  deux  autres  beaucoup  plu* 
tonvergentes  ,  sans  quoi  elle  seroit  infiniment  plus  laborieuse  que 
k  série  donnée  (  1 4^  )•  Mais  comme  ces  calculs  sont  déjà  Êûts ,  noug^ 
ne  nous  en  occuperons  pas. 

On  ^pelle  convergente  toute  série  décroissante  ,  et  divergente 
loute  série  croissante*  Plus ,  dans  la  premiere  espece  de  série ,  la 
diminution  d'un  terme  à  l^autre  est  rapide  ^  moins  on  a  de  termes 
à  calcider  pour  obtenir  une  valeur  très  approchée. 

Par  exemple,  pour  avoir  l'arc  de  3o*  avec  six  décimales  exactes,, 
i  a  suffi  de  calculer  sept  termes  de  la  série  (14^);  tandis  que  pour 
év^uer  avec  six  décimales  exactes  Tare  de  45*"  par  la  série  trouvée 
tout-à-l'heure^  il  faudroit  la  moitié  dé  la  vie  d'un  homme  ^  puis- 
qu'il seroit  nécessaire,  comme  il  est  aisé  de  le  reconnoître ,  de  cal- 
culer 5ooooo  termes  pour  aniver  à  un  terme  dont  les  six  premières 
décimales  seroient  o. 

Observais  que  Texpresdidn  de  Tare  en  une  série  qui  contienne 
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les  puissances  du  cosinus  ,  se  réduit  à  la  série  (S)  déjà  trouvée  et 
renfermant  les  puissances  du  sinus.  En  effet  —  ^cos.B  =  B^Bsin.B** 

Donc  —  8^B  ==  ^^  =  8^cos.B(i  —  cos-^B)"" \  En  dévelop- 
pant  le  binôme ,  et  faisant  Tintégration ,  on  aura  —  B  =  cos.B  H- 
^yy  -H  ^^^'  ^  -h  &c. ,  en  continuant  les  coefficients  et  les  expo- 
sants comme  dans  la  série  (S) ,  (i44)-  Pour  savoir  ce  que  c'est  que 
l'arc  B  négatifs  j'observe  qu'en  mettant^dans  l'équation  (S)  ,90** —  B- 
au  lieu  de  A^onapo^—  B  =  sin.Cjo^  —  B)  ^îîllj^^i-,-  &c., 

$érie  qui  est  la  même  que  la  précédente  en  puissances  du  cosinus , 
puisque  sin.  (90**  —  B)  ==;  cos.B,  (5).  Donc  Tare  négatif,  dans  c« 
cas,  n'est  qu'un  arc  qui^  au  lieu  de  croître  de  o"*  à  90*",  iroit  de  90* 
à  o'',  en  prenant  son  origine  à  90°,  point  correspondant  à  l'origine 
du  cosinus  ,  et  en  suivant  l'accroissement  du  cosinus  positif  qui  sç 
fait  de  90*  à  G*.  .     '" 

Soit  par  exemple  B  =  60**;  on  aura  90*  —  B  =  So"*;  par  consé- 
quent l'arc  négatif  de  60^  n'est  autre  chose,  dans  ce  cas,  que  l'arc 
positif  de  3o^ 

On  trouvera  de  même  que  l'expression  de  l'arc  par  le  moyen 
d'une  série  contenant  les  puissances  de  la  cotangente ,  se  réduit  à 
la  série  (T). 

M.  Jeaurat  {Tom.  IV.  Mém. présentés  àVAc.  des  Se.  de  Paris , 
pag.  Si'j)  donne  sans  démonstration  les  deux  séries  suivantes  : 
A  =  1  —  cos.A  — i  cos.^A  —  ^  cos.^A  —  &c.  ,  et 
A  =  1  —  cot.A  -+- 1  cot.^A  —  i  cot.^A  -H  &c. 

En  faisait  A  ==  90**,  ces  deux  séries  donnent  A  =  1  ,  (34).  Mais 
l'aie  djs  90**  ==  1 ,  57  ;  comme  on  peut  le  voir  dans  la  table  (  AA)  ; 
ces  deux  séries  ne  sont  donc  pas  justes, 

148,  Les  lignes  trîgonomé triques  nous  ont  donné  les  moyens 
d'exprimpr  en  parties  du  rayon  la  valeur  des  arcs  ;  employons 
maintenant  ces  mêmes  arcs  ainsi  exprimés  ,  à  trouver  réciproque^ 
meut,  en  parties  du  rayon  ,  I4  valeur  des  lignes  trigpnoiné triques 

qw 
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qui  leur  appartiennent  respectivement.  On  y  parvient  par  un  moyen 
aussi  ingénieux  cjue  simple ,  et  qu^on  apjteSe  le  retour  des  séries. 
Étant  donnée ,  par  exemple ,  k  série  (S) ,  dans  laquelle  Tare  Â  est 
exprimé  en  puissances  du  sinus  ,  on  demande  la  valeur  de  sin.Â 
exprimée  en  puissances  de  l'arc.  Nous  traiterons  cette  transfor- 
mation, d'une  utilité  infinie  dans  les  Mathématiques,  avec  autant 
de  clarté  qu'il  nous  sera  possible ,  et  d'une  maniere  très  générale^ 
en  faveur  des  lecteurs  qui  n'en  seroient  pas  instruits. 

Soit  donc  proposée  l'équation  générale  suivante  ,  que  nous 
appellerons  (P)  : 

<P)...m  =  û:j  H-  by^  -f-  cy  -H  <//*•+•  &c.  Dans  cette  équation 
fe  suppose  connue  la  valeur  de  m  ^  ainsi  que  celle  des  coefficients 
a,  b,c,  dj  &c.  ;/  est  l'inconnue  dont  on  demande  la  val^r. 

Convertissons  k  série  en  k  suivante  y  que  nous  appelleroiïs  (Q)  : 
(Q).,.j  =3^/nH-J5m*-HCm^-Hiîm*-4- &c. 

Il  est  évident  qu'on  peut  toujours  représenter  ainsi  k  valeur 
dey,  puisque  A,  B,C^D,  &c.  sont  des  expressions  indéùermi- 
'  'iiées,  et  par  conséquent  susceptibles  chacune  d'une  valeur  quel** 
•conque  ,  telle  qu'il  est  convenable  pour  que  l'équation  soit  exacte* 
JQ s'agit  donc  de  fixer  quelle  doit  être  kvaleur de  chacune  de  ces 
-indéterminées  ,  pour  que  l'équation  ait  lieu.  Bien  de  plus  facile  et 
de  plus  ingénieux  à  la  fois. 

Puisque  y  =  j4m  H-  Bm^  -f-  Cm^  -+-  &c. ,  qu'on  élevé  suc- 
cessivement cette  équation  à  la  i",  puis  à  la  2*,  à  la  3%  à  k  4* ,  &c. 
puissance;  qu'on  ordonne  les  produits  comme  à  l'ordinaire ,  et  par 
rapport  aux  diverses  pwssances  de  in  ^  on  aura 

j   =  j4m  -+-    5m*  •+•       Crn^  H-       X)m*-4-        Em^  -H  &c. 

7*  =;= A^m"  -+-  7,ABrn?  -+-   %ACm!^  -4-  T^ADm^  -h  &c. 

-+•       B^m}^    aBCm*-4-&c. 
j^  =  .  .  .  .,.,,,.,,  .jW*mV-H  3y4*5m*H-3^^C/n*-+-&c. 

H- 3^5»m' -H  &c. 
y  = A^m^  -+-  é^A^Bw?  -»-  &c. 

y  =1 ,  ■  ;.- .^^m*^-8cc• 

&c.  G 


m. 
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.  Qu'on,  substitue,  maîa^enant  ces  valeurs  de  j>  j%  &c.  dans' 
réquation  (P),  en.difljpos^t.lea^ernjes  d^ns  le  même,  ordre ,  et  en 
écrivant,  pour  abréger^  les  puissances  de  m,  seulement  en  tête  de 
chaque  colonne  verticale ,  ^t  les  supposant  répétées  dans  les  termes 
inierieurs  î  on  aura* 

ay  rss^cuint-^aBttf'^     aCw?  -f-      aDm^  -+-       aEm^  -h  &c. 
[^/yr*5=r  .:.  .  .    M'    -^^ABb      -^^ACb      ^^ADb      -*-&€." 

-*-      B'b     -+-  :tBCb      -H&c* 
|^- c/  =  .  7 .  cA?    ^3A^Bc    -^iA^Cc     -F Sec. 

JH-t/r"—.  •  •  •  •*•  •  •>  •  •  •'•  -•  ^'  ^  'dA^    -i-4A^Bd    -+-&a 
-^y  =5:  •....,•••...;,..•.  ., ,  .  eA^    H-&C:. 

-&Cî 

ou  9  en  faisant  passer  m  dans  le  second  membre  de  Téquation  ^ 
G  =  m  (o^  —  1)  -H  /w?  (tlB  -t-  bA^l  -4-  m?  (aC  -H  ^ABb 
••+•0^)  -+^  &c- 

II  faut  donc  que  les  valeurs  de  !/^,  B,  Cj  8cc.  soient  telles  que 
le  second  membre  de  cette  équation  j  à  quelque  point  qu'on  le 
.prolonge  ,  se  réduise  à  zéro  ;  ce  qui  aura  lieu  en  supposantles  va- 
leurs des  indéterminées' telles  qiiè  chaque  terme  se  réduise  à  zéro. 
Soit  donc  m  (a  A  ^ —  i:)>  =  o  ;  ôïi  aura  m  A  a  =  //i ,  e  t  par  consé- 
quent A  =  \  De  même  soit   m^  (a5  -f-  bA^)=  o  y  on  aura 

B  = ^;et,  en  substituant  le  quarré  de  là  valeur  de  -^que.nous 

venons  de  trouver,  5  ==  —  -3.  On  trouvera  de  là  même  maniere  ' 

C=— ^— ,Z?=  a^         ■       1^  = 5 » 

et  ainsi  des  autres  indéterminées  ,  tant  qu'on  voudra  continuer  la 
série.  En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (Q) ,  il  ne  restera 
aucune  inconnue  dans  le  second  membre,  et  on  aura  la  valeur 
chèfchéé'de  J  =i  m  - i.  m'  ^-^i^^  nù  ^5f^LiiJ±zÌÌ^m^  &c. 

149.  Nous  exhortons  les  Commençants  à  s'exercer  en  conti- 
puant  les  opérations  de  l'article  pirécédeiit  au  moins  jusqu'à  la 
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jneuvieine  puissance  de  nu  Ces  opérations  une  fois  faites  leur  ser- 
viront de  fonnule  générale  pour  retourner  \me  série,  de  quelque 
forme  qu'elle  so^t.  Faisonsren  Fapplication  au  cas  qui  npus  occupe. 
En  comparant  réquation.(S),  (  i44)^  à  l'équatiou  générale  (P) ^ 
j'observe  que  la  premiere  ne  contient  pas.depuiçstances  paires;} 
or  il  faut  que  l'équation  (P)  et  celle  à  résoudre  soient  semblables^ 
et  c'est  ce  que  nous  obriendrons  en  égalant  à  Mfo  j^^^  l'équq-j 
tîon  (P)  les  coeiEpient$  des  puissances  qm  manque|ii;jdan$  l'èqui^- 
lion  proposée.  Donc  .dans  çg  c$is-çi  b  ==  p  ,  d;~Kx  ,y=  p  v&c# 
Cela  posé,  voyons  ce  que  deviejqinent.les  valeurs  que  nous  avojo^ 
trouvées  pour  lés  indéterminées,  dans  l'équation  (Q). 

Nous  avons  eu  x%  i^^:^^ valjÇur  qui  subsista-  ^--^B  :?=.t' r^  ; 
mais  A  =  Ó  î  dotìc'5*:^r'ò,  3%  ©<===  ^î^^^;  tnaîs  b  =tii  o  ;  donc 

En  poursmVant  aînsi,x>n  aura  jD~  o  ,  £  ===  ^l^^~ 

jr  ±=  G ,  Gr  === -^ a  ^  gcc.  Mais  en  comparant  a  1  equa- 

tion  (P)  la  proposée  (S) ,  on  a  a  =*i ,  c  =  j^,  e  =  j-|-^  ,  g  == 
;^  .'^  .  En  substituant  ces  valeui)s,.on  aura  pour  celles  des  in- 
détenniaées ,  A  =^  i ,  C=  -^-^'.J  E '^     /'  •  '    ,  G'^  ^-^ 

a.  3.4. 5. 6. 7  î ^'^^  ^'^^  P^M^  évidemment  conclure  la  valeur  et  le 
signe  de  celles  qui  suivent ,  et  comme  ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit , 
m  =  l'arc  A  ,  et  j  ==  le  sinus  de  A,  l'équation  (Q)  devient 

(Wy. .  :  sin. A  =  A  _  J^  +  _^  _  rrrrr;  -+-  &^- 

•  <     .       .      .  a.  o         a.  ^«  4*  ^  a.a*4^D.o.7 

Par  le  moyen  de  cette  série ,  on  pourra  donc  calçuler,avec  autant 
de  décimales  qu'on  le  voudra  ,  le  sinus  d'un  arc  quelconque  ,  eu 
prônant  la  valeur  de  cet  arc  dans  la  table  (  AA). 

,  SLau  lieu  de  A  on  écrit  2A  ,  la  série  devient  siii.2A^=t=:  aA  '-^ 

âm***  a.  ^.4.6  '"^  ^^'  î  ^^  c'èstun  exemple  de  la  manière  d'expn- 

Gii 
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mer  par  ces  sortes  de  séries  les  lignes  trigonométiiques  de  tout 
arc  multiple* 

n  est  facile  de  voir  que  si  on  vouloit  le  sinus  d'un  arc,  exprî- 
Hié  parune  série  des  puissances  du  cosinus,  ou  de  la  cotangente, 
ou  de  la  tangente  de  cet  arc ^  il  sufiiroit  de  réduire  en  séries,  par 
le  moyen  du  binôme,  les  expressions (!•  3*,  4*,  5').  On  compren- 
dra adsément ,  par  le  peu  que  nous  en  disons,  comment  on  auroit 
de  même  une  ligne  trigonométrique  quelconque  exprimée  en 
puîidsmees  de  chacune  des  autres.  Au  surplus  on  troir^era  ces  séries 
toutes  faites  dans  le  Mémoire  de  M,  Jeaurat ,  que  nous  avons 
cité  (147), 

i5o.  On  aura  promptement  la  preuve  de  la  justesse  de  la  série 
(  W)  en  cherdiant  le:  sinus  de  3of  ^^  sur  lequel  ^nous  ge  pouiKm» 
être  trompés,  puisque  nous  en  savons  exactement  la  valeur  (18)* 
Pour  abréger  singulièrement  le  travail,  nous*  indiquerons  Ta  mé- 
thode suivante ,  qui  en  général  estsans  comparaison  plus  commode 
et  plus  courte  que  la  formule  donnée  par  E\ûeï{Inm)d.  in  jinaijfi^ 
infiniL  Tom.  I,  i34).  Qu'on  exprime  Téquation  (  W)  de  la  maniere, 
suivante  ? 

(R)  .  .  .  Sin.A3i=  A— S-hC— D-H^^fitcr 

on  aura ,  en  comparant  les  deux  équations  (  R  )  ei  (  W  )  y  ;       •  .  '  > 

On  voit  qu'il  suffit  de  calculer  une  seule  fois  A*,  seule  puis-, 
sance  de  A ,  qui  soit  actuellement  dans  chaque  terme  ,  et  que 
les  diviseurs  sont  devenus  commodfes  et  très  petits.  Mais  ce  n'est 
pas  tout.  Je  dispose  ces  quatre  premiers  diviseurs  verticalement  ^' 
comme  il  suit ,  j'en  prends  les  <lifFérences  premières  et  secondes , 
et  trôuvasit  òes  dernières  constanbes ,  je  continue  les  trois  colonnes , 
d'après  la  loi  découverte ,  et  en  all^t  de  droite  à  gauche^ 


J 
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»■ 

Diviseurs.  Diff.  i^  Dijf.  a* 

6 

-a  « 

ao  .  .  ^  . 8 

aa 

43  8 

'So 

72 8 

38 

no 8 

4<J 

x56 8 

•••54 

2IO 

&C. 

On  peut  actuellement  continuer  la  série  (R)  sans  qu'il  soit 
besoin  de  multiplication  pour  foirer  les  diviseurs  dans  les  valeurs> 
successives  de  /*,  de  G,  de  //^,  c^c.  Les  colonnes  que  nous  ve- 
'nons  de  commencer  les  donneront  à  Tinfini ,  par  le  moyen  de 
simples  additions.  Cet  exemple  prouve  combien  il  est  nécessaire 
d'observer,  quand  il  y  a  lieu  ^  les  différences  constantes  ,  qui  sont 
d'un  grand  secours  en  bien  des  cas. 

i5i.  Supposons  à  présent  qu'on  veuille  calculer  le  sinus  de  Se** 
avec  neuf  décimales.  On  prendra  «dans  la  table  (AA)  l'arc  de  3o'' 
avec  dix  décimales  pour  plus  de  sûreté ,  et  on  en  formera  le  quarré 
comme  à  l'ordinaire  ,  ou,  pour  plus  de  promplitude  ,  comme  il 
suit^  en  employant  la  méthode  abrégée  déjà  connue  pour  la  mul- 
tiplication des  fractions  décimales  ;  ce  qui  consiste  à  prendre  les 
facteurs  dans  le  multiplicatetir  de  gauche  à  droite ,  et  à  négliger  , 
de  droite  A  gauche ,  dans  le  raultipUcattde  un  chiSi^  pour  le  pre- 
mier facteur,  deux  pour  le  secozul,  trois  poiiurle  troisième,  t&c. ,  en 
teflaot  compte  cepeaidantdes  <lixaiaes  <j^  doAoera  Je  produit  pour 
chaque  ÊK:teur  du  dentiiçr  djû&e  né^^4Pow  b«  se  pas  tromper^ 
,iia  peut  ponctuer  successiv^iaesii;  le  £ic(ew(r  Qtle<jbilï«  par  }equ^l 
Ita  «oKuoence  la.iD«ltiplìC9itÌQ9  ««mnme  mi  voit  ^fft»  90W  Vwtìm 
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fait  pour  les  deux  premiers  correspondants  dans  le  multiplicateur 
et  dans  le  multiplicande.  (Voyez  cette  méthode  dans  les  ÉlémerUs 
deMathém.  de  M.  TAbbé  Marie  ,  édit,  1778,  art.  79.  ) 

Formation  du  quarré  de  l'arc  A. 


A=:0,  5235987756 

G,  5235^8'/yS6 

•0, 26175)^3870 

104719755 

15707963 

2617994 

471^39 

41888 

3665 

3^7 

a6 

3 

A*  =  o,  274155(^778 

2A*  =  G,  54831 13556 

3A*  =  G,  8224670334 

D'où  l'on  tire ,  en  addi- 1  ^ ^^  _  ^  ^  0966227 1 1  a 

tionnant  successivement  1 5^»  =,  1  ^  3707783890 

la  valeur  de  A^  avec  elle-  \  6A*  =  1 ,  6449340668 

'nême  ,  j  7AV=  1 ,  9190897446 

8A*  =  2,  1932454224 
9 A*  =  2,  4674011002  5 

Ces  multiples  de  A*  ainsi  préparés  rendent  très  prompt  le  calcril 
de  la  série  (R).  Et  en  général,  dans  tous  les  cas  où  on  aura  à 
employer  plusieurs  fois  un  même  facteur  constant ,  on  appliquera 
très  utilement  celte  préparation  ,  qui  est  d'une  grande  simplicité ,' 
et  que  je  n'avois  vu  indiquée  dans  aucun  ouvrage ,  lorsque  je* 
m'en  suis  servie  mais  qui  cependant  se  trouve  dons  Eujer,  CaA^;f 
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'itff.Fars  IL  ^6.  Pour  en  faire  usage  dans  la  question  présente; 

-g- A  =  G ,  08726^4626  ,  valeur  par  laquelle  il  faut  multîpKer 

celle  de  A*  pour  avoir  celle  de  B.  Mais  puisque  nous  venons  de 
multiplier  la  valeur  de  A*  par  chacun  des  caractères  de  Tarithmé- 
tique,  nous  avons  déjà  chacun  de  ses  produifô  par  chacun  des 

chifîres  de  la  valeur  de  -^  A  ;  il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  placer 

ces  produits  particuliers  ,  comme  il  suit,  dans  l'ordre  qui  leur  con- 
vient, en  pointant^  pour  éviter  toute  erreur  ,  chacun  des  chiffres 

de  la  valeur  de  -^  A ,  à  mesure  qu'on  écrit  les  produits  corresponr- 

dânts  ci-dessous. 

G,  g8A*  =  G,  02198245422 
G,  GG7A*  =  G,  00191908974 

0,  GOG2A*  =  G,   GOGO5483II4. 

a,  GG006A?  =  G,. GOGO  1644934,  ., 
&:c..  164493 

10^66 

55. 
16 


5=  G , .  0289245962 
Divisant  ensuite  5  par  20 ,  on  aura  de  la  même  maniere  ,  et  par 
une  simple  addition  ,  le  produit  du  quotient  par  A^,  et  ce  produit 
sera  C  =  o,  0003279532.  Oh  trouvera  de  même,  mais  toujours- 
plus  promptement ,  la  valeur  de  D  et  celle  de  E.  Voici  lès  termes  ; 
nous  avons  séparé  lès  positifs  et  lès  négatifs. 

A  =  G,  5235987756'  —  5"=  G,  0289245962 

C  =  Oj  0008279532-  — D=Oj  0000021407 

£  =z  G ,  0000000082  '^     — G,  028926787 

-f^  G,  523926737  ,. sommé  des  termes  positifs. 
— •  G,  023926737 ,  somme  dès  termes  négatifs.. 

Donc  da.  3o?*  =  g  ,  5ooooooog  ,  ya^eur  ^exacte ( i/8)* 
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On  voit  combien  sont  prédses  les  séries  que  nous  avons  formées 
par  le  moyen  du  calcul  difFérendel  et  intégral  et  de  la  méthode  du 
retour  des  séries.  Si  on  prend  Tare  de  3o*  avec  les  127  décimales 
qu'on  peut  avoir  en  divbant  par  6  la  valeur  donnée  (i45)»  et 
qu'on  calcule  assez  de  termes  de  la  série  (R)  continuée  selon  les 
règles  indiquées  (  i5o) ,  pour  avoir  sin.  3o**  avec  127  décimales  « 
on  trouvera  toujours  qne  la  somme  de  ces  termes  se  réduit  à  o ,  5; 
.en  négligeant  seulement  le  127* chiffre  ou  le  suivant,  qui  ne  peut 
jamais  être  juste ,  puisque  la  série  est  infinie,  et  que  dès  lors  il 
doit  toujours  lui  manquer  une  quantité  que  les  termes  suivants  ne 
pourroient  que  diminuer  de  plus  en  plus  ,  quelque  loin  qu'on 
poussât  le  calcul ,  sans  que  cette  quantité ,  en  approchant  sans 
•cesse  de  l'infiniment  petit ,  pût  y  arriver ,  nos  nombres  n'étant 
pas  de  nature  à  donner  une  expression  infiniment  petite  (i33). 

i52.  Des  séries  (144, 149)  on  tire  les  deux  expressions  qui 
«suivent ,  de  la  différence  entre  Parc  et  son  sinus.  * 

A»_    A   Sin.* A      ,      Ssîn.'A      ,      o  ^ 
—  sm-A  =  -j-y-  -+.  ^-^--j  -h  &c. 

A  —  sin.  A  =  ^  —  j3^  -H  &c. 

D'où  il  suit  que ,  lorsque  l'arc  est  infiniment  petit ,  la  différence 
entre  l'arc  et  le  sinus  consiste  en  infiniment  petits  du  troisième 
ordre ,  du  cinquième ,  &c. 

Si  dans  chacune  de  ces  équations  on  écrit  Ì  A  au  lieu  de  A , 
(128),  et  qu'on  les  multiplie  l'une  et  l'autre  par  2 ,  on  aura  les 
deux  équations  suivantes ,  qui  donnent  une  double  expression  de 
la  diflférence  entre  l'arc  et  sa  corde  (  19). 

—  2sm.  sA  =  —5 — h    ^5    -t-  -^rr-j—  "*"  ^^- 

A  — •  2sin.  îA  ==    '^^  , r4-T— 4  -+-      .  ,  ^\ ;  — &c. 

^  a. 3. a*  2.3.4.5.2^  3.3.4.5.6.7.2* 

En  prenant  les  arcs  dans  la-table  (  AA) ,  on  pourra  donc  calculer 
facilement  les  cordes ,  avec  autant  de  décimales  qu'on  voudra ,  par 
le  moyen  de  la  dernière  série. 

i53. 


>AR    XES    PtJISSANCÏS   DES    ARCS.  5^ 

î  53.  Les  équations  généra]es<P)  et  (Q)  serviroient  à  convertir  la 
série  (T)  des  puissance»  de  la  tangente  (  147) ,  comme  on  a  con- 
verti celle  des  puissances  du  sinus.  Mais  pour  obtenir  de  plus 
simples  expressions  des  indétetminées ,  et  pousser  la  série  jusqu^à 
la  neuvième  pjuissance ,  ce  qui  donnera  une  formule  commode  dans 
lç6  cas  semblables  ;  nous  ferons 

(P') .  .  .  m  =  ay-^  0^-+-  ^J*-4-  g7^-4-  ijr^  -4-  &a 
(Q').  .  .  j  =  ^/7z-hC/h^-i- £m^-+-  Gm7-+-/m''^-&c• 
D'où^on  tire ,  par  la  méthode  développée  (  1 48) , 

/     -ay  zsiaAm-^   aCm^ -^      aEm*-^      aGrn'-f-  alm*  -f- &c. 

lTH£r'= 'CjP     'hZcA*C    ^ZcA*E     H-  3c^C      -h^c 

1  ^ZcAO     -^BcACE      H-6cc 

1  ^        cC*      -H&c. 

m=:[-f-9^  = eA*   -i^SeA^C     -^  SeAŒ      -+.&c. 

J  -f-  loe A^O      H-  &c. 

l-h5r'= • 8^      H-   76^*(^      H-^c. 

f-|-ix»= ... .       id^      -h&o 

Que  Ton  cherche ,  comme  on  a  feit  (  148) ,  les  valeurs  exprimées 
par  ajC,  e  ,  &c.  des  indéterminées  A,  C ^  E  ^  &c.  ;  qu'ensuite 
on  substitue  aux  lettres  a^c^e^  &c.  leurs  valeurs  numériques  qu^n 
drera  de  l'équation  (T),laquelle  comparée  à  l'équation  (P*)  donne 
û=  1 ,  c  =  —  |,  ^  =  5,  &c.  Si  on  substitue  dans  l'équation  (Q') 
les  valeurs  de  AjCjEj  &c.  ^  ainsi  réduites  en  nombres,  qu'on 
écrive  l'arc  A  aulîeû  de  m  ,  et  tang.A  au  lieu  de^^  on  trouvera 

(U)...Tang.A  =  A  ^  4  H- ^  H- ^:^ -t- 5:^3 -f:&c. 

Nous  ferons  tout  à  l'heure  la  recherche  d'une  loi  pour  continuer 
cette  série  sans  autre  calcuL 

Observons  que  quand  l'arc  est  infiniment  petit ,  si  on  fait 
lang.A  =i=  A,  les  autres  termes  négligés  ne  sont  que  des  infiniment 
petits  du  troisième  ordre ,  du  cinquième ,  &c. 

154.  Si  on  divise  selon  le$«egles  de  l'algebre  la  série  (  W),  (1 49) 
par  Ja  série  (U) ,  on  trouvera 
(Y)..Xos.A=  1  —^H^-^L^ ^^^.^,^—^^8çc. 

*      '  -  -1     *    ^•3*4         a. 3.4. 5.4  2.3.4.5.6.7.» 

H 
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La  loi  de  cette  série  est  -manifeste.  Pour  s'en  servir  à  xalcu- 
let  promptement  un  cosinus  f  on  suivra  la  méthode  employée 
(i5o,i5i). 

Par  le  moyen  de  cette,  sériç  et  de  la  précédente,  on  pourra  donc 
calculer  le  cosinus  et  la  tangente  d*un  angle  quelconque  avec  autant 
de  décimales  qu'on  voudra  ,  en  prenant  Tare  dans  la  table  (AA),. 
Il  faut  observer  que  ces  sortes  de  séries  étant  d'autant  plus  con- 
vergentes que  Tare  est  plus  petit,  si  Ton  cherche  le  sinus  d'un  arc 
plus  grand  que  45*",  il  vaut  mieux  calculer  le  cosinus  de  son  com- 
plément par  le  moyen  de  la  série  (Y).  De  même  pour  avoir  le  cosi- 
nus d'un  arc  plus  grand  que  ^5^^  on  emploiera  de  préférence  la 
série  (W)- 

De  la  série  (Y)  on  tire  l'expression  suivante  du  sinus  verse: 

I  — cos.A  =  ^— ^^  ^-  j3^,  &c. , 

par  laquelle  on  voit  que  lorsque  A  est  infiniment  petit,  l'erreur 
que  Ton  commet  en  faisant  le  cosinus  égal  au  rayon ,  consiste  en 
infiniment  petits  du  second  ordre ,  du  quatrième  ,  &c. 

Si  l'arc  A  est  négatif,  aucun  des  signes  de  la  série  (Y)  ne  change 
pour  cela,  puisqu'elle  n'est  composée  que  de  puissances  paires 
de  A.  Au  contraire  si  on  fait  A  négatif  dans  les  équations  (S) ,  (  1 44)» 
et  (U) ,  (t53) ,  tous  les  signes  seront  changés.  D'où  je  déduis  la 
règle  suivante  ,  qui  est  très  utile  ;  le  sinus  ,  là  tangente  ,  et  par 
conséquent  la  cotangente  d'un  aiv  négatif  sont  négatifs,  et  son  co- 
sinus est  positif  ;  c'est-à-dire  que,  dans  tous  les  cas,  son  sinus  ,^sa 
tangente  et  sa  cotangente  ont  un  signe  contraire  à  celui  que  leur 
donne  la  table  (42)»  et  que  son  cosinus  conserve  le  même  signe 
que  dans  cette  table. 

i55.  La  recherche  des  termes  consécutifs  de  la  série  (U)  ,  par 
le  moyen  des  indéterminées ,  est  très  laborieuse  ,  et  le  devient  de 
plus  en  plus  à  mesure  que  les  puissances  croissent.  On  peut  obtenir 
la  même  série  avec  bien  moins  dé  peine ,  en  divîsant  l'équation  (W) 
par  l'équation  (Y) ,  parcequ'on  apperçoit  sur  le  champ  la  loi  de 
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chacune  des  séries  de  ces  équations,  et  qu'on  peut  dès- lors  les 
continuer  a  volonté  :  mais  cette  division  même  est  pénible.  Nous 
avons  donc  pensé  devoir  profiter  de  la  méthode  qu'Euler  a  donnée 
pour  réduire  a  une  série  infinie  toutes  sortes  de  fonctions  fi-action- 
naîres,  finies  ou  infinies.  (On  nomme  fonction  d'une  quantité  va- 
riable ,  par  exemple  de  Tare  A,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  toute 
expression  analytique  composée,  en  quelque  maniere  que  ce  soit , 
de  cette  variable  et  de  quantités  constantes).  En  exprimant  par 
des  lettres  lescoefFicients  de  l'arc  A  dans  les  trois  séries ,  on  a 

S::r5î^^^^§^  =  (U)...  AH^  Z.A'+  CA'-K  i)A'  &c. 
ou  ,  en  multipliant  l'équation  par  la  série  (Y) ,  en  ordonnant  les 
termes  par  rapport  à  A ,  et  en  n'écrivant ,  selon  l'usage  et  comme 
nous  l'avons  fait  (148 ,  i53) ,  chaque  puissance  de  A  qu'une  seule 
fois  pour  chaque  colonne  verticale , 

A — bA'  -+-  cA* — dA'\  &c.  =  A  -f-.5A*  H-  CA*  ■+-  DA'  -+-  &c. 

—  fi     —fiB  — ìBC   — &c. 

-t*  7    -h  >5    H-  &c. 

—    J^   —Sec* 
Et  en  transposant  lé  premier  membre , 

o  =  A  H- .SA'  ■+■  CA*  -4-  DA'  ■+-  £A'  H-  &c. 

^  a      —fiB    —aC    — jbZ>     —  &c 

H-    y     -f->5     -H>C     -f-&c. 

\  —    f     -^iB     —  &c- 

-f-   »       -H  &c. 

—  A  -4-    ô     —    c     H-     d    —  e      -H  &c. 

Donc  en  Élisant,  comme  à  l'ordinaire,  que  chaque  colonne  verti- 
cale se  réduise  à  zéro,  on  aura  "' 

B  =z      fi  —  b 

C  =.— >  -H  c  -H  i85  .      ^ 

£>=      J'  —  d -\-  liC  ■—  yB 

E  =  —  t-i-e    -i-liD  —  yC-iri'B 

En  obsérvaut'k  suite  des  termes  de  chaque  ;coI(nme  verticale  ^ 

Hii 
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il  devient  facile  à  présent  de  continuer  sans  calcul  ces  équations 
qui  renferment  les  valeurs  cherchées  des  coefficients  successif  de 
la  série  (U).  On  aura,  par  exemple, 

&G; 

En  substituant  les  nombres  ,  réduisant  toutes  les  fractions  aa 
plus  grand  dénominateur,  et  la  somme  des  fractions  à  l'expression 
la  plus  simple,  on  trouvera 

.J7 >38a  ^ a  1844 xr 929569  q^^ 

•^  3».5».7.9.ii  '    ^ i*.  5".  7.9.11.13  »  ^  iS*.6\7\9.ii.i3.r5»***" 

Sodt  maintenant ,  en  imitant  ce  que  nous  avons  fait  (iSo)^, 
tang.A  =  A  ^5'  -f-  aC  -+-  ijD'  ^  6:iE'  -h-  iSSaF'H^ 
21844  ^'  "+•  929569.  W  -f-  &c;  et  on  aura 
JB'=AMA  F=A^è£'" 

On  calculera  ces  coefficients  B^  ^  C\,D\  &c.  de  la  manieie 
enseignée  (i5i)^  et  on  aura  la  tangente  par  un  calcul  abrégé  autant 
qu'il  est  possible.  Passons  à  celui  de  la  cotangente. 

i56.  Cot.A=  ^^.  En  substituant  à,^^  les  séries  -kjÀ^  telles^ 

sin. A  sm.A  (  VY  ;  ' 

qu'elles  sont  exprimées  (i55)^  on  aura 

COC/X   A— ^A*  +  cA*  — </A'-H«V  — «ce. 

Appliquons  actuellement  à  cette  équation,  de  même  que  nous 
Pavons  iait  tout-à-l'heure  pour  la  tangente,  la  méthode  que  nous 
avons  empruntée  d'Euler ,  et  égalons  cette  expression  fractionnaire 
de  la  cotangente  à  une  série  ,  dans  chaque  ternie  de  laquelle  le 
coefficient  de  l'arc  A  sera  représenté  par  une  indéterminée  ;  et 
nous  aurons 
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£&  multipliant  Féquation  par  le  dénominateur  du  premier 
ncmbre^^  transposant  le  premier  membre  et  ordôimantv  oa  aura 

1  -H  iSA"-H  CA'  -+-  JDA^  -h  E'A^'^FA'''  -h  &c. 

—  A     —l;B'  —bC—bD    ^bE    —  &c. 

-^  c       -^cB     -f-cC    -HcD   -H&c. 

—  <f       — rfj5     — rfC   — &c. 

—/     —  &c. 

[ T-f-i8      V  •+-^  1  -Pf         &C. 

£n  faisant  chaque  colomie  égale  à  zéro ,.  on  âura 

Z)=      d-^^-^-bC—cB 
Ez^z^e-ht-h-bD  —  cC-^dB 
&c.-" 

Ces  équations  sont  faciles  à  continuer  sans  calcul ,  de  même  que- 
^celles  données  (i 55). 

En  prenant  dans  les  séries  (VV),  (Y) ,  les  coefficients  numeri* 
ques  correspondants  aux  lettreç  ^ ,  c,.  &c.  ,;ìB,.^,  &c.  ,  ontrou* 
vera  les  valeurs  de  By  C,  D,  &c.,,qui,  substituées  dans  la  série 

^  -+•  BA  -+-  -CA^  •+•  &c.  =  60U  A  suivante  la  supposition , .  donner 

ront  Téquation  suivante  : 

-/•7X.       V^;)A-. «^    .    A-  'a»'...        aA^.     '■■       A»'    '■  aA»' 

'    '  '         làSaA»  ■   '     4A''  o 

a*.  5*. y.  9.  11.  i3  315».  7.  9.  11.  i3*^  ^^ 

Siipposaiit ensuite  cot.A=  i.  — .  fi'  —  C*  — -  aX)'  —  JS'  — 7?*' 
•~^pi  G' — /f'fc— &c.,onaura       '  ' 

-  .»?':^:AX  f  •'-■    '•'^^'^■''  '      -■F'ii^A?'^!^' 

:   €'=A-J^S^'.        '  ■        G'=A^^F 

-  .    i)'===A»^iC'         ''        .  Z?' =±=^A*  ;|5 /ï"  X  AV 


^2  ChAP.    vi.     MÌTHODIS    pour    CALCtJlER 

J'ai  tiré  de  F  plutÀt  que  de  G' la  valeur  de  Ii\  pcmrravoir 
sous  une  expression  plus  simpk.  Là  quantité  7^  >  X  A^est  troayée 
précédemment  par  le  calcul  qui  a  donné  la  valeur  de  G\ 

Il  est  facile  de  voir  que  la  série  (Z)  est  bien  plus  convergente  et 
plus  commode  à  calculer  que  la  série  (U) ,  (i53 ,  i55).  On  verra 
(366)  qu'en  général  si  on  cherche  la  tangente  d'un  arc  de  plus  de 
32'',  il  est  mieux  de  calculer  la  cotangente  de  son  complément  (7) 
par  le  moyen  de  la  série  (Z).  ' 
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Des  tables  trigonométriques  en  nombres  naturels. 

iSj.  V-/N  ne  peut  avoir  que  d'une  maniere  très  approchée  la 
valeur  des  lignes  trigonométriques ,  si  ce  n'est  cependant  de  quel- 
ques unes  qui  sont  égales  au  rayon  ^  à  sa  moitié,  &c.  Ce  défaut 
n'est  pas  une  suite  particuKere  de  la  méthode  des  séries  infinies 
données  dans  le  chapitre  précédent.  Les  méthodes  géométriques 
qu'employoient  les  ^Anciéiis  ne  dotìnóient  pour  la  valeur  dès  lignes 
trigonométriques  que  des  expressions  qui  contenoîent  des  racines 
sourdes  ou  incommensurables  ,  telles  que,  (43,  44),  v^5,  ^/^  et 
autres  semblables  ;  et  Von  sait  qu'il  n  est  pas  possible  d'avoir  ces 
racines  exactement ,  quelque  loin  qu'on  jousje  l'extraction.  L'er- 
reur diminuera  seulement  d'autant  plus  ^  qu'on  emploiera  pluscfe 
décimales  pour  exprimer  la  Tacine  cherchée. 

Les  lignes  trigonomékrique3  ontété  calcifiées  par  IpS'iins  aveçtHx^ 
par  d'autres  avec  quinze  chiffres.^  JLl  f^ut  douzajdédmalé^^  en  sup- 
posant R=i,  pour  avoir  çvec  précision  les  seconda  elJesr<KHÌemes 
de  seconde ,  lorsqu'il  s'agit  ou  des  sinus  des  angles  quidiffèrent  très 
peu  de  po'",  ou  des  cçslaus  des  angles  de  quelques  ^conde^  seu- 
lement. Cependant  >.les  tables  les  plus  commuais  ^sOpt^dtiites  à 


sept  dédmale^,  pàrcequ  elles  sont  d'un  usage  plus  commode  et 
d'une  exactitude  suffisante  dans  la  plupart  des  cas.  Elles  oonkien- 
nent  les  sinus  ^  tangentes  et  sécantes ,  de  minute  en  minute ,  de- 
puis o^  juaqu'à  90%  et  par  conséquent  les  cosinus^  les  cotangentes 
et  les  cQsécantes  (5,  7).  Ces  tables  servent  aussi  pour  les  arcs  de  plus 
de  90**,  (35),  On  ne.peut  qu'admirer  la  patience  de  ceux  qui  les  ont 
construites  par  des  moyens  extrêmement  pénibles,  sans  le  secours 
du  calcul  différentiel  et  de  tant  dé  formules  qu'on  a  trouvées  de-^ 
puis.  Il  est  inutile  aujcmrd'hui  d'exposer  ces  méthodes  laborieuses. 
Mais  au  lieu  de  cette  explication  ^ nous  supposerons^  pour  rendre 
ce  Traité  plus  complet,  les  deux  cas  suivants  :  1°.  que,  dans  cer- 
tains calculs  délicats ,  on  desire ,  comme  il  arrive  quelquefois,  l'ex- 
pression de  quelque  ligne  trigoinomélïique  avec  plus  de  chiffres  que 
n'en  donnent  les  tables  ;  en  pareil  cas  les  moyens  les  plus  abrégés 
sont  ceux  que  nous  avons  proposés  dans  le  chapitre  précédent  r 
af.  que  Ton  veuille  calculer  de  nouvelles  tables  avec  plus  de  dèci* 
maies  qu'on  ne  l'a  fait  jusqu'à  présent;ret  nous  proposons  pour  ce* 
cas  la  méthode  suivante  comme  très  expéditive. 
•,?  Si  dans  les  formules  (II.  22%  aS*)  on  met  nA  au  Heu  de  A , 
et  (/i  -^  2)  A  au  lieu  de  B^  on  aura  les  deux  suivantes: 
sin./z  A  5=hp  sin.(yi  ■— a)  A -4*î-asin.A  cos.(« -v— 1)  A. 
COS./1A  =F5  cos.(/ï  — *a)  A-»^  asiii.A  gin.(/2 -r-^  i)A 
Soit  maintenant  An:  i^;  il  âiut^parles  séries  (W),  (Y),  très  con--- 
vergentes^  en  pareil  cas  j  calcqlèr.  en  usant  des  nioyens  donnés- 
dans  le  chapitre  précédent ,  le  sinus  et  le  cosinus  de  i"",  mais  avec 
trois  ou  quatre  décimales  dé  plus  que  ce  qu'on  veut  en  avoir  dans 
la  table  à  former,  pour  que  la^  dernière  décimale  de  cette  table  soit 
aussi  exacte  qu'il  est  possible.  On  doublera  cette  valeur  du  sinus 
de  1*;  et  sous  cette  valeur  ainsi  doublée  on  en  écrira  successive- 
ment le  double  ,  le  triple,  &C. ,  et  jusqu'à  son  produit  par  9  ,  pré- 
cisément comque  nous  avons  fait  pour  la  valeur  de  A*,  (i5i).  Ces 
opérations  faites ,  le  «fdcul  d'ujie  table  de  sinus  de  degré  en  degré 
se  réduit  à  de  simples. additions  et  soustractions  ;  et  quand  on  la 
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porterait  à  28  dédmales ,  de  même  que  par  les  fbrmtiles  disposées 
parEuler  {Inirod.  in  Anafys.  infiniu  Tom.I,  i34),  qui  seroient 
certainement  bien  plus  laborieuses  (169)  que  la  méthode  que  nous 
allons  développer,  la  construction  de  x:ette  table  ne  demanderoit 
que  quelques  heures ,  tandis  qu'avec  les  méthodes  des  Anciens  , 
peut-être  ne  suffiroit-il  pas  d'un  mois  employé  aux  opérations  les 
plus  ennuîeuses  et  les  plus  rebutantes  de  l'Arithmétique. 

£n  effet,  connoissant  le  sinus  et  le  cosinus  de  i'',  on  trouvera 
le  sinus  et  le  cosinus  de  2%  en  Élisant  n  ==•  2  dans  les  formules 
que  nous  venons  de  donner ,  qui  se  changent  alors  en  celles  qui 
suivent  5 

sin.  2°  =  sin.  G**  H-  2  sin.  i**  cos.  1*^  =  2sin.i^  cos.i* 

COS. 2''=  cos.o**—  2sin*i'*  sin.i**  s=  1  — 2sin.i®sin.i'*    t 

Si  nous  considérons  la  premiere  ;  pour  avoir  le  sinus  de  2*,  il 
Êiut  donc  midtiplier  2  sin.  t"*  par  cos.  1^.  Mais  nous  avons  déjà  la* 
valeur  de  2sin.i''  multipliée  par  chacun  des  neuf  caractères  de 
notre  Arithmétique  ;  il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  disposer  ces 
produits  selon  que  le  demandent  l'un  après  l'autre  les  chiiSÎEiss  qui^ 
composent  la  valeur  du  cosinus  de   1**.  (Voyez  l'exemple  donné 
(i5i)  du  produit  de  la  valeur  de  A*  par  celle  de  ^  A  ).  En  prenant 
la  somme  d&ces  produits  ainsi  disposés,  on  aura  le  sinus  de  2^ 
De  même ,  pour  la  seconde  formule ,  si  on  dispose  ces  mêmes  pro* 
duits  selon  que  le  demandent  les  chif&es  qui  composent  la  valeur 
de  sin.  1°,  multiplicateur  de  %  sin.  i"*,  qu'on  en  prenne  la  somme  ^f 
qu'on  la  retranche  de  l'unité  ,  on  aura  le  cosinus  de  2"*.  Si  donc/ 
dans  nos  formules  générales, on  met  successivement  au  lieu  de  n , 
les  nombres  3,4)^9  &^*  jusqu'à  3o ,  on  aura  par  la  même  mé-< 
thode  tous  les  sinus  et  cosinus ,  de  degré  en  degré ,  jusqu'à  3ô% 
avec  la  plus  grande  facilité. 

On  observera  i*".  que  le  sinus  ou  cosinus  cherché  ,  c'est-à-dire 
le  sinus  ou  cosinus  de-/zA,  se  trouve  toujours  par  le  moyen  des 
sinus  et  cosinus  déjà  calculés,  puisque  «A  aast  l'arc  le  plus  grand 
dans  chacune  de  nos  formules  ;  2"*.  que  quelle  que  soit  la  valeur 

de/z. 
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àe  fijìe  facteur  2  sin.  A  est  constant  ;  de  sorte  qu'ayant  une  fois 
séparément  les  produits  de  ce  facteur  par  chacun  des  caractères  do 
rArithmétique ,  comme  nous  Tavons  dît ,  il  ne  reste  plus  que  des 
additions  et  des  soustractions  à  faire  pour  construire  la  table.  Les 
formules  que  nous  donnons  ici  ont  plusieurs  avantages  sur  les  for- 
mules analogues  (124)  que  nous  avons  formées  d'après  Euler^ 
comme  il  sera  focile  de  le  reconnoitre  à  quiconque  sera  dans  le  cas 
d'en  faire  usage. 

Nous  avons  prescrit  dé  ne  pousser  le  calcul  que  jusqu'à  3o''^' 
parce  que  les  sinus  et  cosinus  restants  se  déduisent  très  prompte- 
inent  de  ceux  déjà  calculés,  par  le  moyen  de  simples  soustractions^ 
en  employant  la  formule  (I.  1 5*) ,  sin.  ( 60°  -r  A)  =  sin. (do*"  -4-  A) 
î — sin.Aî=  COS. (So*' — ^  A)  —  sin. A,  (5).  En  donnant  succes- 
sivement à  A  les  valeurs  de  tous  les  termes  de  la  progression 
arithmétique  i"",  2"".  .  .  •  25)"",  on  aura ,  par  cette  formule ,  tous  les 
sinus  de  80"  à  6o^  Ceux  de  60^  à  90"^  ^ont  la  même  chose  que  les 
cosinus  déjà  connus  de  o^  à  3o^  Donc  la  table  des  sinus  et  co* 
:fi&us ,  de  degré  en  degré  1  sera  compiette  pour  le  quart  de  cercle 
entier.  . 

i58.  Qu'on  veuille  actuellement  former  les  sinus  et  les  cosinus 
de  minute  en  minute  :  en  faisant  A  =  1  ' ,  les  mêmes  formules ,  les 
nêmes  méthodes  les  donneront.  Ce  calcul  fait  pour  les  minutes 
^es  deux  ou  trois  premiers  degrés,  on  pourra  abréger  le  travail , 
en.  prenant  les  différences  premières  ,  les  secondes  ,  lés  troi* 
Cernes  j  &c. ,  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  les  diflërences  colistantes  ; 
et  alors  en  faisant  le  calcul  pour  quelques  unes  seulement  des  pre- 
jmieres  minutes  à  chaque  degré ,  ou  de  deux  en  deux  degrés  »  &c.  ^ 
selon  qu'il  paroîtra  suffisant.^  on  remplira  très  promptement  les 
vuides  avec  le  secours  des  différences  constantes  (i5o).  En  arrivant 
aux  sinus  et  aux  cosinus  qu'on  avoit  d^abord  calculés  pour  chaque 
degré ,  on  aura  la  preuve  de  la  justesse  des  valeurs  interpolées  pour 
ies  minutes/ Il  sera  à  proposff  pour  plus  de  sùieté^  de  prendre 
avec  une  décimale  de  plus  que  l'on  a'ei»  veut  mettre  dans  k  table , 

^  I 
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les  différences  entre  les  sinus  cûndgus  ^  ainsi  que  les  diffîrences 
entre  les  cosinus  contigus.  • 

iSp.  Le  calcul  des  tangentes  ne  présente  pas  autant  de  facilités 
que  celui  que  nous  avons  proposé  pour  les  sinus.  En  examinant  les 
formules  qui  ont  été  données  jusqu'à  présent ,  il  nous  semble 
qu'il  n'y  en  a  aucune  qui  soit  aussi  propre  à  abréger  le  travail,  que 
k  formule  nouvelle  que  nous  avons  donnée  (I.  43*).  Lorsque  les 
tangentes  sont  une  fois  calculées  jusqu'à  45%  on  aura  alors  les  au* 
1res  par  de  simples  additions,  au  moyen  de  cette  formule  transformée 
comme  il  suit,  tang.(45**  H-  î  A)  =  a  tang. A  ^-  tang,(45* — 3  A). 
Au  contraire ,  si  on  considère  les  formules  (69 ,  1 13  )  qui  ont  été 
proposées  jusqu'ici,  on  verra  qu'elles  obligent  de  calculer  jusqu'à 
30""  non-seulement  les  tangentes  ^  mais  encore  les  cotangentes^i 
pour  trouver  toutes  les  autres  par  leur  moyen. 

Mais  pour  le  calcul  des  tangentes  jusqu'à  4^'*9  je  ne  crois  pas 
qu'on  soit  encore  parvenu  à-éviter  les  divisions  ;  la  formule  disposée 
par  Euler  en  exige  plusieurs  ,  et  nous  paroit  dans  bien  des  cas  plus 
longue  à  calculer  que  la  formule  (L  3i*).  Nous  croyons  donc  ne 
pouvoir  conseiller  rien  de  mieux  que  cette  formule,  en  prévenant 
de  plus ,  que  pour  avoir  la  dernière  décimale  avec  autant  d'exacti- 
lude  qu'il  est  possible  ,  il  faut  se  servir  des  sinus  et  des  cosinus 
comme  on  les  aura  déjà  calculés ,  c'est-à-dire  avec  deux  ou  trois 
chiffres  de  plus  que  ce  qu'on  en  veut  mettre  dans  la  table.  La  divi- 
sion s'abrégera  d'une  maniere  analogue  à  celle  que  nous  avons 
employée  pour  la  multiplication ,  en  formant  le  quarré  de  A,  (i5i). 
On  en  trouvera  un  exemple  (i63). 

160.  Les  tangeiiles  calailées ,  on  aura  les  sécantes  par  de  sim- 
ples additions,  au  moyen  de  Tune  ou  Tautre  des  formules  (1. 9%  1  o*), 
enserappellantque  coséc.  =  ^  ,  (24).  On  aura  par  conséquent 

•coséc. A  =3  ^^^•^^t''"'"'^  =  cot.A  -H  tang.U. 

r^i  4  Après  avoir  vu  comment  oA  peut  ou  construire  des  tables 
ou- calculer immédigtemenï  une  ligne  trîgonométrique ,  il  est  à 
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propos  de  dire  quelques  mots  de  ropératîon  inverse.  Je  suppose 
que  par  le  résultat  d'un  calcul  on  ait  une  ligne  trigonomé trique 
exprimée  avec  phis  de  décimales  que  les  tables  n'en  donnent ,  et 
qu'il  importe  de  savoir  la  mesure  exacte  de  l'arc  auquel  cette  lîgnç 
àorrespohd.  A  l'exception  des  cas  énoncés  pag.  62,  les  tables  or- 
dinaires à  7  décimales  suffisent  pour  faire  connoître  un  arc  avec 
toute  la  justesse  dont  on  peut  avoir  besoin  dans  la  pratique.  Si 
donc  on  a  une  expression  avec  un  plus  grand  nombre  de  déci- 
males, on  négligera  celles  qui  suivent  la  septième ,  et  on  aura  par 
\es  tables  l'angle  cherché.  Mais  s'il  s'agit  de  l'expression  du  sinus 
d'un  arc  de  près  de  90"",  ou  du  cosinus  d'un  angle  très  petit ,  il  faut 
avoir  recours  à  la  série  (S) ,  (144).  On  substituera  dans  cette  série 
l'expression  donnée ,  au  lieu  de  sin. A ,  et  on  calculera  autant  de 
termes  qu'il  sera  nécesfî^ire  pour  avoir  avec  précision  la  valeur  de 
l'arc  A ^  ou  de  (90°  —  A)  dans  le  cas  où  l'expression  seroit  cellç 
d'un  cosinus.  Pour  abréger  le  calcul,  soit  sin. A  =  a;  en  suppor 
«ant ,  de  la  même  maniere  qu'on  a  déjà  vue  plus  d'une  fois , 

s  C  D 

A=â5-t--j-|--5H — ,  &c. ,  on  aura 

Ci=à'\B  &c. 

La  loi.de  la  série  ci-dessus,  et  celle  des  coefficients  numériques 
âans  les  valeurs  de  £,  C,  D,  &c. ,  sontunanifestes.  On  traitera 
û*  comme  nous  avons  fait  A*,  (i5i);  et  quand  on  aura  trouvé  la 
valeur  de  A  ^  on  cherchera  dans  la  table  (AA)  à  combien  de 
degrés ,  de  minutes,  de  secondes ,  &c.  elle  correspond. 

ida.  Nous  supposons  le  lecteur  muni  des  tables  de  trigono- 
métrie; elles  sont  absolument  nécessaires  pour  l'étude  et  pour  la 
pratique  de  cette  science.  Cela  présupposé ,  nous  conseillons  de 
s'exercer  à  vérifier  les  séries ,  avec  peu  de  termes  pour  y  employer 
peu  de  temps,  ainsi  que  les  formules  contenues  dans  ce  chapitre 
et  dans  le  précédent.  £n  tête  des  tables  on  trouve  ordinairement 


# 
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des  înstmctions  sur  leur  usage.  Nous  y  ajouterons  deux  observations 
indispensables. 

En  premier  lieu ,  les  lignes  trigonomé  triques  des  tables  ordi- 
naires semblent  rapportées  à  un  rayon  de  looooo  parties.  Dans 
le  fait  on  peut  en  bien  des  cas  omettre  les  deux  derniers  chiffres 
séparés ,  sous  la  forme  de  décimales ,  par  le  point  ou  par  la  virgule. 
{Nous  préférons  la  virgule ,  parce  que  le  point  est  souvent  le  signe 
de  la  multiplication).  Mais  quelle  qu'ait  été  la  raison  de  construire 
ainsi  les  tables,  il  n'en  résultera  aucun  embarras,  si  on  se  rappelle 
les  règles  (sS).  La  série  (149)  dérivée  de  formules  dans  lesquelles 
on  a  supposé  R  =  1 ,  donne,  par  exemple ,  sin-S**  =0,1391731. 
SoitR'==iooooo;onaura(25),sin.'8**  =R'  sin.8*'=  18917, 31^$ 
c'est  ce  qu'on  trouve  dans  les  tables  pour  cette  valeur.  Dans  la 
pratique  il  est  plus  utile  de  prendre  les  nombres  des  tables  tels 
Qu'ils  doivent  être  dans  la  supposition  où  R  =  1  ;  ce  qui  est  facile 
en  avançant  la  virgule  de  cinq  chiffres  à  gauche  ;  et  c'est  ce  que 
nous  ferons  toujours ,  parcequ'on  se  dispense  ainsi  de  tenir  compte 
du  rayon  dans  les  calculs  ;  ce  qui  ne  se  pourroit  sans  des  erreurs 
très  graves ,  si  on  employoit  les  lignes  trigonomé  triques  sous  la 
forme  donnée  par  les  tables. 

i63.  Nous  observons  en  second  lieu ,  que  lorsque  les  diffé- 
rences des  lignes  trigonomé  triques  ,  de  minute  en  minute ,  mar- 
chent également  ou  à-peu-près ,  on  peut  se  servir  de  la  règle  de 
trois  pour  trouver  les  parties  proportionnelles  correspondantes  au* 
secondes ,  aux  dixièmes  de  seconde  ,  &c.  Mais  si  les  différences 
'«ont  notablement  inégales ,  comme  il  arrive  pour  les  tangentes  de 
73°  à  90"",  cette  règle  ne  s'applique  plus  avec  justesse.  Un  exemple 
fera  comprendre  ce  que  nous  avançons.  Qu'on  demande  la  tangente 
de  85^  7^  25'': 

I       UT     j  5  85°8'  =  ii,744778(> 

les  tables  donnent  tang.  s  or»    f  r      o 

o   C  85*' 7   ;=  11,7045003 


ii 


Différence .  0,0402783 

3î  telle  est  la  différence  de  la  tangente  pour  1  '  ou  60"  de  diffé- 


DES    Tablé  â.'  6^ 

TCrtce  dans  Tare,  quelle  sera  la  dîfFéf enee  de  la  tangente  pour  25  "  de 
difiîSrence  dans  Tare?  Voilà  la  règle  ordînaîre^par  laquelle  on  a  60  "  • 
25 ^•:o, 0402783  :  a:  =  î^^^^2i2îZ2?=  0,0167826;  et  en  ajou- 
tant      é     .     .     .       ii,7o45oo3  ,  valeur  de 

tang.  85''  7',  on  aura  ,  .  .  .  ;  11,7212829  pour  la  va- 
leur de  tang.  85**  7'  25''. 

Cette  opération  suppose  visiblement  que  les  variations  des  arcs , 
lorsqu'elles  ne  sont  que  d'une  minute,  sont  proportionnelles  â 
celles  dés  lignes  trigonométriques  ;  ce  qui  en  efFet  a  toujours  lieu  pour 
les  sinus,  dans  les  tables  qui  n'ont  que  sept  décimales  seulement  ; 
mais  il  n'en  est  pas  ainsi  des  tangentes.  Dans  le  cas  présent , 
tang, 85**  7'  —  tang.85*  6'  =  o,  o4ooo5o 
tang.85*  9'  —  tang.85^  8'  =  o,  0405545 
En  comparant  ces  différences  avec  la  différence^  intermédiaire 
irouvée  ci- dessus,  0,0402788,  on  voit  qu'elles  procèdent  avec 
ime  inégalité  assez  considérable  ;  et  puisqu'on  la  néglige  dans  la 
proportion^  le  résultat  ne  peut  être'  exact.  Il  faut  dans  ce  cas 
avoir  recours  à  la  formule  rigoureuse  (H.  32*),  qui,  pour  25"  dé  va- 
riation dans  Tare ,  don'tie  8^ tang.85^7'  =  ,os.8y  7""co»^«5>y- ;>5--- 

Or  les  tables  donnent  cos.  85^*7'  z=^.  .  ,  o,q85i27i  ;  et  par  1q 
pioyen  de  la  règle  de  trois ,  on  a 
cos.85"7'25''   =.......   o,o85oo63 


Produits^ 
Donc  C0S.85»  7'  X  cos.85«  7'  a5."  ==  ^ 

,0,00681017 

1          42563 
0^00723034,  dinseur^ 

Sm.25"  ==  0,00012120342  ,  cUvidende, 
4884002     '    •     •     • 
542198 
35654 

^709     , 

-           ...  :      .       .  }.S>^      . 

5i         -  \  -    • 

Q 

0,01674927,  çuotienCf 

•  ■'       
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-     Dans  cette  division  faîte  cpnfoftnément  à  la  formiile ,  il  fant 
observer  que  pour  avoir  avec  exactitude  le  dernier  chiffre  dp 
quotient ,  nous  avons  commencé  du  troisième  chiffre  effectif  du 
quotient  après  la  virgule,  et  non  du  second  j  à  négliger  dans  la 
jnultiplication  les  unités  du  produit  de  ce  chiffre  par  le  dernier  du 
diviseur.  De  même  pour  le  quatrième  chiffre  effectif  du  quotient , 
nous  avons  omis  son  produit  par  le  dernier  du  diviseur,  et  les 
unités  de  son  produit  par  l'avant -dernier;  pour  le  cinquième  du 
quotient,  le  produit  par  les  deux  derniers  du  diviseur,  et  les  unités 
du  produit  par  Tantépénultieme ,  et  ainsi  de  suite ,  en  ponctuant 
successivement  les  chiffres  du  diviseur,  à  mesure  que  la  multipli- 
cation commence  par  chacun  d'eux.  C'est  la  méthode  connue  pour 
abréger  la  division  des  décimales  ;  elle  est  analogue  à  celle  qu'on 
a  déjà  vue  (i5i) ,  et  qui  abrège  leur  multiplication.  Pour  avoir  le 
quotient  exact  avec  sept  décimales ,  nous  avons  pris  le  dividende 
avec  deux  décimales  de  plus  que  n^en  a  le  diviseur ,  sans  compter  les 
^éros  qui  commencent  ces  deux  nombres.  Nous  avons  tiré  de  la 
table  (A A)  la  valeur  de  ce  dividende  ou  de  sin. 25"  ;  car  on  peut 
prendre  l'arc  au  lieu  du  sinus,  et,  s'il  n'excède  pas  une  minute  , 
ayoir  encore  au  moins  dix  décimales  exactes,  comme  il  est  aisé  de 
le  reconnottre  en  calculanrsin.  i  '  par  le  moyen  de  la  série  (W),  (i  49)* 
Après  ces  remarques  nécessaires  à  l'intelligence  de  l'opération , 
examinons-en  le  résultat.' -^ 

On  a  donc  8^tang.85^7'  =    0,0167493 

En  ajoutant  tang.  85*  7'  i:^^  in,  70 4 5 00 3  ,  la  formule  rigou- 
reuse donne  tang.SS""  7'  aS''  =  1 1, 72 1 2496.  On  a  trouvé  par 
îa  règle  de  trois    .     •     ;    .     .11,7212829.  Donc  l'erreur  de 

la  règle  dé  trois  est    .   ';     v    .    o,oooo353. 

U  faut  en  conclure  que  lorsqu'on  veut  avec  exactitude  les  tan- 
gentes de  73°  à  90*^,  on  doit  chercher  les  parties  proportionnelles 
pour  les  secondes  par  le  moyen  de  la  formule  différentielle  (II.  32*). 
On  emploiera  l'autre  (H.  33*)  pour  les  cotangentes  de  o**  à  17^ 
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-  H.  est  clair  qiie  si  la  tangeiite  est  donnée,  et  que  ron  Ghèrche 
Tare  auquel  elle  correspon4  ;  alors  la  formule  (II.  32*)  à  calculer 
;pour  avoir  les  secondes,  les  dixièmes,  &c. ,  doit  s'exprimer  ainsi  : 
!$in.d|B  ou  8yB  =?=  âjtang.B  cosJB  cos.(B  -+-  3^B).  Faisons-en  Tâp- 
plication  au  même  exemple.  Je  suppose  qu'jMi  demande  Tare  ai^ 
quel  correspond  la  tangente  1 1 ,721 2496.  Je  dierche  dans  les  tables 
là  tangente  la  plus  approchée,  que  Je  trouve  être  tang.85°  7'  = 
1 1,7045003  =  tang.B.  Je  prendsla  difféiençe  entre  ces  deux  tan- 
gentes ,  et  je  la  désigne  ainsi  V  ^  fàng^B  ==  0,0 1  ^7493.  Je  la  multi- 
plie par  cos.B  =>cos.85''  7'.  Ce  produit,  que  j'appelle  P,  dqjt  être 
multiplié  par  •COS.  (B  -H  S^B).  ^M^  cÔnîrtie.^B  inVst  inconniie,  je 
l'omets  pour  le  moment ,  ce  qui  revient  au  même  que  d'employer 
là  formule  (IL  S^*)  au  lieu  dèlaiormiile  (H.  32*),  et  je  n'emploie 
que  cos.B.  En  faisant  le  calcul  ^  J9  trouve  3^B  =  P  X  cos.B== 
,0,000121375.  Je  clierchp  dans  là  table  (Â  A)  l'arc  dont  la  valeià: 
est  le  plus  immédiatement  au  dessous  de  cette  valeur  de  ^B  ;  )ë 
trouve  que  c'estl'arç  de  20"  ,!et qu'ilréste  0,00002441 2  ;  je  trouvé 
.lie  même  que  ce  reste  répond  à  Vin  arcd^  5  ^^  et  qu'il  reste  encore 
-0,00000017 1«  Pour  avoir  la  vdeiirxIeJce  second  reste  en  décimales 
de  secondes ,  je  prends  dans  la  même  table  Faix:  d'une  seconde  = 
-0,000004848,  et  je  dis.     .        ■.  ' 

0,000004848  l  i5  •  •  oi6oooÓDi7i  •  a:"  =  o",028 
Donc  8|B  =  i5  "  y  028.  Donc  rerreor  qui  résulte  de  ce  qu'on  a  eni^ 
ployé  cos.B  aii  Heu;d&cosi(Rw^  9|^^>'ne'vft  pas  à  55^  de  seccfind*. 
::Au  surplusUi  ^rvônloitiaiie  exactitude  rigcnireuse  ;  après  avoir 
trouvé 8|B:;=  25"  àlrès-peuprês,  onîrecotamcncei-oit  la  dernier^ 
jnuiltipHcatioii,:  en  y  eihplòyant  cos.(B  ^^  ^5''),  au  lieu  de  cos.B, 
«t on  auroit^B^B 2==  F? >^. ìTO5ì;85*^ ytf  25:'/.  éià  o,Oôoii2;i 2ôtà  =  .25  ^ 
:«xactenie)itvËK  général  wrâf^^  6r]^mir>8emiblet  biAplû^^ 

>k  formule  (IL  39l)^iaii.iièu  de  (là  %i^uld>^li  3^9^!)  ,  danso^tJb 
opération  ;  mais  noh  daos  kpréo^fientèvdù  moins  si  l'on  veut  la  tan- 
"gentfiBMC^prédsion^qafâliquoi:!]  vanràr^   aûbiMifeireii^gé  cle  la 
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(IL  39*),  on  trouveroît  tang-SS""  7',  26"  =  11,7212258,  valeur 
plus  petite  de  0,0000288 ,  que  la  valeur  exacte. 

Les  tables  dont  nous  avons  parlé  dans  ce  Chapitre  se  nomment 
Tables  trigonomé triques  en  nombres  naturels;  ce  qui  les  distingue 
de  celles  auxquelles  nous  allons  passer. 


C  H  A  P  I  T  R  E    V  I  I. 

Des  Tabies  trigonométri^ues  en  logarithmes. 

164.  vJn  ne  peut  assez  dire  combien  nous  devons  au  Baron  de 
Neper,  Ecossois^  inventeur  des  logarithmes  dont  Tutilité  dans  les 
Mathématiques  est  au  dessus  de  toute  expression.  C'est  à  ?  Algebre 
à  développer  la  théorie  sur  laquelle  ils  sont  fondés,  et  les  services 
importants  et  multipliés  qu'on  en  retire.  Cependant  nous  insérerons 
ici  une  partie  des  règles  qui  les  concernent ,  pour  nous  mettre  jeu 
état  de  traiter  complètement  de  la  construction  des  tables  trigono 
jnélrîques  en  logarithmels-  . 

Si  Ton  nomme  c  la  caractéiîstique  d'un  logarithme ,  on  sait  que 
c  -f-  1  exprime  la^  quantité  des  chiffres  du  nombre  entier  corresr 
pondant  à  ce  logarithme.  Par  exemple  o,3oio3o  est  le  logarithme 
de  2,  et  2,3ôio3o  est  le  logarithme  de  200  ;  or  dans  le  premier 
cas,  c  ==  o  ;  donc  Je  nombre  entier  doit  aVoir  iiiif«éiil  chiflfrc,  et 
en  effet  ce  nombre-est  2.  Dans  le  second  cas ,  c=  2;  donc  Ife 
nombre  correspondant ,  5toô ,  doit  avoir  et  a  en  effet  trois  chiffres. 
D'après  cette  règle,  il  faut  que  la  caractéristique  des  logarithmes 
des  fractions  ioit moindre  que  Eero,c'eslhà4dire  négative  (id).Nous 
traiterons  seulement  des  logarithmes  des  fractions  décimales ,  pat- 
ceque  toutes  les  autres  fractions  peuvent  se  réduire  à  celles-*là» 

Les  logarithmes  des  fractions  décimales  peuvent  s'exprimer  de 
trois  manières  difiëientes.  Soît  pan  excomqilâia  firactipu  0)7^^^  a^ 

Selon 
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Celqn.,la^tìi^riiB,  de?  lo^apthiiïes  v:Oi>  aurçi  log.  ^—  log.y,^';--^ 
log.  1  oq :^  1 ,875o<î .—  2,popQp f  ea,H'employant,,pour  sibrégeVj 
que  cinq  décimales  ;  et  en  efrectuanl  la  soustraction ,  log.  ~  == 
—  0,12494,  Mais  cette  mólhode  ,.qiioîqu'exac.te ,  €st  absojumeni 
prQsçifîte>.  A  cause*  cjes  inconvénients  des  Ipgariihmes  négatife.  Le 
principal  est  qu'on  ne  peut  avoii\par  lés  tables  ïe  nombre  cojrrçs^ 
pp^daut-à  wi  parieillogai^fcnipiei  flu.en  regardantcejipHibr^  çpmiiiçi 
le  dénominateur  di'une  fraction  ayant  l'unité  pour  nvmératcun 
J)'oii  il  suit  que  le  nomt^re^cor^ç^pondant  à  chaque  différent  loga- 
rithme négatif  à  ùh.dénojninateuy  difïcrent  ,^  et  qu'on  a  ainsi  dej 
fractions  qui  ne.  jouissent  pas  de  l'avantage  qu'ont  les  fractions  dé- 
-cimales,  d'être  immédiatement  comptables  entre  elles^  .  •  .'  >^ 
.  .  Ija  seconde  maniere,  adoptée  par  quelques  Auteurs ^-con^s te 
â  effectuer  la  soustractioii  gur  les  seules  caractéristiques.  Par  exeiiijij 
pie ,,  log-  i^=- 1 ,87506  —  2,00000=  —  1  •+-'0,87506  ;  <;e  qu'ilf 

cçrivent  encore  comme  il  suit;  i, 87506.  Ciette  maniere  est  expé^ 
fiitive.;  mais  elle  n'est  pas  la  plus  usitée  ,  parcequ'elle  nécessite 
aussi  l'emploi  du  signe.négaiif»  et  qu'il  faut  de  l'attention  pouf  n^t 
pas  se  tromper  dans  les  dewx  opérations  contraires ,  l'addition' des 
décimas  et  la  soustraction  des  caractéristique?.  Voici  un  exemple 
de  cette  maniejre  ;  ayant  trpuvé  le  dog.  de  ,^,  je  supppae.'qu'o]^ 
cherche  par  les  logarithmes  le  produit  de  12  par  i~: 

îog.ia=  1,07918 

; . ^-  log. ^=7,87506  ; .; 

•  I    ■    ■        i     ■  ■■ 

som.  oulog.(i2  X  ^)  ==log.  9  =  0,^5424      •  : 

Et  tel  est  en  effet  le  log.^  de  9  dans  les  tablés. 

Nous  croyons  devoir  avertir  que  quelques  Auteurs  wnettent 

dansJes  tables  la  virgule  entre  la  carg.ctéristique  et  les  décimales., 

1 65.  Venons  à  la.  troisième  maniere^ qui  semble  plus  généralemeirt 

suivie.  Comme  il  ne  peut  arriver  dans  aucun  calcul  qu'onse  trompe  de 

.  jdix  mille  millions,,  on  ae.çipujrt,qncua  jisque  de  suppçser  la  caraçté- 
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risrique  plus  forte  d'une  dixaine  d'unités ,  toutes  les  fois  que  celar 
sera  nécessaire ,  pour  Favoir  toujours  positive.  Ainsi  dans  Texem- 
ple  proposé ,  si  on  fait  log.^^  =  1 1,87506  —  2,00000 ,  on  aura 
log.  o,  75  =9,  8j5o6\  mais  suivant  les  principes  donnés  (164)»' 
9,87506  =  log. 7500000000  ;  donc  pour  que  ces  caractéristiques 
ainsi  confondues  induisissent  en  erreur  ,  il  fàudroit  se  tromper  an 
point  d'employer  7500  millions  au  lieu  de  ^  ou  des  |  d'une  unité  ; 
ce  qui  est  impossible. 

Si  Ton  observe  que  9,87506=  10 —  0,12494  ^  on  en  conclura 
i"*.  qu'il  est  facile  de  convertir  en  logarithme  positif  tout  logarithme 
négatif,  (164)  ;  2^  que  la  caractéristique  du  log.  d'une  firaction  dé- 
cimale est  toujours  moindre  que  io« 

En  ajoutant  10  à  la  caractéristique ,  on  a  donc  log.  0,75  =: 
9,87506*  Par  la  même  raison ,  log.  o,  075  =  log.  ^  =  8,  87506  ; 
log.o,  0075  =  log.  ^  =  7, 87506  ;  et  ainsi  de  suite.  D'où  résulte 
cette  règle  ;  le  logarithme  d'une  fraction  décimale  a  pour  caracté^ 
ristique  le  complément  à  ^  du  nombre  des  zéros  qui  se  trouvent  de 
suite  après  la  virgule  dans  la  fraction  donnée. 

De  cette  règle  il  suit  que  quand  on  aura  le  logaridime  d'une 
fraction  décimale  ,  pour  connoître  cette  fraction,  on  cherchera 
-dans  les  tables  à  quel  nombre  répond  le  logarithme  donné ,  sans 
tenir  compte  de  la  caractéristique  ;  puis  on  mettra,  avant  le  nombre 
trouvé  ,  un  zéro  suivi  de  la  virgule  et  d'autant  de  zéros  qu'il  man- 
quoit  d'unités  à  la  caractéristiqjie  pour  qu'elle  fût  égale  à  9.  Tout 
cela  sera  facile  à  entendre ,  pour  peu  qu'on  réfléchisse  aux  exem- 
ples qui  précédent  et  à  ceux  qui  suivent. 

i66.  Nous  avons  dit  que  le  log.  d'une  fraction  décimale  a  tou- 
jours une  caractéristique  moindre  que  10;  de  là  il  suit  que  dans 
r addition  des  logarithmes  des  fractions  décimales ,  on  ne  doit  pas 
tenir  compte  des  dixaines  de  la  caractéristique  de  la  somme.  On 
les  supprimera  donc  ;  et  il  en  résultera  que  si  le  log.  d'une  somme 
doit  être  celui  d'un  nombre  entier ,  la  caractéristique  se  trouvera 
exacte  et  sans  augmentation  ;  et  que  si  ce  logaritlime  doit  être  celui 
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ffimé  fraction,  la  caractéristique  sera  conforme  à  là  règle  (i65).' 
Par  exemple,  si  on  cherche  par  les  logarithmes  le  produit  de 
24  X  0,75,  on  aura    log.  24  =    i,38o2t 

log.o,  75=    9,8750(5 

somme  11,25527 
En  négligeant  les  dîxames  de  la  somme  ,  nous  aurons  seulement 
1,25527 ,  et  l'erreur  qui  résulte  de  la  règle  (i65)  sera  détruite  , 
puisque  ce  nombre  est  le  logarithme  exact  de  18  =  24  X  ^'^7^* 
Mais  si  l'on  cherche  le  produit  de  o,  75  X  o,  4  j 
log^o,  75=    9,8750^ 
log.o,  4    =    9,  <Î0206 

somme  19,47712 
Par  la  suppression  des  dixaines,  la  somme  sé  réduit  à  9,47712; 
et  il  est  alors  aisé  de  voir,  d'uprès  la  règle  donnée  (  i65),  que  la 
caractéristique  indiqwjB  une  fraction  décimale  1  et  que  le  Jogarithmii 
trouvé  est  celui  de  o,  3  =2  o,  75  X  o,  4* 

1 67.  Qu'on  observe  donc ,  comme  une  régie  générale^  de  sup* 
primer  toujours  les  dixaines  de  la  caractéristique.  Ainsi ,  par  exem^ 
pie  ,  s'il  s'a^t  d'élever  une  fraction  décimale  à  une  puissance 
donnée  ;  puisque  le  quarré  de  0,4  6st  0,16,  on  aura  2  log. 0,4  =1 
19,20412,  et  on  écrira  seulement  9,20412^  conformément  à  la 
règle  (i65).  De  même  si  l'on  veut  par  les  logarithmes  le  cube  de 
o,  4  qu^  ^^^  O9  0^4  )  ^n  ^^^^  3  log.o,  4  =5=^  28,80618 ,  et  on  écrira 
8, 80618.  On  voit  que  nous  avons  négligé  dans  la  caractérisa 
tique  une  dixaine  pour  la  seconde  puissance ,  &t  deux  pour  la  troi^ 
sieme  ;  on  en  supprimeroit  trob  pour  la  quatrième  ,  et  ainsi  de 
suite.  Conduons  de  là  que  pour  l'extraction  des  racines,  qui  est 
l'opération  invçrse  ^  il  Êitit  suppléer  ces  dixaines  négligées;  san9 
^uoi  le  calcul  ne  pourroit  être  exact.  On  écrira  donc  ou  on  sous- 
^ntendra  m  —  1  de  dixaines  avant  la  caractéristique,  en  appeHaiu 
m  l'exposant  du  radical.  Ainsi  on  suppléera  une  dixaine  pour  I^ 
laçipe  quanée  I  deux  pour  la  racine  cubique  9  et  ainsi  de  suite. 
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Pour  avoif  par 'lé  movyen  des  vlogavUh<"€s>.k  manQ.cjubiqiig.^^^ 
oço^4.y  cloiiif:  h  logarithme  esL8, 8.o6i8;  avant  do  i^ivijêr  -CÇr.lPSav 
rlthine  par  3 ,  siipplcçz  de^ix  ^ix^ines  à  la  caractérislic^ue  ,  e^i-ccrins 
vant  28,80618;  le  cjuotîent.fje  la  division,  9, 60206,  sera  le  Ioga- 
rithme  de  0,4  =  v(0|9(^4^  ".  ".,..., 

.,  Je  nre  suis  un. peu  étendji  sur  les  lpgarithme&  desr fractions »déci-T 
inales,à  cause  de  Tusage  continuel  qu'on  en  fait  dans  la  Trîgonomé-- 
Irie.  Les -tangentes^  jusqu'à  4^%  et  tous  les  sinus ,  ne  sont  que  deS; 
fractions  décimale3 ,.  lorsqu'on  suppose  R  =.  1 .  Les  caractéristiques* 
de  leurs  logaiithmessont  aussi ,  .dan3  le3.  labiés  ,  conformes  à•la^ 
règle  que  nous  avons  donnée'  (1 65).. Quant  aux  tangentes  des  arcs- 
plus  grands  que  de  45°>  quelques  tables 'emploient  pour  caracté- 
ristiques 10,  11,  Sec.  Dansf  ces  whlfeiS  les  lignes  trigonométriques- 
sWit  considëréfe^non'Gdnliffe  pdAies^d^K^rx:  ï,  maig.  comme  pai'-î 
<es  de'R  =ii  ibooooooddoi^Loi-sqin^i'jë^rends  les  logaEkhmesidartSr 
les  tables >  je  néglige  cort^àmuient  la  dixaine ,  m'en. tenant  à  las 
seule  supposition  que  R  ==;  ty  Goirano  à  la  plus  commodei./  .  ìj.  J 
'  .  168:  <L^  fabiç^'trigoïi^iiéttiquesenlogari  cairn- 

lëcs  par  Briggs aVeC^^tiiniîcfehilfres'potiïchaquecentiemé de  degrë  ^, 
{Trigonometrìa  iBrihïtnica.^Gôiiàià^  t633);  et  par^Adrieh ULacq^^ 
tivec  onze  ckifFres  ^  dô  dixen  di|L  secondes,*  (  Trigonomctna  artiji^ 
cîalis...  • .  •.  ab  Adriano'Ulacco, .  J  Goude&y  1 633  )•  Ces? ^lablcs;,  dçvch 
hues  aiijotn-dlittîitrè^  ^ares'^  mil  été  rédidtes  à  htót.^hiiEhes  par 
Gardiiié^y  tìenli  V^ditkn^doiinée  àlLondres  xînii74a>  tk  ét«  réiut^ 
primée  err  plusiiBui^s  efxdipits.  Ettes  co*i  tiennent  alissi  les  fogSrilhinéi 
des  nombres  jusqA*à;  toô6>co5';el  par  le  mbyen  des  "parties^  pi  oporf- 
'tiôrineiles;,  elle»  fesdonnenr  aisément  jii«sqii!ifc:;unmiIlÌGni  Ge  sont' 
les tâbles'Ies  plusgéhérdemeìnt'HdoptéesjJoHÌh€ÌFtjieunÌe  vient  dieu 
tlorinët'  à*  Paris ^urtë'èditbii'  portati veï^ftitè  dvcic'te;  piai  grand  soin  ;, 
et  dans  laquelle,'  entre  autres  a^vantagèsi,  l^s  logaritlimes  ©t  leur& 
différences  ont  êtêdispôîsés  pârM..Gallet  d^un*e'mi»iiere  très  com>- 
mode,:;-''-^  ••*■-' ■'"•  -,  :'^'  '  ^'  -^  .■../•:;  :.^  .••:-'.•;••'.  -m 
•^    Fersnadéde  rk»p^tatìt6>id*a>fòii  des- {tabler  ^aths  firrpur-r  j'ai 
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Vi^j^tfij^ctrfFre  garxhjf^^^^  imprimées  à  Paris  (che2i» 

Desaiut,/i768)-»,et  qui  sont  portatives  et  d'un  usage  facile.  Cetic.. 
édition  est  épuisée;  "irtUis  j'ai  cru  faire  une  chose  utile  et  agréable' 
aux  possesseurs  de  ces  Tables  y  et  à  ceux  qui  pourront  se  les  pro^ 
curer  par  la  suite  dans  les^ven tes  des  bibliothèques  particulières  à- 
Paris,  que  de  publier  à  là  finMecet  Ouvrage  la  liste  de  toutes  les; 
«rreurs^ue  contiennent  ceâ^  mêmes  tables.- 

'  Je  supposé  àctiiellèméht,  comme  nousPavonS  fait  }5t)ur  lès  lignes^ 
KrigojiométriqûèS  en  nonibres  naturels,  qu'on  ait  besoin;  dans  cer-- 
l^inà  càs/dt  leurs  logarithmes  avec  pins  de  chiffres  que  n'en  onP 
eénx  des  tables  que  Fon  passede  ;,qu  biôn  que  Ton  veuille  coiis»^ 
araire  de  nouvelles  tables  avecpliis  de  chiffres  que  n'eu  Gontîenaen& 
œlles  qu'on  a  faites  jusqu'à  prisent:  voyions  quels ^aont  alors  IpSi 
moyens  les  plus  expéditife  pour  résoudre  ces  questions*  > 

169.  Par  des  voies  très  laborieuses,  mais,  toujours  savantes^ 
Êulei^  (Inùrod..  in  Analjs.  irijïnîtl  Toni.  F,  194)  ^  disposé  ,'aVëc 
vingt- décimales  dansthaque  terme  ,  defix  séries- qiri  donnent  l'e^ 
fogarithrae  hyperbolique  (  171  )  du  sinus  et  dit  cósirrùs  d'un  'anglcf 

quefconque,  désigné  généralement  par  ^  po^isahsqù'irsoitbesbîiij^ 

•         .  .  ■.         .      ■•     -  -    .    .  » 

de  çonnoître  la  valeur  de  ces  lignes  en  nombres  naturels.  Ces  séries 
sont  très  convergentes,,  et  pourroient  êtrç  utiles  pour  .la  construc- 
tion d'une  table  ;  cependant  il  me  sen?ble  qu'elles  ont  quelques 
inconvénients.  1°.  Qui  youdroit  les  avoir  avec  plus  de  yingt.décÌT 
maJes ,  aufoit  peut-être  autant  de  peine  à  les  prépai;er ,  en  suivant 
lesprineipes  d'Euler^  qu'à  construire  la  table  même  des  logariLhines 
de, degré  en  degré,  par  les  moyens  que  nous  donnerons.  '2^.  Ces 
sériçs  supposent  que^l'on  çoimoi^se  avec  autant  de  chifFres  qu'oi^ 
eu  ycjut  pfir  chaque  terme,  les  logarithmes,  des, nombres  m  ,  n^ 
41  — •  m.  n  -f-  m ,  2 /z  — ?  m  ,  et  2 /i  -+-  m  :  il  faut  donc  former 
pour  chaque  sinus  et  cosinus  chacun  de  ces  logarithmes  ,  si  ou 
ne  les  a  pas  dans  les  tables  avec  autant  de  décimales  qu'il  est  né^ces- 
^i^e..^ . 3''^.  Ch4çun::^des  teimes  des-  sériés  d'EuIer  est . epcpiiméj ^^ 
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décimales  qui  doivent  être  multipliées  \  savoir ,  le  premier  terme 
par  ^  ,  le  second  par  ^ ,  le  troisième  par  ~  ,  et  ainsi  de  suite^ 
Qu'on  cherdxe,  par  exemple,  le  logarithme  du  sinus  de  43"*,  on 
aura  ^  90*^  =  43**,  et  par  conséquent  2  =  il .  or  ,  quelle  fatigue 
n'cprouvera-t-on  pas  pour  élever  d'abord  cette  fraction  aux  puis- 
sances seconde,  quatrième,  sixième,  &c.  ,  et  multiplier  ensuite 
chacune  de  ces  puissances  par  les  termes  correspondants  exprimés 
en  décimajes.  Ces  séries  seroient  ^  1^  vérité  commodes  pour  les 
arcs  qui  sont  parties  aliquotes  de  pp*";  par  exemple  pour  Y^c  dç  45°, 
on  a  ^  =  ï  îpour  l'arc  de  18*^ ,  ^  ==  ^^  gcc  ;  m^is  ces  arcs  sont  eu 

pedt  nombre.  Au  contraire  si  on  demande  le  logarithme  du  sinus 
d'un  arc  exprimé  en  degrés,  minutes,  secondes  et  dixièmes,  que 

Ton  ait,  par  exemple,  -  90"*  =  ^3*  17'  17",  7;  il  faudra  réduire 

les  deux  arcs  en  dixièmes ,  et  on  laura  ^  =  '^-"'^  7  '^  =  ^^/^t' 

Il  est  inutile  de  faiie  observer  quellp  seroi t  la  longueur  des  opéra^ 
lions  auxquelles  conduiroit  une  pareille  fraction.  Le  même  inconvé- 
nient affecte  les  séries  données  par  Euler  pour  le  c^cul  des  lignes 
irigonomé triques  en  nombres  naturels. 

1 70.  Ces  difficultés ,  et  le  désir  de  donner  des  formules  géné-^ 
raies  qui  fussent  applicables  à  tout  arc  exprimé  en  nombres  entiers 
ou  fractionnaires ,  et  telles  que  le  nombre  de  décimales  de  chaque 
terme  ne  fût  point  limité  et  que  ces  formules  ne  supposassent 
d'ailleurs  rien  de  connu  que  l'arc,  étoient  des  motife  suffisants  pour 
m'engagor  à  faire  des  tentatives  réitérées;  mais  n'ayant  trouvé  jusr 
qu'à  présent  que  des  séries  moins  convergentes  que  celles  données 
Chap.  V,  je  regarde  en  général  comme  la  voie  la  plus  courte  celle 
de  déduire  les  logarithmes  des  lignes  trigonométriques  ,  de  leur  va- 
leur trouvée  d'abord  en  nombres  naturels ,  sur-tout  en  employant 
les  formules  expéditives  que  nous  donnerons  tout-à-l'heure. 

Comme  les  Ouvrages  qui  traitent  des  Eléments  d'Algebre  no 
donnent  pas  tous  les  formules  élégantes  qu'on  a  imaginées  pour  1^ 
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construction  rapide  des  logarithmes,  et  que  la  plupart  de  ces  Ou- 
vrages ne  font  qu'expliquer  Fusage  des  logarithmes  ordinaires, et  sur 
quels  principes  ils  sont  fondés ,  je  crois  devoir  faire  connoître  ces 
formules  à  ceux  de  mes  Lecteurs  qui  n'en  seroient  pas  instruits. 

Problême.  Etant  donné  un  nombre,  trower  son  logarithme. 

La  solution  qui  suit  est  en  partie  tirée  des  Éléments  de  Mathé- 
matiques de  M.  l'Abbé  Marie. 

Soit  (  1  -I-  x  )  le  nombre  donné ,  (  i  H-  z  )  un  autre  nombre 

quelconque  ,  et  soit  a'^  =  (  i  -f-  :r)  ,  et  a"  =  (  i  H-  z).  Selon 
les  notions  élémentaires  de  la  théorie  des  logarithmes ,  m  est  le 
logarithme  de  (i  -l-a:),  n  celui  de  (i  H-z);  a  se  nomme  la 
base  des  logarithmes,  parce  que  chaque  valeur  différente  de 
a  change  les  valeurs  de  m  et  de  /i ,  et  constitue  un  système 
différent  de  logarithmes.  De  plus ,  comme  les  équations  ci-dessus 

n 

donnent  a""*=(n-a:f  =  (i  -t-zr,ona  n-z  =(H-^)'^': 
ce  qui  prouve  une  dépendance  réciproque  entre  les  logarithmes  de 
deux  nombres ,  dans  quelque  système  que  ce  soit,  puisque  le  Ioga- 
nthme  m  d'un  nombre  (  i  -H  x)  suffit  pour  fixer  la  valeur  du 
logarithme  /zd'un  autre  nombre  quelconque  (i  ■+•  z). 

Supposons  maintenant  log.  (  i  -f-  a:)  =  Mx  -+-  Nx^  -f-  Px^  -f-^ 
Qx^-H&c.^  etlog.(i  H-z)  t=  Afz  -^  Nz"  -^^  /^z^ -H Qz^ -+- &c. 
Si ,  en  combinant  ces  équations  avec  celle  ci -dessus  i  n-  z  =^ 

n 

(  1  -H  x)*",  nous  en  tirons  une  valeur  des  indéterminées  M^N^  P,  &c; 
cette  valeur ,  substituée  dans  la  premiere  de  ces  trois  équations , 
nous  mènera  à  la  solution  du  problême. 

n 

Or,  Péquatîon  i  -f-z  =  (i  Hr-  a:)'"  donne  (en  faisant ,  pour 
plus  de  simplicité^  ^  =zr  r),  log.  (  i  -+-  z)  =  r  log.(  i   -f-  x). 
DoncMz  -^  Nz" -^  Pz^ -\-&LC.=zr{Mx-{-Nx' -^ Px^ '+^S<.(:.y. 
Prenons  la  valeur  de  z  dans  l'équation  i  -+-  z  =  (  i  -f-  a:/,cn  dé- 
veloppant le  dernier  binôme  par  la  formule  de  Newton  ;  ce  qui 
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hVaiif  r(*fife'  Volrnf 'de':z"^TnnsTcVJ^'Ì<5n  ■•■J'i-J^-^  -V;^'  '-+^'  SJ"*?-  "=^" 
>•  (Mr  -4-  •  A\r^  -4-  &c. )  /'fllvìsan't.piir  r,  transpoi-ìtint  dUifì'sCùfc^té 
toitéìr^  fermes  J  e t'ics  ordonnant  ptirrapporlrà-  i,  bn  aiira     '•  ''■''■ 
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rÇr— 1)' 

-HQr'  H-&U- 

iÉgaliint  e.nsmte  à  zéro -chaque  colonnei  verticale  ,  seloii  les.prÌH'- 
-cipes  exposés (i/j 8), OH  a  i°.  A/  —  M=  o;  ce  (pii  ne  donne  au- 

^•une  valeur  pour  M  ;  2^  M  ^-^'  -f-  AV  —  A^=  o  ;  d'où  Ton  tiré 

N  =  —  5  M.  En  substituant  cette  yalqiir  de  A%  la  troisième  co- 
lonne donne  P  =='.  A/;  de  même  la  quatrième  donne  Q  ='• — ìiM\ 
en  continuant  ropcratîon  ,  on  aiirolt.  lì  ='j  M  ^  et  ainsi  de  suite. 
Donc  en  substituant  ces  valeurs  de  A^,  P,  (),  Sec.  dans  Téquatiou 
log.(i  -+-  a:)  =  Mx  -f-  Nx-  -^  &c.^  on  aura  la  suivante  :•  ' 

<A)...log.(i  -^:ç)  =^  M{x  —  U"  -+-i  Jt.'— ix^-h&c.) 

171.  01)servcns  d'abord  qu'un  môme  nombre  tel  que(i  -l-x)peut 
avoir  une  infinité  de  logarithmes  différents  ,  selon  la  valeur  diffé- 
rente qu'on  voudra  donner  à  rindéterminéë  M  qui,  par  cette 
raison ,  se  nomme  le  module.  Le  système  le  plus  simple  est  celui 
dans  lequel  on  suppose.Af  =  i  :  les  logarithmes  calculés  dans  celte 
supposition ,  se  nomment  logarithmes  naturels^  ou  logarithmes  hy^ 
perbolîgiics^  à  cause  de  leur  usage  dans  la  quadrature  de  l'hyper- 
bole. 

172.  .Observons  encore  que  pour.^ivoir  le  logarithme  de  i  ^ 
,Ufaut  faire  iXv..==  o,  M^i^  >  .claus  c(î::Caç:y.,lç^QÇûnd  membre  de 

l'équaliou 
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Féquadon  (A)  se  réduit  à  zéro  ;  donc,  dans  tous  les  systèmes  ima* 
ginablesj  log.  i  =  o. 

173.  Si  on  appelle  /  le  logarithme  hyperbolique  d'un  nombre 
quelconque ,  T  le  logarithme  du  même  nombre  dans  un  autre  sys- 
tème, et  S  la  somme  de  la  série  (a:  —  i  a:*  -+-  &c.)î  on  aura 
/=  5,  et  T=z  MS  =  ML  Donc  en  muhipUant  le  logarithme 
hyperbolique  d'un  nombre  par  le  module  d'un  autre  système^  on 
aura  le  logarithme  du  même  nombre  pour  ce  système. 

On  a  aussi  /  =  j^  ;  donc ,  en  dimant  un  logarithme  d*un  sys^ 

téme  quelconque  par  le  module  de  ce  système ,  on  aura  le  Ioga-- 
rìthme  hyperbolique  correspondant. 

174.  On  ne  voit  pas  d'abord  comment  l'équation  (A)  peut 
donner  le  log,  d'un  nombre  quelconque  ;  car  la  série  est,  à  la  véri- 
té ,  convergente  si  on  fait  a;  <  1  ou  a:  ==  1  ;  mais  si  l'on  augmente 
cette  valeur,  il  n'est  pa^  même  besoin  de  la  doubler  pour  que  la 
série  devienne  divergente.  Pour  remédier  à  cet  inconvénient,  appli- 
quons à  la  recherche  du  log.  de(i  —  x)  toutes  lès  opérations  que 
nous  avons  faîtes  pour  avoir  celuî.de(i  ^x)^  et  nous  trouverons 

(B)...  log.(i  —  a;)  =  M  (—  a;  —  ^  a:*  —  i  x^  —  ;  a:*  &c.) 

Or  si  l'on  soustrait  de  l'équation  (A)  l'équation  (B),  et  qu'on 
réfléchisse  que ,  selon  les  règles  ordinaires  du  calcul  des  loga- 
rithmes ,  log.(  1  -4-  j:)  —  log.(i  -^  a:)  =  log.  ^-—^ ,  on  aura 

(C)...  log.  7^=  2M  {x^'^  x"  ^iaf  -^  '^  x'  -H  &c.) 

Qu'on  veuille  donc,  par  exemple,  le  log.  hyperboHque  de  2  ; 
en  résolvant  l'équation  ^zri  =  2 ,  on  trouvera  a:  =  | ,  et  par 
conséquent,  en  se  rappellant  que  Af.=  1 ,  (171), 

log.2  =:2(i^-^H-~354-^,  H-  &c.) 

D  est  aisé  de  reconnoître  que  cette  série  e$t ,  sans  comparaison , 
plus  convergente  que  si  on  faisoit  a:  =  1  dansl'éqtiation  (A).  Mais 
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avant  de  nous  occuper  des  appficadons ,  achevons  la  préparation 
des  foimules.. 

1^5.  La  différenciation  des  logarithmes  pour  toutes  sortes  dd* 
difFérences  finies,  se  trouve  facilement  par  le  moyen  des  formule» 
précédentes-  Si  un  nombre  quelconque  n  reçoit  un  accroissement 
^rij  on  demande  quelle  est  Taugmentation  correspondante' du» 
log,  de  n  :  cette  valeur  sera  donnée  par  l'équation  log./zH-  S^log./i' 
=  log.  (/z  -+-  8^/2  ) ,  de  laquelle  on  tire  8ilog./2  =log.  (ji  -+•  8^/z)  -*» 
log./z  =  log-  ï-itSif  =:  log.  (i  H-  ^Y  Si  on  réduit  cette  der- 
nière expression  en  série  par  le  moyen  de  la  formule  (A),  en  faî-r 
sant  X  =r  ^ ,  on  aura 

Et  c'est  la  formule  différentielle  que  Ton  donne  ordinaîrement|.  el« 

donc  on  prend  seulement  lé  premier  terme  -^  pour  les  différences 
infiniment  petites^ 

Si  n  diminue  au  lieu  dé  croître ,  son  logarithme  doit  aussi  dimi- 
nuer. Alors  on  a  log.  {n  —  8^/z)  —  log,/z  =  —  3^1og.72..Le  premier 

membre  se  réduità  log./i  —  ^j  ;etau  moyen  de  la  formule  (B), 
on  a 

(E)...  -  8,iog.„  =  Af  (-^-;  (^)--i  (%:)'_5(a:);_&o.) 

Mais  nous  allons  donner  des  formules  nouvelles,  beaucoup  plus 
convergentes ,  et  qui  pourront  avec  avantage  remplacer  toutes- les 
précédentes. 

Faisons  i^tf  =  ï±Ji?  ;  d'où  Ton  tire  a:  =2  -%4-.  Ensubsti- 
tuant  ces  valeurs  dans  l'équation  (C),  et  mettant,  comme  ci-dessus, 
3^1og./i  au  lieu  de  log.  ^"*^  ^^  on  aura 

(F) . . . ^\o^.n  =  2M  (^,  H-  i  (^J  -+.  i  (^J  -H  &c.) 
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Cette  série  est^sans  coinparaison,plus  convellente  quelasérîe(D) 
pour  calculer  la  clîfFérence  d'un  logarithme  connu  à  un  autre  plus 
grand.  Et  si  on  part  de  la  supposition  que  log. /z= log.  i  =0,(172), 
cette  même  série  (F)  sera  aussi  convergente  que  la  série  (C) ,  pour 
calculer  immédiatemeru  le  logarithme  entier  d'un  nombre  quel- 
conque. 

Quand  3^  ai  est  négatif,  comme  il  en  est  de  même  de  â^log./2 , 
l'équation  (F)  se  change  en  celle-ci  : 

(G) -  -  ò,H.n=^M(-  j^-i  (ï^)*- Ì  (j^:)' - &c.: 

C'est  aussi  ce  qu'on  auroit  trouvé  en  retranchant  l'équation  (A) 
de  l'équation  (B) ,  et  faisant  ^  =  î^=j^. 

Cette  série  est  de  même  bien  plus  convcigente  que  la  série  (E) 
pour  calculer  la  différence  en  moins  d'un  logaridime  connu  à  un 
autre  plus  petit.  Si  on  part  de  la  supposition  que  log./t  =  log.  1  ^ 
on  pourra  calculer  immédiatement  par  la  série  (G)  le  logarithme  en- 
tier négatif  (i(î4»  1^5)  d'une  fraction  décimale  quelconque. 

Faisons  actuellement  un  premier  usage  de  ces  deux  formules 
(F) ,  (G)  qui  sont  d'une  utilité  aussi  grande  que  générale. 

ij6.  Puisque  la  formule  (F)  donne  la  différence  de  Iog.;z  à 
log.(/z  -H  d\n) ,  cette  formule  serviroit  à  construire  avec  beaucoup 
de  promptitude  une  table  des  logarithmes  des  nombres.  Par  exem- 
ple ,  ayant  trouvé  (174)  une  série  expéditive  pour  calculer  le  log. 
hyperbolique  de  2,  (la  formule  (F)  donneroit  la  même  série  en 
faisant  n  =z  i  et  ^n  =  1  ) ,  on  a  aussi  le  log.  de  4 ,  puisque 
log. 4  ==  log. a*  =  2  log. 2.  Ayant  le  log.  de  4,  on  calculera  en 
peu  de  minutes  le  log.  de  5 ,  qui  a  coûté  plusieurs  jours  du  travail 
le  plus  Êistidieux  aux  premiers  constructeurs  des  logarithmes ,  par- 
cequ'ils  ne  connoissoîent  aucune  des  formules  précédentes.  Dans 
ce  cas-ci  /i  =  4 ,  8^/i  =:=  1 ,  et  par  conséquent  l'équation  (F)  de- 
vient 

8,log.4  =  a  (I  4- j^. -f- 5^  H- &c.) 

Lij 
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Quatre  termes  de  cette  série  suffisent  pour  obtenir  la  quantité 
qu'il  faut  ajouter  au  log.  4e  4  pour  avoir  le  log.  hyperbolique  de  5 
avec  sept  décimales  exactes.  Ce  log.  de  5  ajouté  à  celui  de  2  donne 
log.  10  =  2, 3o2585  H-. 

177.  Il  est  facile  actuellement  de  connoître  le  module  des  loga^ 
xithmes  vulgaires  j  c'est-à-dire  des  logarithmes  des  tables  ordinaires- 
On.  sait  que  dans  ce  système  log.  10  =  1;  donc  si  dans  Tcquation 
T  =  MI^  (173)  ,  on  fait  r  =  1 ,  /  étant  le  log.  hyperbolique 
de  10  ,  dont  nous  venons  de  trouver  la  valeur  qui ,  approchée 
jusqu'à  25  décimales, est  2,3025850929940456840179914  =  jj  i 

on  aura  Af  =  o,  434294481903251827651 1289.  En  multipliant 
par  ce  nombre  un  log.  hyperbolique  quelconque  ,  on  a  le  log.  vulr 
gaîre  correspondant  (173)  ;  en  multipliant  par  le  nombre  précé-? 

dent,  c'est-à-dire  par  la  valeur  de  /  ou  de  ^,  un  logarithme  vul- 
gaire quelconque ,  on  aura  le  log.  hyperbolique  correspondant. 

178.  On  nomme  base  d'un  système  de  logarithmes  le  nombre 

dont  le  log.  est  1.  En  effet ,  dans  l'équation  fondamentale  a^  = 

1  -H  .r  ^  nous  avons  fait  m  ==  Iog.(i  -H  00)  ;  mais  on  a  aussi 
//zlog.a  =  log.(i  H-  :r)  ;donc  log.  a  =  1.  Ainsi  10  est  la  base  du 
systônie  ordinaire  ou  du  système  de  Briggs  ,  qui  le  premier  calcula 
les  tables  ordinaires.  Nous  trouverons  (179)  la  base  des  log.  hyper- 
boliques ou  du  système  de  Neper.  Celui  de  Briggs  paroît  être  le 
plus  commode  qu'on  puisse  adopter,  parcequ'au  moyen  d'un  chan- 
gement facile  dans  la  seule  caractéristique ,  le  log.  d'un  nombre 
sert  constamment  au  même  nombre  quoique  multiplié  ou  divisé 
par  une  puissance  quelconque  de  10.  Par  exemple  nous  savons  (164) 
que  le  log.  de  2  est  aussi  celui  de  20,  de  2000,  de  0,02,  &c. , 
pourvu  seulement  qu'on  augmente  ou  qu'on  diminue  convenable- 
ment la  caractéristique.  Les  logarithmes  hyperboliques  n'ont  pas  un 
pareil  avantage. 

179.  Etant  donne  un  loparithmc,  trousser  le  nombre  auquel 
il  correspond.  Ce  problème  se  résout  facilement  en  divisant  pai*  M 
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rëquatîon  (A),  (170),  et  la  convertissant  ensuite  par  la  méthode 
du  retour  des  séries,  (148).  Soit  donc  (1  -+-  x)  le  nombre  cherché^ 

et  Edsons,  pour  abréger,  ^""^'^^^/"^^  =,y  î  Téquation  (A)  convertie, 
donnera  ^^^/H-'Ç  +  ^H^  ^7^7^  H-  &c.  ,  et  par  consé-? 
quent  le  nombre  cherché  (iH-x)  =  i-f-/-4--^H-  &c.  Donc 
en  général  pour  un  nombre  quelconque  n  ,  on  aura 

(H)...«  =  I  ^  (!î-7  +  i  (!¥)•  + jij  (l^:)' + ,^  (!i-"y  +  &c. 

Si  dans  cette  série  on  suppose  log./i  =  1  et  M=  1 ,1a  valeur 
de  n  sera  (178)  la  base  des  log.  hyperboliques.  On  a  donc  n  =: 

1  -1-  -i  H — 1-  -+.  — ^^  -H  — ^— .  -H  &c. ,  ou  ,  en  réduisant  ; 

*      i     *      1.2     *      1.2.3  1  .2.3.4  ' 

n  =  2,7i828i828459o4523535o28,  Cç  nombre  est  d'un  grand 
usage  dans  le  calcul  intégral. 

180.  En  comparant  la  formule  (D)  avec  la  formule  générale  (P), 

(148),  on  a  5^  =  m,  d\n—jr,  ^  =a,  — •  ^.  ==Z^,  etainsi 
de  suite.  Avec  ces  valeurs  de  a,  ^,  c,  &c.,  on  trouvera  celles  de 
AjB^C^  &c.  dans  la  formule  (Q),  (148),  et  la  série  (D)  convertie 
deviendra 

(K)...  3,„  =  „  (?^  4.  i  (h^y  +.  ji,  (s^y  +  &c.) 

En  convertissant  de  la  même  maniere  l'équation  (E) ,  mais  faisant 
bien  attention  aux  signes ,  puisque  dans  ce  cas  m  =  —  m'^j 
y  = —  9|/2,  les  coefficients  a,  6,  c,  &c.  conservant  les  mêmes 
signes  que  dans  l'opération  précédente  ,  on  trouvera 

Cette  formule  peut  .aussi  se  déduire  sur-le-champ  de  la  précé- 
dente (K),  en  considérant  que  quand  3^/2  est  négatif,  c'est-à-dire 
quand  on  passe  d'un  nombre  plus  grand  à  un  plus  petit ,  â^Iog./z 
doit  être  aussi  négatif;  mais  alors  il  faut  que  8^1og./i  change  de  signe 
dans  les  puissances  paires,  selgn  les  premières  règles  de  l'Algebre. 
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181;  La  construction  des  formules  terminée,  il  sera  ufîle  âé 

préparer,  comme  je  Taî  enseigné  (i5i),  les  facteurs  AT  et  j^v 

dont  on  a  un  besoin  continuel  pour  passer  des  log«  hyperboliques 

aux  log.  vulgaires ,  et  vice  versa. 

En  prenant  les  valeurs  (177)  ^  on  a  donc 

M=  0,434^9  44819  o325i  82765  11289 

2M  =  0,86858  89638  o65o3  €553o  22578 

3M  =  1,30288  34457  09755  48295  33867 

4Af  =  1,73717  79276  i3oo7  3io6o  45i56 

SM  =::  2,17147  24095  16259  i3825  56445 

(6Af  =  2,60576  68914  19510  96590  67734 

yM=  3,04006  13733  22762  79355  79023 

8Af  =  3,47435  58552  26014  62120  9o3i2 

jM  =  3,90865  03371  29266  44886  01601 

182.  De  même 

^  =s  2,3o258  50929  94045  68401  79914 

;i=  4,6o5i7  01859  88091  368o3  59828 

jj  =:    6,90775  52789  82137  o5205  39742 
i.  


M 


=  9,21034  03719  76182  73607  19656 
^==11,51292  54649  70228  4^008  99570 

^  =  i3,8i55i  05579  64274  10410  79484 

•^=r  16, 11809  ^^^09  583i9  78812  59398 

^=18,42068  07439  52365  47214  39312 

i  =20,72326  58369  46411  i56i6  19226 

i83.  Au  moyen  de  ces  préparations,  la  conversion  des  log. 
tabulaires  en  log.  hyperboliques  ,  et  réciproquement ,  se  réduit 
à  de  simples  additions.  Si  on  cherche  par  exemple  le  log.  hyper- 
bolique de  10,09;  ^ii'^ii  prenne  le  log,  vulgaire  correspondant 
(avec  huit  déchnales ,  s'il  se  peut^  pour  avoir  la  septième  plus 
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txacte)  }.  ce  log.,  est  1,003891x7  :  en  disposant  en  leur  Heu  les 
produit»  de  ^  par  chacun  des  chiÛresqjui  composent  ce  logarithmei 
on  aura.  - 

■^  css  2,3o2585o9 


o,oo3  

M     

690776 

0, 0008 

184207 

&c. 

20723 

a3o 

a3 

r6 

Somme     2 , 3 1 1 5 44 8  ss  log.  10, 09^ 

Cette  opération  est  si  abrégée ,  que  quelquefois  même  on 
pourroit  la  préférer  pour  la  formation  des  logarith.  des  nombres 
composés.  Au  surplus  M.  Lambert  a  donné  dians  l'Ouvrage  cité 
(146),  une  table  des  nombres  premiers,  et  une  autre  table  non 
noins  utile ,  qui  contient  le  plus  petit  facteur  de- chacun  des  nom« 
bres  composés  jusqu'à  100000.  Gr  connoissant  les  iacteurs  d'un 
nombre,  on  sait  qu'en  sommant  leurs  logarithmes  ,  on  a  celui  de 
ce  nombre. 

1 84;.  Observons  ici,  en  nous  sei  vane  du  même  exemple ,  combietr 
est  convergente  la  formule  (F),  (175).  Il  sufEt  de  calculer  seule^ 
ment  le  premier  terme  de  la  série^  pour  avoir  exactement,  avec  7 
et  même  8  décimales ,  là  quantité  qu'il  faut  ajouter  à  2,3io5532  ; 
logarithme  de  10,08 ,  pour  former  le  log.  de  10,09.  Dans  ce  cas 
A=  10,08 ,  et  8j/i  ==  0,01  î  donc  en  prenant  seulement  le  pre^ 
mier  terme  de  la  série ,  (  car  lé  second  auroit  neuf  zéros  après  la 
Tirgule  ,  et  ne  pourroit  par  conséquent  influer  sur  les  sept  pre^ 
niieres  décimales  ) ,  on  aura 

3jlog./t  =  2  X  s^  ===  o,  00099 1 6 

^•10,08  ss  2^3105532 


Total  ou. log.  I0y09  sss  2, 3 1 1 5448 


88  .  Chap.  vii.   Dès  Logarithmes 

Noiis  rój)éterons  encore  une  fois  que  dans  tous  les  calculs  d'ap-î^ 
proximatîon ,  quand  on  veut  se  servir  d'une  quantité  trouvée  pour 
en  calculer  une  autre,  de  celle-ci  passer  aune  troisième ,  et  aindi 
de  suite  ,  il  faut  faire  les  calculs  avec  une ,  deux,  trois ,  &c.  déci- 
males ,  suivant  les  cas ,  de  plus  que  Ton  ne  désire  d'en  avoir  qui- 
soient  exactes;  autrement  l'erreur  des  décimales  négligées  pourroit 
s'accumuler  et  s'étendre  sur  les  dernières  décimales  conservées. 

i85.  Le  log.  de  lo  étant  connu  (177)^  plus  de  difficulté  sur  la 
divergence  (174)  de  la  série  (A),  puisqu'il  devient  facile  de  la 
rendre  convergente ,  même  pour  les  nombres  les  plus  grands.  Qu'on 
demande,  par  exemple,  le  log.  hyperbolique  de  12389.  Il  est  clair 
que  12389  ==  1,2389  iX  10000=:  1,2389  X  10*.  Donc 
log.  12389  =  4  log.  10  -H  log.  1,2389.  ^^  Élisant  x  =  0,2389,  J*» 
série  (A)  sera  convergente ,  et  donnera  un  logaritlime  qui,  ajouté. 
k  4  log.  10 ,  produira  celui  qu'on  clierclioit. 

Si  au  lieu  de  12389  ,  Je  nombre  donné  étoit  0^12389 ,  on  au^ 

roit  log.o,  12389  =  log.  —^  =  log.  1 ,2389  '. —  log.  10.  De  mémo 

à  0,0012389  on  substitueroit  ìlìH2  .  il  en  seroit  ainsi  de  tous  les 
'  •  1000   ' 

cas  semblables.  Nous  prévenons  seulement  qu'ici  le  log.  le  plus 

grand  étant  négatif ,  il  faut  ^ioustrairp  le  plus  petit  du  plusgraji,d  ^ 

et  écrire  le  reste  avec  le  signe  négatif,  selon  la  règle  ordinaire.  Caç 

par  les  raisons  indiquées  (178),  on  ne  peut  appliquer  aux  log/ 

hyperboliques  des  fractions  l'expédient  adopté  (i65)  pour  les  log.: 

vulgaires. 

186.  Mais  la  série  (F) ,  en  traitant  dejiiême  le  nombre  donné, 

est  dans  tous  les  cas  bien  préférable  à  la  série  (A) ,  pour  calculer 

immédiatement  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque.  En  effet  ,5, 

en  réduisant  le  nombre  1 2389  à  la  forile  1  ,^^389 ,  et  faisant  n  =  1  ^ 

on  aura  ^n  =  0,2389.  Avec  ces  valeurs^  on  n^ aura  à  calculer  que 

trois  termes  de  la  série  (F)  pour  foîmer  avec'sépt  décimales  exactes 

le  log.  cherché ,  tandis  qu'il  faudttiît  calculer  au  moins  huit  termes 

de  la  série  (A)  pour  arriver  au  fnêmcbiité^.  ■ 

187. 
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187.  Plus  le  premier  chiffre  du  nombre  donné  surpasse  Tunité , 
moins  la  formule  (F)  est  convergente  pour  calculer  immédiatement 
le  logarithme  de  ce  nopitre.  S^  ôij  demande ,  par  exemple ,  le  log/ 
de  3412  ;  en  écrivant  3, 412  X'  1000  ,  comme  /z  =  1 ,  on  aura 
3^/1=  2,412  et  a„^\;,  =  TT—i  fraction  beaucoup  plus  grande 
que  la  fraction  —^  qu  on  auroit  eue. par  la  même  série  dans  le 
cas  déTarticle  ptétédént. 

Faisons  donc  3412  =  0,3412  X  10000^  et  essayons  la  for- 
mule (G)  dans  le  cas  dontils'a^t.  Puisque  (  i  yS) ,  —  8^1og./î  = 
lòg.(«  —  8^/?)  —  log./z  i=  log.(/i^ —  ^j/2), lorsque  «==  i ,  (172); 
en  foisant:(/2l-r^^)'qua'--r-^/2:rz3  o^i^^        on-Jaura  B^«  = 

0,6588 ,  et  ^j;-^''^^  =.  7^5^  y  fraction  un  peu  plus  petite  que  j^. 

Donc  il  vaudra  mieux ,  dans  ce  cas ,  employer  la  formule  (G)  que 
la  formule  (F).  1  .;>... 

.188.  Nous  avons  vi^  (i85,.i87),qii''enmiJtipliant  ou  divisant 
parles  puissaoces  de  10 ,  on  peut  réduire  un  nombre  quelconque 
à  u' avoir  qu'un  chiffre  ,  ou  à  n'en  avoir  aucun  avant  la  virgule.  Si 
on  le  réduit  à  ïa  premiere  forpie ,  pn  trouve  impaédiatemcnt  son 
lôg;  entier  par  le  moyen  de  la  fohnule  (P)  ;  et  si  c'est  à  la  seconde, 
par  le  moyen  4e  la  formyle.  (,GX  fl- reste  seulement  à.  éJiablir  une 
règle  précise  qui  apprepne  à  laquelle  des  deux  11  sera  plus  avanta- 
geux de  recourir,  selon  Je^  différents  cas  ;  prqblême  que  nous  allons 
résoudre.      '      *        '.'  r 

.  Jl  e,st;  çjair  queja  plu^.conVjÇigeïitede  çqs^eux  séries^,  sera  celle 
qui ,  dans  le  calcul  du  log.  dW  nombre  clbnpé,  aura  pour  premier 
terraq  une  moindre  fraction.  Soit- donc  en.gçnéral  z  le  nombre  dont 
on  cherche  le  logarithme  ;  l'ég^jKf  é  de  convergence  des  deux  séries 
aura^Jj^u.lorsqi^e  z  sçra  telquç,jparlep  substiftiitions  coavenables, 
Iç  pret^iiençxtçrme.  soiç  fde  mjème  valeur.  daifs^j['iuie.  et  dans  l'autre  ; 
bien  entendu  que  si  l'on  se  sert  de. la  formule  (F) ,  z  est  un  nombre 
réduit  de  maniere  ^  ij' avoir j^u'un  fbi^e  àvaat  la  virgule;  et  que 

M 
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ce  nombre  sera  -^^  c'est-à-dire  qu'il  n'aura  point  de  chiffres  avant 

la  virgule ,  si  l'on  cherche  son  log.  par  la  fonnule  (G).  Cela  posé; 
si,  pour  plus  (le  clarté,  Ton  suit  de  l'œil  l'exemple  (187),  en  y 
mettant  z  au  lieu  de  3,4 12 ,  on  ven'a  que  pour  la  formule  (F), 

— ^\  =  ■  'f""'  =  ^^^  ;  et  qu'en  écrivant  de  même  —  au 
lieu  de  o,  8412,  on  a  pour  la  formide  (G) ,  ^^^^\^  =  ^J^'^J^^     = 

i^-^.  Donc  dans  le  cas  de  valeur  égale ,  on  a  ^-^  =  ^^-^.  En 

résolvant  cette  équation,  on  trouve  z  =  \/\o  =  3,1622776  -4-; 
«t  selon  qu'on  donnera  à  z  une  valeur  ou  plus  grande  ou  moindre , 

on  aura  j^  ou  plus  grand  ou  moindre  ^que^^CA  Donc  toutes  les 

ibis  qu'un  nombre  donné  ,  réduit  à  n'avoir  qu'un  chiffre  avant  la 
virgule ,  sera  moindre  que  3, 16  -H ,  il  sera  mieux  de  chercher  son 
log.  par  la  formule  (F) ,  et  au  contraire  par  la  formule  (G),  si  ce 
nombre  excède  3, 16 -H,,        ... 

Un  log.  étant  connu,  si  ph  veut  de  celiu-là  passer  à  un  autre, 
ces  formules  employées  comme  on  l'a  fait  (176,  184) ,  et  comme 
on  verra  (  189) ,  seront  d'autant  plus  convergentes,  que  le  homt)rë 
72,  dont  on  connoît  le  log. , ^ra  plus  grand,  et  que  ^n  sera  plus 
petit.  ^  \\      .         '       :  ' 

189.  Puisqu'avec  lés  formules  (F)  et  (G)  on  peut  calculer  immé- 
diatement le  logarithme  d'un  nombre  quelcopque,  elles  serviront 
donc  aussi  à  calculer  le  log.  de  toute  ligne  trigonométrique,  connue 
d'abord  en  nombres  naturels.  (Par  logarithme  nous  entendrons 
toujours  à  l'avenir  le  logarithme  vulgàïf e ,  IfeS  log.  hyperboliques 
n'étant  d'aucun  usagé  dans  k-tri^'iiómétrie). 

Si  l'on  veut  donc  construire  des  tables  avec' plus  de  décimales 
que  n'en  contiennent  celles  que  l'oli  a  ,  voici  la  méthode  qui  me 
semble  la  plus  prompte.  Calculons  d'abord  le  log.  dû  dosinus 
de  26*,  l'un  des  plus  avantageux  pour  avoir  là  fornluïé '(G)  conver- 
gente ,  et  en  même  temps  pour  avoir  dans  le  diviseur  un  nombre  de 
chiffres  qui  surpasse  peu  cehiî  des  chiffres  dû  dividende  ;  ce  qui 
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ajoute  à  rexactitude  du  quotient.  Nous  ferons  Topération  avec  peu 
de  décimales;  mais  elle  guidera  pour  faire  le  calcul  avec  autant  de 
chiflfres  qu'on  le  voudra.  J'ai  parles  tables  ços.26^  ==  0,898794  = 

I  —  Ojioiaoó.  Soit  n  =P  ji  et  8^^  5=  oìioì;ìo(ì;  on  aura  (187), 
•^8^Iog.n=:  log. (i  —  8^/t),  log.  cherché.  En déterminantsa  valeur 
parlasene  (G),  on  a 

—  -^       =:=lî:^;;=  — O,053300l5 

~t(^:^J=    •   •  '-  -0,00000008 

Total  —  o,o5335o7  . 

II  faut  multiplier  la  somme  d^s  termes  par  2  -W;  or  l^  le  double 
de  la  somme  est  —  o,  1067014;  a*,  je  prends  (181)  les  produits 
correspondants  aux  chiffies  qui  forment  cette  somme  ainsi  dou- 
blée ;  et  je  les  écris  comme  il  suit  : 

O1O4343945 
3o4oi 

\Z 

'  Total --0,04633983 

Que  Ton  convertisse  en  positif  (1 65)  ce  logarithme  négatif,  el  on 
aura  lo  —  0,0463398  =  9,9536602.  Tel  est  dans  les  tables  le 
log.  du  COS.  de  26*. 

En  déterminant  ainsi  quelques  logarithmes  par  intervalles ,  par 
exemple  de  cinq  en  cinq  degrés ,  plus  ou  moins,  selon  qu'il  pa* 
rottra  nécessaire  pour  l'exactitude ,  on  formera  ensuite  successive* 
ment,  par  une  opération  rapide,  tous  les  log.  intermédiaires.  Qu'on 
veuille,  par  exemple,  déduire  du  log.  de  cos.26*'  celui  de  cos.  26*^1', 
on  fera  n  =  cos.  26**  ==  0,893794,  et  ^n  =  cos.26^  —  cos.26**  1  * 

^3=  Ojpooi 275  î  et  par  çonaéqupnt  ^^  ^^^  =?=  ^y^y^fcy  Observons 

Mij 
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que  le  numérateur  n'a  que  quatre  chiffres  efFeetifs  ,  tandis  que  Ie| 
dénominateur  en  a  huit.  Pour  faire  la  division  il  seroit  donc  néces- 
saire d*ajoutértlès  zéros  au  numérateur;  maison  n'aurait  pas  ainsi 
la' véritable  diflférence  èfttîe  eos.oîS*'  et  cos.2^*'  i',  puisque  si  les 
tables  ne  donnent  les  cosinus  qu^avec  sept  décimales,  c'est  qu^elles 
négligent  celles  qu'on  auroit  au-delà.  Or  il  y  a  un  moyen  facile  de 
connoître  cette  différence  avec  plus  de  décimales  que  n'en  donnent 
les  tables,  môme  sans  connoître  la  valeur  absolue  des  deux  cosinus. 
En  faisant  B  :^^6%  et-^fB  =•  i  ',  on  a  (II,  3i'),  —  8^cos;26^  = 
2 sin. 3o"  sin. 26!  o'  ,3o ".  En  calculant  cette  formule  avec  les logj^ 
des  tables  ordinaires,  j'ai 

:  .  log.7,    =   0,3oio3oQ        ..    . 

log.  sih.3o''^=  6\\ 62.6^61 

.     log. sin. 26*^0'  30"*  =.  9,64.19714 

log.  —  â^cos.B  =  d,  10569  7  5 

Ce  log.,  dans  les  tables  des  îog.  des.  nombres ,  correspond  au  nom- 
bre 0,000127555  ;  et  telle  est  la  différence  qu'on  auroit  trouvée 
entre  cos.26°  et  cos.26°  1  ' ,  si  on  eût  calculé  ces^osinus  avec  neuf 
décimales  exactes.  C'est  un  exemple  de  l'utilité  des  formules 
(II.  3o*  à  33*).  Au  surplus  on  n'auroit  pas  besoin  de  cet  expé- 
dient pour  construire  une  ^able  ,.parce  qu'alors  il  est  nécessaire  de 
connoître  les  sinus  et  cosinus  en  nombres  naturels,  avec  quelques 
décimales  de  plus  que  l'on  n'en  veut  dans  leurs  logarithmes  (1 84). 

Comme  nous  n'avons  employé  que  huit  décimales  dans  nos 
calculs  pour  trouver  le  log.  de  cos.26%  il  est  inutile  d'en  employer 
davantage  pòiir  la  recherche  de  la  différence  entre  ce  log.  et  celui 

de  cos.26^  1  ' .  Il  suffit  donc  de  faire  ^  ^      s^„  =  ^~^rnr-  ^'^  <lé- 

2/*  —  ^n  1,7974^ 

signé  par  un  point  dans  le  dénominateur ,  le  chiffre  à  compter 
duquel  il  suffit  de  commencer  la  multiplication  par  le  premier  du 
quotient^  en  tenant  compte  seulement  des  dixaines  données  par  le 
chiffre  voisin  4 ,  ou ,  si  Ton  veut,  par  les  deux  derniers ,  46»  On 
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trouvera  pour  quotient  0,0000709^,  dont  le  double,  multiplié 
parAf,  donnera 

—  Sjlog.cos.  26°  =  — •  0^000061 63 

9,95366017  =  log.cos,26°  avec  8  décîma- 

les,  comme  on  Ta  calculé. 

Différence  9,9635985    =  log.cos,26°  1  ' ,  et  c'est  ainsi 
que  le  donnent  les  tables. 

Dono  avec  un  seul  terme,  de  la  série  (G),  (car  dans  le  second 
la  virgule  seroit  suivie  de  douze  zéros  au  moins) ,  nous  sommes  arri- 
vés du  log.  connu  de  cos.26°  à  log.cos.26°  1  '  ;  on  poiuroit  calculer 
de  même  les  logarithmes  des  cosinus  des  arcs  plus  grands  ,  de  mi- 
nute en  minute  ;  et  au  moyen  de  la  formule  (F) ,  ceux  des  cosinus 
des  arcs  plus  petits.  Il  est  donc  clair  que  si,  au  lieu  de  constmire 
une  table  de  logarithmes ,  de  minute  en  minute ,  on  la  desiroît  de 
10"  en  10'',  ou  de  degré  en  degré,  &c.,  on  pourroit  user  de  la 
même  méthode ,  pourvu  qu'on  ne  négligeât  pas  ce  que  nous  avons 
^it(i84). 

Si  nous  avons  suggéré  de  commencer  le  calcul  par  un  cosinus , 
c'est  que  quand  on  a  les  logarithmes  des  cosinus  de  0°  à  45°,  on  en 
déduit  tous  les  autres  par  de  simples  soustractions,  au  moyen  de 
la  formule  (  I.  29*),  qui  donne  log.  cos.  (45°  h-  î  A)  =  log.  cos.  A  — » 
log.  2  —  log.  COS.  (45°  —  5  A  ) . 

Après  avoir  formé  les  logarithmes  des  cosinus,  et  par  consé- 
quent des  sinus  de  tout  le  quart  de  cercle ,  on  aura  promptement 
ceux  des  tangentes,  au  moyen  de  la  formule  (I.  3i*)  qui  donne 
log,  tang.  A  =  log.  sin.  A  —  log.  cos. A. 

190.  J'ai  donné  dés  méthodes  pour  former  les  logarithmes  avec 
un  nombre  illimité  de  décimales  ;  mais  comme  il  semble  difficile 
que  vingt  décimales  ne  suffisent  pas  dans  les  cas  les  jplus  extraor- 
dinaires ,  on  trouvera  à  là  fin  de  cet  Ouvrage  la  table  (BB  )  qui  sera 
d'un  grand  secours ,  comme  nous  le  vOTons  bientôt.  Je  Tai  tirée 
de  Gardiner,  en  me  bórliaiit  aux  logaritlimes  des  noimbres  premiers } 
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y  Y  ai  ajouté  les  facteurs  de  ceux  des  nombres  composés ,  qui  ne 
sont  divisibles  ni  par  2  ,  ni  par  3 ,  ni  par  5 ,  parce  que  ceux  qui  le 
sont  se  distinguent  à  la  premiere  inspection.  U  sera  facile,  par  le 
moyen  de  cette  table ,  de  former  au  besoin  les  logarillimes  des  au- 
tres nombres  composés.  Pour  en  éprouver  l'utilité,  cherchons  la 
racine  cinquième  de  161900,  approchée  jusqu'à  douze  décimales. 
Négligeant  les  deux  zéros  qui  n'influent  que  sur  la  caractéristique , 
nous  chercherons  d'abord  le  logarîth.  de  1 619 ,  mais ,  pour  plus  de 
sûreté ,  avec  quatorze  décimales  :  le  plus  approché  que  donne  la 
tab^  est  celui  de  16^  ou  de  i6^o.  Je  fais  n  ss  1620,  et  j'su 
^n  =  1.  Donc  par  la  formule  (G) 

—  ïtI^     =  —5^  =  — 0,0003087372(^4% 
—  T  C  ^^"^nS^y  ^^^      *      *      •  --^  0,  000  000  000  009  81 

Total  —  o,  000  3o8  737  274  4^ 

Le  double  de  cette  somme  multiplié  par  Af ,  comme  à  l'ordinaire , 

donne  . 

—  S^log.  1620  =  —  0,00026816578925 

log.  1620  =  log.2  *4-  4^og.3  -+-  log.  10  =       3,20951501454263 

^    *  Différence  ou  log.  1619=      3,20924684875338 

Ajoutant  a  à  la  caractéristique ,  parceque  le  log.  cherché  est  celui 
de  161900 ,  et  divisant  le  log.  par  5 ,  on  aura 

log.  y  161900  =  1,  041  849  36975068 
En  cherchant  dans  les  tables  ordinaires  à  quel  nombre  correspond 
ce  log.  considéré  dans  ses  premières  décimales,  on  trouve  que  le 
log.  le  plus  approché  est  celui  de  11,01  qu*on  a  ensuite  par  la 
table  (BB) ,  comme  on  va  voir. 

log.  ¥161900;=  1^04184936975068 
log.11,01  =s=log.3,67  H-  log.3  =  1,041  787318971  75 

'Différence    o,  000  06a  o5o  778  93 
En  appeUant  S^Iog.n  cette  diffik^nce ,  et  faisant  a  sa  11,01 ,  la 
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Ibnnule  (K),  (iSo) ,  donnera  la  quantité  qu'il  iàul  ajouter  à  i  i^oi 
pour  avoir  la  racine,  cherchée.  La  multiplication  de  la  valeur  de 

8^1og./ï  par  celle  de  ^ ,  se  fera  par  addition,  au  moyen  de  la  pré- 
paration (i  82)  ;  et  on  aura 

toiî      =0,00014287719857 

'7  (m    y   ^^^  ^'  ^^^  ^^^  °^^  ^^^  94 
-g-  i     j^    )   =  o,  000  000  090  000  49 
Total       o,  000  142  887  406  00 
£n  muhiplîant  cette  somme  par  n  ou  par  1 1 ,01 ,  on  aura 
8^1 1,01  =  8^/z  =    o,  001  573  190  340 


7z  =  11,  01 


5.  .  — 

Et  la  somme  ou  ¥161900  =  11,  011  673  190  340 

191.  Ces  calculs  sont  courts,  si  on  limite,  comme  nous  Favoni 
Êdt,  chaque  opération  à  14  décimales.  Je  crois  même  qu'avec  les 
moyens  abrégés  que  j'ai  donnés,  celte  méthode  est  plus  expédîtîve 
que  celle  de  Halley,  dont  les  formules,  qui  d'ailleurs  ne  peuvent 
donner  qu'un  nombre  limité  de  décimales  exactes  ,  ont  été  géné- 
ralisées par  M.  l'Abbé  Marie.  J'ai  tiré  le  problême  de  ce  dernier 

Auteur ,  qui  le  résout  ainsi  ^  après  avoir  démontré  que  ^(a^  —  b) 

==~a  -+-  \/(ii  ^  —  "177")  ^  P^^  P^^^-  ^^^*  ^  ^^  9^^  =  ^*  —  *•' 
On  divisera  pari  le  log.  de  1 61900  prisdans  les  tables  ordinaires  ;  on 
aura  pour  résultat  le  lojgarithme  de  11,012,  racine  approchée  de 
d  -^  b.  On  supposera  ce  nombre  11,012  égal  à  a ,  et  l'on  élèvera 
cette  valeur  supposée  de  a  à  la  cinquième  puissance  ;  ce  qui  donnera 
un  nombre  composé  de  six  chiffires  avant  la  virgule ,  et  de  quinze  dé- 
cimales, On  pommera  b  la  différence  entre  ce  nombre  et  le  nombre 
donne  161900.  C'est  en  calculant  Téquatîoîi  ci-dessus  avec  ces  va- 
leurs de  a  et  de  ^  ,  qu'on  trouvera  la  racine  cherchée  ,  et  qu'on 
pourra  reconnoître  quelle  est  la  méthode  la  plus  courte.  Au  reste 
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Voici  là  formule  générale  de  M.  FAbbé  Marie ,  que  je  donne 

pour  ceux  qui  la  préféreroient  :  ^(a^  rh  i )  =   ^^   a  -f^ 


v/izr 

y    (m  -  ly 


/a  N      "* 

(m*  —  m)  a 


rr-a ,  valeur  qui  n'est  qu'approchée.' 


192.  Après  avoir  vu  l'usage  qu'on  peut  faire  de  nos  formules  ^ 
ainsi  que  de  la  table  (BB),  pour  l'extraction  des  racines^  on  pourra 
facilement  en  faire  l'application  à  la  recherche  des  logarithmes  des 
lignes  trigonométriques  ou  d'un  nombre  quelconque.  Qu'on  de- 
mande ,  par  exemple^  avec  vingt  décimales,  le  logarithme  de  l'arc 
de  1  " ,  dont  nous  aurons  besoin  par  la  suite.  Je  prends ,  avec  vingt- 
deux  chiffres ,  la  valeur  de  cet  arc  dans  la  table  (AA)  ;  puis  j'observe 
qu'en  séparant  les  quatre  premiers  chiffres  à  gauche  ,  et  les  consi- 
dérant, pour  plus  de  commodité  ,  comme  un  nombre  entier,  je 
puis  en  avoir  le  logarithme  par  la  table  (BB) ,  puisque  log.  4848  == 
log. 3  -H  4log.2  +  log.  101.  Soit  donc  4848  =  n,  et  «appelions 
^n  le3  dLx-huit  chiffres  qui  suivent  ;  nous  aurons,  en  négligeant 
dajis  le  dénominateur  les  décimales  inutiles  pour  la  division , 

^n  o,  1 36  8 11  095  359  935  899  . 

2«  -I-  ^n  9696,  i36  811  095  359  9.  ^ 

En  calculant  seulement  ce  terme  et  le  second,  de  la  série  (F)  ,  et 
multipliant  par  2  M,  on  aura 

â^log./z  =  o,  cocci  22556  653 10  72710.' 

Ajoutant  à  cette  quantité  log. 3,  4  log. 2  et  log. loi ,  on  trouvera, 
en  prenant  4  pour  caractéristique  (  i65),  attendu  que  dans  la  va- 
leur de  l'arc  de  l '^ ,  la  virgule  est  suivie  de  cinq  zéros, 
iog.i"  =  4,  68557  48668  23540  51953. 

Sans  le  secours  de  la  table  (BB),  ce  logarithme  auroit  exigé  le 
calcul  de  vingt  termes  de  la  formule  (G),  employée  comme  on 
l'a  vu  (187,  188). 

193.  Nous  avons  fait  usage,  dans  l'exemple  (190)^  dé  la  for- 
mule (K.).  Quand  le  log.  donné  est  plus  petit  que  le  log.  approché 
pris  dans  la  table ,  alors  il  faut  se  servir  de  la  formule  (  L) ,  qui 

donne 
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donne  la  difFérence  que  Fon  doit  soustraire  du  nombre  correspon- 
dant au  logarithme  plus  grand ,  pour  avoir  le  nombre  correspondant 
au  logarithme  plus  petit.  Le  premier  de  ces  nombres  est ,  dans  ce 
cas ,  celui  qu'on  appelle  n. 

Comme  les  tables  de  logarithmes  sont  toujours  précédées  des 
instructions  nécessaires  pour  en  faire  usage ,  pour  trouver  les  par- 
ties proportionnelles  y  &c. ,  nous  nous  dispenserons  d'en  parler. 

Les  logarithmes  à  sept  décimales  des  tables  ordinaires  ne  suffis 
sent  pas  pour  donner  avec  exactitude  les  secondes  et  les  dixièmes 
de  secondes  pour  les  cosinus,  depuis  o"*  jusqu'à  i5**  environ.  Lors- 
qu'on désirera  une  pareille  précbion ,  on  pourra  l'obtenir  pour  les 
cosinus  entre  5^  et  i5^,  en  faisant  les  calculs  en  nombres  naturels, 
et  se  servant  des  tables  de  cette  espece.  Si  le  cosinus  donné  répond 
à  un  arc  moindre  que  de  5**,  ou  qu'on  veuille  faire  usage  des  loga- 
rithmes ,  ilfaudra  les  former  et  les  employer  avec  autant  de  déci- 
males qu'on  le  croira  nécessaire  ;  et  alors  pour  trouver  à  quel  arc 
correspond  le  logarithme  d'un  cosinus,  on  calculera  d'abord-,  par 
l'une  des  formules  (H),  (K),  (L),  le  nombre  auquel  répond  le 
logarithme  donné  ;  puis,  parles  méthodes  enseignées  (161),  l'arc 
auquel  répond  ce  nombre  lui-même.  Au  surplus  nous  chercherons 
des  expédients  pour  éviter  ces  cosinus,  autant  qu'il  sera  possible  « 
dans  l'usage  des  formules  pour  la  résolution  de^  triangles. 

194.  Le  calcul  par  logarithmes,  très  expéditif  de  sa  nature,  le 
devient  encore  davantage  par  l'usage  du  Complément  anthmé- 
tique ,  opération  qui  transforme  la  soustraction  en  addition  ,  ainsi 
qu'il  suit.  Que  Ton  ait  à  retrancher  579  de  895;  il  est  clair  que 
895  —  579  =  895  •+•  1000  —  579  —  1000  =;=  8.95  -4-  421  — 
1000  =  3 16.  Je  puis  donc,  au  lieu  de  retrancher  579  de  895, 
ajouter  4^1  à  ce  dernier  nombre,  ce  qui  me  donnera  pour  somme 
i3i6 ,  pourvu  que  dans  la  somme  je  supprime  une  unité  du  même 
ordre  que  celle  dont  cette  somme  s'est  accrue  par  l'opération.  Dans 
notre  exemple  cet  ordre  est  celui  des  unités  de  mille  ;  il  faut  donc 
supprimer  une  unité  de  raille  dans  la  somme  1 3 1 5 ,  et  nous  aurons 

N 
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3i6  =  8^5  —  5j^.  Actuellement  si  Ton  compare  421  à  579,  on 
trouve  que  4  et  2  sont  la  différence  ou  le  complément  de  5  et 
de  7  à  9 ,  et  que  1  est  le  complément  de  9  à  10.  Donc  pour  opérer 
;7ûrr  fe  COMPLEMENT  ARITHMÉTIQUE ,  il  fcut  j  au  Ilcu  du  Tiombré 
qïion  doit  soustraire,  écrire  le  complément  à  ^  de  chacun  de  ses 
ckijjfres ,  excepté  le  dernier  à  droite ,  dont  on  écrira  le  complément 
àio  :  faire  ensuite  V  addition,  et  supprimer  dans  la  somme  une 
unité  du  même  ordre  que  celle  dont  cette  somme  a  été  augmentée 
par  cette  opération.  Cette  suppression  ne  cause  aucun  embarras 
dans  les  calails  par  logarithmes,  parcequ'elle  tombe  toujours  sur 
les  dixaines  de  la  caractéristique  ,  qu'on  omet  déjà  par  la  règle 
donnée  (166).  Par  le  dernier  chiSie ^  on  entend  le  dernier  effectif; 
car  les  zéros  qui  seroient  à  la  fin  du  nombre  à  soustraire  ,  s'écri- 
roîent  tels  qu'ils  sont  ;  mais  on  écrira  9  au  lieu  de  chacun  de  ceux 
qui  se  trouveront  entre  les  chiffres  effectifs.  Au  premier  aspect  tout 
cela  paroît  devoir  embarrasser  le  calcul  plutôt  que  le  faciliter;  mais 
la  pratique  fera  reconnoître  l'avantage  de  l'emploi  du  complément 
arithmétique.  Nous  en  ferons  un  usage  continuel  dans  nos  exem- 
ples. Pour  le  moment  il  suffit  de  dire  que  quand  on  en  a  l'habitude, 
il  ne  coûte  pas  plus  d'écrire ,  lu  lieu  d'un  logarithme ,  son  complé- 
ment arithmétique,  que  de  copier  ce  logarithme  tel  qu'il  se  trouve 
dans  la  table.  D'ailleurs  si  on  examine  la  conversion  du  log.  négatif 
enlogarith.  positif  (i65),  (1  verra  qu'elle  se  réduit  à  prendre  le 
complément  du  logarithme  négatif.  Ainsi  la  cotangente  a  pour  loga- 
rithme le  complément  arithmétique  de  celui  de  la  tangente ,  et  vice 
vèrsa;  puisque  (I.  32*),  log.  tang. A  =  log.  1  —  log.  cot.  A  =  — 
log,  cot. A,  (172).  On  en  doit  dire  autant  du  cosinus  et  de  la  sé- 
cante (23),  et  du  sinus  et  de  la  cosecante  (24). 

195.  Si  les  logarithmes  sont  utiles  pour  les  multiplications,  les 
divisions,  les  élévations  aux  puissances  et  les  extractions  des  ra- 
cines ;  ils  semblent  incapables,  par  leur  nature,  de  se  prêter  au 
calcul ,  quand  il  s'agît  des  additions  et  des  soustractions.  Il  est 
sans  doute  à  propos  de  rechercher  les  .expédients  les  plus  com- 
modes pour  surmonter  cette  difficulté. 


AUX     ADDITIONS     ET     AUX    SOUSTRACTIONS.  99 

Soît  à  calculer  une  équation  de  cette  forme ,  a:  =  ai  -f-  cef  ^ 
dans  laquelle  a^  et  cd  représentent  deux  termes  composés  chacun 
de  facteurs  et  de  diviseurs  monômes^  quels  que  soient  leur  nature 
et  leur  nombre  ;  le  moyen  le  plus  court  pour  trouver  la  valeur  de  x, 
en  calculant  l'équation  par  logarithmes,  est  en  général  de  chercher 
le  nombre  correspondant  à  log.aô  =  log. a  -4-  log.^  ,  et  de  la 
même  maniere  le  nombre  correspondant  à  log.  c  ûf  ;  ensuite  de 
prendre  la  somme  de  ces  deux  nombres. 

19^.  Mais  si ,  par  exemple  ,  x  est  une  ligne  trîgonomé trique; 
pour  trouver  à  quel  arc  elle  répond  ,  il  est  plus  avantageux  de  se 
servir  des  tables  trigonométrîques  en  logarithmes  que  des  tables  (en 
nombres  naturels.  Car  dans  les  premières ,  à  cause  de  leur  usage 
bien  plus  fréquent ,  on  a  inséré  les  différences  entre  les  logarithmes 
contigus,  et  par  ces  différences  on  trouve  promptement  les  se- 
condes ,  dixièmes ,  &c.  *,  avantage  que  n'ont  pas  les  tables  trîgoncî^ 
métriques  en  nombres  nalurels.  Par  la  même. raison,  si  ab  ou  9Ì 
ab  et  cd  étoîent  des  lignes  trigonomé triques,  il  seroit  à  désirer 
de  n'avoir  pas  à  les  chercher  dans  ces  dernières  tables,  et  de  pou- 
voir résoudre  l'équation  par  les  logarithmes. 

Nous  donnerons  donc  deux  moyens  pour  trouver  le  log.  de 
l'inconnue,  en  résolvant  l'équation  proposée. 

197.  J'écris  l'équation  comme  il  suit;  a:  =  a^  A-4--^Vje 
prends  le  nombre  correspondant  à  log.-^;  j'y  ajoute  l'unité  ,  ett 
j'ai  ainsi  le  nombre  fi  -+-  -^j ,  dont  je  prends  le  log. ,  auquel 
j'ajoute  celui  de  ab  déjà  trouvé  en  calculant  log.  -^  j  la  somme 
est  log.x. 

198.  Le  second  moyen  n'est  pas  moins  général,  et  il  a  l'avan- 
tage particuUer  de  dispenser  de  l'usage  de  la  table  des  logarithmes 
des  nombres  ,  lorsque  toutes  les  quantités  contenues  dans  l'équa- 
tion sont  des  lignes  trigoriométriques.  Je  prends  dans  l'équatioîi 

réduite  (1^7)  le  binôme  H-  -jj-i  et  je  le  compare  avec  k  secQiifl 
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membre  de  l'équation  j^j^j  =  i  H-  tang.*A,  (I.  19').  Si  donc  je 
suppose -^Œ  lang.^A,  supposition  qu'on  ne  peut  contester, 
puisqu'une  tangente  peut  avoir  (34,  41)  toutes  les  valeurs  imagi- 
nables }  j'aurai  1  h-  -^  =  j^,  et  par  conséquent  x  =  ^^. 
L'équation  tang.'^A  =  -^  me  donne  tang.A  =  x/-^  ;  ayant 
déterminé  par  son  moyen  l'arc  A,  je  prends  dans  la  table  le  loga- 
rithme de  cos.A ,  et  jç  l'emploie  dans  Tautre  équation  cr  =  ^^^. 

Donc  en  séparant  en  deux  parties  l'équation  donnée ,  on  peut  en 
faire  le  calcul  par  logarithmes  avec  bien  plus  de  fecilité  qu'en  em- 
ployant les  méthodes  données  jusqu'à  présent  par  la  Caille  et  autres 
Auteurs  qui,  en  pareil  cas  ,  emploient  la  formule  (II.  i8*)* 
Au  lieu  de  l'équation  (I.  19*),  on  peut  prendre  indifféremment 

telle-ci  jr^  =  1  -+-  cot.*A,  (L  4*)}  en  faisant  cot.A  =  y/^i 

€n  aura  x=  4^5. 

199.  Donnons  un  exemple  de  ces  sortes  de  transformations. 
Étant  donnés  les  log.  des  sinus  et  des  cosinus  ,  et  par  conséquent 
(189)  des  tangentes  des  deux  arcs  de  1°  et  de  a*';  cherchons  le  log. 
de  sin.  3*"  par  cette  formule,  sin.  3°=  sin.  2**  COS.  1**  -H  cos.2*'sin.i% 
(II.  1*).  En  la  comparant  à  la  formule  générale  (r95)  ,  on  a 
sin.3*'=  a:,  sin. 2**  cos.  i*^=  abj  sin.i**cos.2**  =  cd.  Donc  (197) 

«n.3-  =  sin..-  COS..-  (.  -K  '£^^^:)  =  sin..-  (,  +  ^) 

COS.  1%  (1. 3i*).  Par  conséquent  en  faisant ,  comme  ci-dessus  (198), 

tang.A  =  y/î^ïf^  1  on  aura  sin. 3^  =  tlIli^LS^^  Calculons  pat 

logarithmes  les  deux  dernières  équations  : 

log.  tang.!"*  =  8,2419215 

(L  32*),  log.cot.2°  =   1,4569162 

Total    9,6988377 

La  moitié  de  cette  somme  (167),  ou  log. tang.A  =  9,8494  1 88. 
Ce  log.  répond  ,  dans  les  tables,  à  lang.35^  i5'  37".  Ufkudroit 
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actuellement  soustraire  deux  fois  le  log.  du  cosinus  de  cet  angle , 
de  la  somme  de  log,  sin.  2°  et  de  log.cos.  I^  J'évite  ces  sous- 
tractions en  écrivant  deux  fois,  au  lieu  de  log.  cos.  35°  i5'  Sy", 
son  complément  arithmétique,  et  je  n'ai  qu'une  seule  addition  à 
faire. 

log.  cos.  1^  =  9,9999338 
log.  sîn.2''  =  8,5428  192 

compi,  log.  COS. 35*"  i5'  37"  =0,08 802 3 6 

o,o88o23<$ 

Somme  ou  log.  sin. 3^  =  8,7188002 

Et  tel  est  en  effet ,.  dans  les  tables ,  le  logarithme  de  ce  sinus. 

200.  Il  est  bon  d'observer  que  dans  ces  sortes  de  calculs  il 
n'est  pas  nécessaire  de  chercher  l'angle  A  lui-même.  Par  exemple 
dans  ce  cas -ci,  il  sufHt  de  connoître  le  log.  delà  tangente  de  cet 
angle  pour  déterminer  immédiatement  celui  de  son  cosinus,  seule 
quantité  dont  on  ait  besoin.  En  effet,  que  l'on  prenne  la  différence 
de  log.  tang.A ,  c'est-à-dire,  dans  notre  exemple,  de  9,8494188, 
au  logarithme  le  plus  voisin  dans  les  tables  :  ce  logarithme  est,  dans 
celles  de  Gardiner,  9,8494323  =  log.  tang.35''  i5'  40"  ;  et  sa 
différence  à  celui  de  tang.A  est  o,  00001 35.  Que  l'on  prenne  aussi, 
dans  ces  tables,  la  différence  447,  ou  0,0000447 ,  entre  les  deux 
logarithmes  les  plus  proches,  en  plus  et  en  moins,  de  log.  tang.A. 
Enfm  qu'après*  avoir  pris  encore  la  différence  149  entre  les  deux 
logarithmes  correspondants  des  cosinus  ,  on  fasse  la  proportion 
447  ;  i35  \\  149  l  a:,  et  la  valeur  de  x  sera  celle  qu'on  doit 
ajouter  dans  ce  cas  à  log.  cos. 35°  i5'  40"  qui  se  trouve  dans  la 
table  j-  pour  avoir  le  logarithme  cherché  de  cos.  A. 

201 .  Si  Péquation  à  calculer  avoit  cette  forme  ^  x=z  ab  —  cd\ 
en  écrivant  x  =  cd  f^  —  ^y  »  ^^  premier  moyen  indiqué  (197) 
pourra  s'y  appliquer  avec  une  égale  Êicilité ,  en  retranchant  Tunité 
au  Ueu  de  l'ajouter. 

202.  Quant  à  la  2*  méthode^  on  comparera  le  binôine  ~^^i 
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au  second  membre  de  réquatîon  (L  33*),  tang.^A  =  j^^— i. 

En  procédant  comme  on  a  fait  (198),  on  aura  cos.A  =  y/jj  1 
et  x=:  cd  tang.^A. 

203.  Si  on  a  75  <C  1 1  comme  on  ne  peut  avoir  '^^y^  <  1 , 
parce  que  le  quarré  tang.^A  ne  peut  être  négatif,  on  ne  doit  plus 
se  servir  de  la  formule  (I.  33')  pour  en  tirer  la  quantité  de  compa- 
raison ;  mais  alors  on  écrira  x  =  —  cd  fi  —  ^j  ;  et  prenant 

Téquation  (L  3*) ,  sin.^A  =  i  — -cos.^A,  on  fera  cos.A  =  y/ 73» 
et  on  aura  x  =  —  cû?  sin.^A, 

On  peut  prendre  également  l'équation  (L  i8*) ,  cos.*A  =  1  — 
sin.*A}  et  faisant  sin. A  =  1/75,  on  aura  x=i  —  cd  cos.*A. 

204.  Soit  maintenant  l'équation  générale  y^=iab±cd±ef. 
(Dans  cette  équation  et  dans  les  équations  générales  qui  suivent; 
le  signe  double  embrasse  tous  les  cas,  et  la  règle  donnée  (1 1)  n'a 
point  ici  son  application).  Je  fais  ab  zt:  crf  =  or;  je  cherche 
log.a:  par  les  moyens  que  nous  venons  de  donner  (197  à  2o3); 
ensuite  par  les  mêmes  voies  je  résous  par  logaridimes  l'équation 
y  =  X  zìzef. 

De  cette  maniere  on  pourra  calculer  un  polynôme  quelconque 
par  logarithmes. 

205.  Soit  enfin  l'équation  générale  z  =  ^^b'^Iu'± lè  ^  &c'' 
Réduisez  par  les  règles  précédentes  le  numérateur  à  un  seul  loga- 
rithme ;  faites  la  même  opération  pour  le  dénominateur ,  et  l'équa- 
tion sera  résolue  par  logarithmes. 

Et  si  le  second  membre  est  ou  en  partie  ou  en  entier  affecté  de 

1.            .                           ,             Vi^f'  ±c(i  ±  e^r±  Sec) 
signes  radicaux;  si  on  a ,  par  exemple ,  z  =  -^-^^ = 

^  ^  V^  {^B±CD)±EF±  &c.  y 

alors  log.  "^  {ab  dz  crf  dr  e/dz  &c.  )  =  ^  log.  {ab  ±  cd  ±: 

ef±  Sec),  et  on  a  de  même  log.J/(y^5  ±  CD)  =  -^  X 

:log.  {AB  di  CD).  Il  ne  reste  donc  qu'à  suivre  les  règles  données 
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pour  trouver  le  logarithme  d'un  binôme  ou  d'un  polynôme  ,  sauf 
la  division  convenable  par  l'exposant  du  radical. 

Mais  comme  les  racines  quarrées  sont  d'un  usage  fréquent  j 
nous  allons  donner  les  formules  particulières  dont  nous  nous  ser- 
virons ,  et  qui  nous  seront  très  utiles. 

206.  Soit  donc  X  =  y/ip""  -H  cf"")  ;  on  aura  (14)1  ^  =  p  X 

y/r  1  -h  -^\  En  comparant  ce  dernier  radical  avec  \/(i  -4-  tang/A);. 

(I.  ip*) ,  on  aura  tang.  A  =  -2 ,  et  :r  ==  j^-j.  Par  la  simplicité  de 

ces  équations  ,  on  voit  que  la  proposée,  x  =  y/ip""  -+-  (f"") ,  est 
une  de  celles  auxquelles  cette  espece  de  transformation  s'applique 
avec  le  plus  d'avantage. 

On  trouveroit  la  môme  chose  en  suivant  la  règle  générale  (2o5). 

Alors  log.x  =  à  log.(/?^  ^  ^^)  =  i  log./7^  (  1  H-  ^,)  =  log.  p 
^  i  log.  (1  -H  -J.)  ;  et ,  (198) ,  ^  =  tang.^A,  ou  ^  =  tang. A- 
De  même  1  -+-  |  =  (^^ ;  donc  Ì log.(i  ^  |)  =  log.  ^. 
Et  par  conséquent  log.x  =  log.;?  H-  ^^g-  ^ »  aux  —  ^. 
En  comparant  y/ (1  ■+-  -^^  avec  \/{i  -h  cot.^A),  (I.4*),  on 


a  aussi  cot.  A  =  -2-    et  a:  =  -r—^. 

p  ^  sm.A 

207.  Si  l'équation  étoit  de  cette  forme  x  =  \/{p^  H-  rst"")^ 
elle  se  réduiroit  à  la  précédente  x  ==  \/{p^  ■+•  9^"*),  en  mettant 
rst'^  au  lieu  de  q^  :  et  on  auroit  tang.  A  =  —  v/rs  et  :r  =  -^  ^ 
ou  cot^A  =  —  \/rs  et  x  =  -r^. 

/?      '^  sin.  A 

208..  Soit  à  présent  x  =  y/ip"^  —  q"").  Les  log.  s'appliquent 
aisément  à  ce  cas ,  parce  qu'alors  x  ==  \/{p  —  9^)  (/^  *+•  ^)«  Mais 
s\p  ou  q  ^o\x  l'un  et  l'autre,  sont  des  lignes  trigonomé triques  (196), 
ou  que  l'on  ait  seulement  les  logarithmes  de  /?  et  de  9^ ,  sans  avoir 
leur  valeur  en  nombres  naturels ,  il  faut  alors  recourir  à  l'une  des, 
deux  formules  (I.  3%  i8*);  et  faisant  x  :=:  p  x/Ci  —  K)  -,  on 
aura  -^  =  cos.A  et  a:  =  /?  sin. À,  ou  -  =  sin.  A  et  a:  =  yt7  cos.A. 


104  ChAP.     VIII.     RlSsOLtJTlON 

209.  Enfin  toute  expression  comparable  à  Tune  quelconque  des 
formules  trigonomé triques,  pourra  se  résoudre  et  se  calculer  par 
le  moyen  des  tables  trigonomél:riques.  Soit  par  exemple  r  =  m  X 


it+& 


H-- 


b 


2^37^.  Je  lais(9)  ,a:  =  m  X 2"  '  et  comparant  cette  fractîonavec 


I  — 

a 


le  second  membre  de  la  formule  (IL  8*) ,  fai  -  =  tang.B,  etx=f=s 
mtang.(45°-+' B). 

Nous  voilà  en  état  d'entreprendre  la  résolution  des  triangles 
da^s  tous  les  cas. 


CHAPITRE    VIII. 

Résolution  des  triangles  rectilignes  rectangles. 

Kg.  1.  210.  v^oMME  GD  est  la  tangente  (7)  de  Tare  BD  décrit  du  rayon 
CD  ,  on  aura,  en  procédant  comme  on  a  fait  (4^1  47)» 

CD  :  DG  :;  R  :  tang.c  ::  R  :  cot.cGD, 

•puisque  dans  un  triangle  rectangle  les  deux  angles  obliques  sont 
compléments  Tun  de  Tau  tre.  Donc  dans  tout  triangle  rectangle  un 
cote  est  à  un  autre  coté  comme  le  rayon  est  à  la  tangente  de 
l'angle  opposé  à  ce  second  côté^  ou  comme  le  rayon  est  à  la  cotan- 
gente  de  l'angle  adjacent  à  ce  même  côté. 

ail.  On  a  vu  de  plus  (46)  que  dans  un  triangle  rectangle 
l'hypothénuse  est  au  rayon  comme  un  coté  est  au  sinus  de  Van-- 
^le  opposé  y  ou  comme  un  coté  est  au  cosinus  de  l'angle  adjacent. 

212.  On  sait  encore  que  dans  tout  triangle  rectangle  le  quarrê 
de  l'hypothénuse  est  égala  la  somme  des  quarrés  des  deux  côtés; 
en  sorte  que  Aes  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle ,  deux  étant 
connus ,  le  troisième  se  trouvera  ,  soit  par  Textraction  des  racines  ^ 
soit  par  les  médiodes  trigonométiiques  (206  et  208). 

2l3. 
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_  ai3.  Avec  les  règles  contenues  dans  les  trois  articles  précé- 
dents^ il  fuEfit  de  connottre  deux  choses,  outre  T angle  droit ,  dans 
un  triangle  rectangle ,  pour  qu'on  puisse  trouver  la  valeur  de  cha- 
cune des  trois  autres  parties  de  ce  triangle.  Il  faut  excepter  seule- 
ment  le  cas  où  les  deux  choses  connues  sont  les  deux  angles  ;  car 
alors  le  problême  est  indéterminé ,  parce  qu'il  peut  évidemment  y 
avoir  une  infinité  de  triangles  semblables,  tels ,  par  exemple ,  que 
GCD,  ABC;  de  sorte  que  de  la  connoissance  des  aftgles  il  est 
impossible  de  conclure  la  mesure  absolue  d'aucun  ûes  côtés  :  on 
en  déduit  seulement  les  rapports  qui  régnent  entre  ces  côtés,  (47). 

En  appellant  A  l'angle  droit ,  B  et  C  les  deux  autres,  nous  avons 
rassemblé  dans  la  table  suivante  toutes  les  solutions  que  fournissent 
les  règles  (210,211,  212).  Pour  les  vérifier,  on  pourra  les  appli- 
quer au  triangle  AB  C ,  fig.  1 .  Mais  on  doit  observer  que  dans  le 
cas  de  la  dernière  formule  de  cette  table,  il  est  souvent  à  propos 
de  calculer  BC  de  la  maniere  enseignée  (206) ,  qui  se  réduit  à 
chercher  d'abord  B  ou  C  par  la  17*  formule ,  et  ensuite  BC  par 
]a  2%  ou  par  la  4%  ou  par  la  6%  ou  par  la  8\ 

Si  dans  les  formules  i3*  et  i5*  de  cette  même  table ,  le  sinus  ou 
le  cosinus  étoient  d'une  grandeur  telle  (i^^)  qu'on  ne  pût  avoir  les 
angles  par  les  tables  trigonométriques  avec  l'exactitude  désirée ,  on 
auroit  recours  aux  formules  (2 1 7), 

Nous  verrons  bientôt  (228)  <jue  ce  défaut  des  tables  n'apporte 
ni  incertitude  ni  erreur  dans  le  calcul  des  équations ,  lorsque  les 
grands  sinus  et  cosinus  sont  dans  le  second  membre  ^  c'est-à-dife 
jdans  les  quantités  connues. 

Trois  seulement  des  formules  qui  suivent  dépendent  du  théo- 
rème (212);  toutes  les  autres  sont  fondées  sur  cette  remarque  :  Si 
Ton  prend  l'hypothénuse  pour  rayon  ,  chaque  angle  a  pour  sinus 
le  côté  opposé ,  pour  cosinus  le  côté  adjacent  ;  si  on  prend  un  côté 
pour  rayon,  Tautre  côté  est  la  tangente  de  l'angle  opposé,  la  co- 
tangente de  l'angle  adjacent  ;  et  alors  l'hypothénuse  est  la  sécante 
iflu  premier  de  ces  angles  1  la  cosecante  du  second. 

O 
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Table  pour  la  résoludQn  (Tim  triangle  rectâigne  ÂBC 

rectangle  en  Â.. 

XMHHÌÌS.   INC0NNCT8.  ÏOHMXTLZS.'' 

CAC !•  AC    ==  AB  X  lang.B 

^^»®  JBC......     a-  BC    ==2^ 


l,C    j 


AC 3''  AC    =  AB  X  cote 


^^'"^    ^BC 4«  BC    =  4% 


5  AB  ..t....  S'  AB  = 

BC. 6*  BC  sr= 

^ABi.>».  7*  AB  ss= 

^^'^    IBC 8*  BC  = 


=  AC  X  couB 

AC 
•in.B 


^  AC  X  Kang.C 

AC 
cofJC 


HP  «    5  Aia 9'  AB    =  BC  X  COS.B 

'*^*'       ÎAC io«  AC    =  BC   Xsm.B 

j.^  fs    JAB 11*  AB  =  BC   X  «n.C 

*^»^    <AC ia«  AC    =  BC  X  cos.C 

^(BomC...  i3*  cos.B==:  çç  =  sin,C 


;  AC 14*   AC    =  v/(BC  —  AB)  (BC  -f-  AB) 

(BomC...   iS*    sm.B=  1^  =  COS.C 

JaB......    i6*   ÀB    =  v/(BC  —  AC)  (BC -H  AQ 


i-BouC...  17*  tanfi.B  = 
BC i8*    BC    t=? 


==  ^  ==  cot.C 


AB/O-H^ 
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a  14.  Exemples  de  la  résolution  d'un  triangle  rectiligne  ree- 
iangle.  Soit  PO  une  distance  de  752  toises,  PC  de  439;  et  soit  Fîg.  i. 
CPO  un  angle  droifT  On  demande  quelle  est  la  distance  OC.  On 
connoît  deux  côtés  et  on  cherche  Thypothénuse  ;  c'est  donc  le  cas 
de  la  i8*  formule,  dont  voici  le  calcul ,  en  substituant  PO  à  AB ^ 
PC  à  AC,  etOCàBC. 

lo|lPC  =  2,642465 
compi.  log.PO  =  7,123782 

H' m  =  9>7^^^47 
le  double  de  ce  log.  ou  log-^^QY  =  9,532494 
Le  nombre  correspondant  de  plus  près  à  ce  log.  est  0,3408 

Donc  log^(i  ^  îg)  =  log.  1,3408  =  G,  1  27364 

dont  la  moitié  ou  log.  1/^1  ■+- p^;  J  =  0,0 63  68 2 

Eh  y  ajoutant  log.  PO  =  2,876218 

onalog.OC  =  2,93990a 

Le  nombre  correspondant  dé  plus  près  à  ce  log.  est  870,76.  Donc 
la  distance  O  C  est  de  870  toises  et  ^.  Telle  est  la  solution  géo- 
métrique pour  laquelle  j'ai  présenté  la  formule  dans  la  table,  die  la 
maniere  la  plus  commode  pour  le  calcul. 

Voyons  maintenant  la  solution  trigonomélrique.  Parla  i7*for- 

mule,  on  a  pQ  =  tang.COP.  Or  le  log.  de  p^  trouvé  ci- dessus, 

réponde tang-So"*  16'  3i  ",4.  Jecherchelelog.desîn.3o'*i6'3i  ",4; 
et  employant  son  complément  conformément  à  la  formule  6%  j'ai 

compi,  log.  sin. 30"*  1 6^1.",  4  =  0,297435 

log.PC  =  2,642465 
Somme  ou  log. OG  =   2, 939900,  comme  ci-dessus. 

2i5.  Soit  proposé  de  déterminer  par  la  Trigonométrie  la  hau- 
teur DK.  d'une  tour,  d'un  clocher,  &c.  Mesurez  à,  la  toise  la  dîs- 
A^ce horizontale DC,  du  pied  de  la  tour,  à  un  point  arbitraire  C, 

Oij 
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duquel  on  puisse  prendre  exactement,  au  moyen  des  instruments 
convenables  (294  et  smv.)î  la  mesure  de  Fangle  DCK.  Supposons^ 
que  DC  ait  été  trouvé  de  ^3  toises  et^,  et  DCK  de  5o^  3'i  o» 
âuraparlaformulei*(2i3),DK  =  23i  X  tang.5o''3\ 

Orlog.23,25  =  i,36.6'42  3 
log.tang.So**^'  =  o,o7695(? 
Somme  ou log.DK  =;  1,443379  =  log. 27,  7574 
Donc  la  hauteur  de  la  tour  est ,  dans  ce  cas ,  de  27**-  ^  environ^' 

Ce  résultat  n^est  pas  celui  que  la  figure  présente  à  Toeil,  puisque 
DK,  dans  cette  figure,  est  presque  double  de  CD;  mais  il  faut 
s'accoutumer  à  se  servir  des  figures  telles  qu'on  les  fait  à  la  plume^ 
sans  proportions  exactes,  et  seulement  pour  se  guider  dans  le  calcul. 
C'est  ainsi  que  nous  construirons  une  figure  pour  le  problème  suir 
gant- 
ai 6^  L'industrie  des  Navigateurs  ar  trouvé  le  moyen  Je  mesurer 
Fespace  que  parcourt  un  vaisseau.  La  boussole  leur  indique  de  plu^ 
la  direction  de  la  route  ou  l'angle  formé  par  la  ligne  que  suit  le 
vaisseau,  avec  la  ligne  méridienne-  Je  suppose  qu'on  ait  Êdt  cin* 
quante  lieues  par  un  même  vent  et  sous  un  angle  de  35**  ì  nord-est, 
et  qu'on  demande  la  position  du  bâtiment,  ou  de  quelle  quantité 
il  s'est  avancé,  soit  au  nord  soit  à  l'est.  Je  commence  par  décrira 
fig.4*  sur  le  papier  une  ligne  quelconque  NS,  que  je  nomme  la  méri- 
dienne, et  dont  j'appelle  Nune  extrémité  qui  est  censée  indiquer 
lé  nord,  et  S  l'autre  extrémité  qui  indique  le  sud.  D'un  point  pris 
arbitrairement  dans  cette  ligne  ,  que  je  nomme  B ,  et  duquel  je 
suppose  que  le  vaisseau  est  partL,  je  tire  une  ligne  quelconque  BC, 
par  laquelle  je  désigne  de  même  les  cinquante  lieues  parcourues 
par  le  vaisseau^  Je  mene  cette  ligne  du  côté  N  et  non  du  côté  S^ 
et  à  la  droite  de  N  S  ;  parceque  la  direction  de  la  route  étoit  au  nord 
et  à  Test.  L'angle  CBN  représente  celui  de  35°  3  nord-est ,  connu 
par  la  boussole.  Enfin  de  l'extrémité  C  je  tire  une  ligne  C  A ,  que 
je  suppose  perpendiculaire  à  NS,  et  j'ai  un  triangle  BAC  censé; 
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rectangle  en  A,  dans  lequel,  en  supposant  BC  ==  5o  lieues,  et 
CBA  =  35°i,  il  faut  déterminer  la  longueur  de  AB,  qui  est  la 
route  faite  vers  le  nord ,  et  la  longueur  de  AC  ,  qui  est  celle  vers 
Test.  Comme  j'ai  désigné  les  trois  angles  du  triangle  par  A,  B,  G , 
c'est-à-dire  par  les  lettres  dont  j'ai  fait  usage  dans  la  table  générale 
(2i3) ,  j'ai  promptement,  sans  travail  et  sans  crainte  d'équivoque t 
les  formules  nécessaires.  Les  données  étant  BC  etB,  et  les  cher- 
chées AB,  AC  ,  j'ai  par  la  9*  formule,  AB  =  5o  cos-SS"*  3o',  et 
par  la  10%  AC  =  5o  sin.  35*  3o';  ce  qui  donnera  à-peu-près, 
AB  =  40,7  lieues,  et  AC  =  29,035  lieues. 

Cet  exemple  ainsi  détaillé  peut  servir  de  règle  pour  décrire  les 
£gures  dans  tous  les  cas. 

217.  Pour  trouver  un  angle  exactement ,  lorsqu^on  ne  pourra 
se  servir  des  formules  i3*  et  i5*  (2i3) ,  à  cause  de  la  grandeur  d\r 
sinus  ou  du  cosinus,  on  aiu'a  recours,  suivant  le  cas,  à  l'une  des 
quatre  équations  suivantes ,  de  l'usage  desquelles  nous  donnerons 
un  exemple  (223). 

Réduisant  en  proportion  k  a*  formule  (2i3),  on  aBC  [  AB 
l:  i  :  C0S.B.  Donc  (10),  BC  :  BC  —  AB  :  :  i  :  j  —  cos.» 

::i  :(L7-)2sin.^-:B  =  ^^^. 

La  premiere  proportion  donne  encore  BC  ^-  AB  *  BC  -«—  AB 

::  1  ^cos.B  :  i-cos.b  :: (9)  1  :  i^^  ::  1  :  (l  4^-) 

lang.'lB  =  BC  ^  AB- 

En  opérant  de  la  même  maniere  sur  la  8*  formule,  ou ,  ce  quî 
revient  au  même ,  en  mettant  B  au  lieu  de  C ,  et  C  au  lieu  de  JBf 
jdans  les  deux  équations  précédentes,  on  aura 

sin.  i  C  =  y/"-^.-     et     umg.  à  C  =  v/1§=^.. 

a  18.  Il  arrive  qu'au  Keu  de  connoître  la  valeur  absolue  de  deux 
parties  d'un  triangle  rectangle ,  comme  il  le  faudroit  pour  résoudre 
ce  triangle  parles  formules  (2x3),  on  connoit  seulement  une  partie^ 
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et  la  somme  ou  la  différence  de  deux  autres  parties.  Nous  croyons 
utile  de  donner  pour  ces  cas  les  solutions  suivantes. 

En  multipliant  la  seconde  équation  (217)  parla  14%  (ai  3),  oa 
a  tang-^sB  X  AO  ==  (BC —  A B)%  et  par  conséquent 

AC  :   BC  —  AB  ::    1   ;   tang.^B. 

Si  au  lieu  de  multiplier  on  divise,  on  trouvera 

AC  :   BC  -H  AB  ::   tang.  ^B  :  !• 

Par  ces  deux  analogies  on  résoudra  le  triangle  ,  lorsqu* un  angle, 
et  la  différence  ou  la  somme  de  Vhjpothénuse  et  d'un  coté  seront 
donnés. 

219.  La  formule  i*  (2i3)  donne  AB  [  AC  II  1  I  tang.B, 
Donc  AB  -+-  AC  I  AB  —  AC   1 1    i  -+-  tang.B  I  1  —  tang.B 

:.:  '  •  TtSb^  ^t  par  conséquent  (IL  8*) 

AB  -H  AC  :  AB  — AC  i:  1  :  tang.(45*  —  B). 

Par  cette  analogie  on  résoudra  te  triangle ,  lorsquV/i  angle  et  la 
différence  ou  la  somme  des  deux  cotés  seront  donnés. 

220.  La  proportion  AB  I  AC  II  1  I  tang.B,  donne  aussi 
AB  I  AB  ±  AC  1 1  1  :  1  ±:  tang.B.  Mais  parla  9*  formule  (21 3)^ 
AB  =  BC  cos.B.  Donc  BC  I  AB  zfc  AC  1 1  i  I  cos-B  (1  ±  tang.B)[ 
1 1  1  I  cos.B  dt  sin.B  ;  et  par  conséquent  (II.  7') 

BC  I  AB  dr  AC  1 1  1   I  sin.(45^  dz  B)  \/2. 

Par  cette  analogie  on  résoudra  le  triangle,  lorsque  F hjfpothénuse , 
et  la  somme  ou  la  différence  des  cotés  seront  donnés. 

Lorsque  sin.  (45^  -+-  B*)  est  la  quantité  cherchée ,  les  tables  ne 
donneront  pas  avec  exactitude  l'arc  correspondant  dans  le  cas  où  B 
sera  de  près  de  45°.  Mais  alors  comme  on  a  (28),  sin.(45'*  -—  B)  == 
v/i  —  cos/(45**  —  B)  ==  v/i  —  sin.*(45°  -+-  B) ,  ce  qui 
donne,  en  substituant  à  sin. (45*"  -J-  B)  sa  valeur  tirée  de  Tana- 

logie  ci-dessus  ,  sin.(45°  —  B)  =  v/(^  ""  ^^\tc^^O  ^ 
^QBO  ""J^^"^.^?^'^ ;  oaaura  de  catte, manieje ,  au  lieu  de  la 
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valeur  de  sin. (45®  Hr  B),  celle  de  sin.(45*'  —  B),  et  par  consé- 
quent celle  de  B ,  avec  toute  la  précision  désirée.  Si  la  fraction 

^^^  Bc>^^  ®^'  P®^  différente  de  l'unité ,  il  est  à  propos  de  calculer 
par  les  nombres  naturels  ,  et  non  par  logarithmes ,  la  quantité 
a  BC*  —  (AB  H-  AC)*,  pour  l'avoir  avec  exactitude.  Mais  en- 
suite on  pourra  prendre  son  logarithme  ,  en  soustraire  le  log.  de 
a  B  O  ;  la  moitié  du  reste  sera  le  log.  de  sin.  (45*  —  B  ). 

aai.  Considérons  encore  deux  cas  qui  fournissent  trois  théo- 
rèmes utiles. 

Soit  divisée  premièrement  Vhypothénuse  en  deux  segments  par 
une  perpendiculaire  corame  AD,  tirée  de  l'angle  droit.  Fîg.5, 

l^  Le  plus  grand  segment  sera  au  plus  petit,  comme  le  rayon   ^ 
nu  quarré  de  la  tangente  du  plus  petit  angle. 
'     2**.  Vhypothénuse  sera  à  la  différence  des  segments,  comme  le 
rayon  au  sinus  de  la  différence  des  angles. 

En  effet,  (210),  AD  =  BD  X  tang.B  =  CD  X  tang.Ç, 
Mais  tang.C  =  cot.B  =  ^j^.  Donc  BD  X  tang.^fi  =  CD,  et 
par  conséquent  1**. 

BD  :  CD  ::  i   :  tang.^B. 
H  est  évident  que  B  doit  être  le  plus  petit  angle ,  en  supposant 
BD  >  CD;  puisque  la  proportion  exige  qu'on  ait  aussi  1  >  tang.B, 
c'est-à-dire  B  <  45%  (17). 

Cette  proportion  se  transforme  ainsi  :  BD  -4-  CD  ^  BD  — 

CD  :;  1  ^  tang.«B  :  1  -  tang.-B  ::  1  :  f^SfS  ::  ^  : 

C0S.2B,   (I.  25^).  Mais  BD  -H  CD   =   BC,   etcos.2B=: 
sin.(C  —  B),  puisque  -C  =  90**  —  B.  Donc  2*. 

BC  :  BD  —  CD  :  :  i  ;  sin.(C  —  B). 

222.  Si  au  lieu  de  la  perpendiculaire  AD ,  on  considère  une 
ligne  comme  AE  ,  qui  tombe  obliquement  sur  Vhypothénuse,  en 
divisant  V angle  droit  en  deux  parties  égales;  alors 

Le  plus  grand  segment  de  Vhypothénuse  est  au  plus  petit,  comme 
le  rayon  à  la  tangente^  filus :petit  angle. 
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En  efiêt  (49) .  AE  =  J^  =  g^.  »Êds  B  AE  =  CAE 
parla  construction,  et  sin.C  =  cos.B.  Donc  B£  X  sin.B  s^i 
C£  X  C08.B|  ist  par  conséquent 

BE  :  CE  :;  1  :  lang.B 

r  âà3.  Nous  terminerons  ce  qui  concerne  toutes  ces  fomniles  t 

en  donnant  un  exempie  pour  en  faire  voir  Tusage  et  Futilité. 

Supposons  que  regardant,  d'un  lieu  élevé,  t horizon  àe  lasw^ 
face  de  la  mer,  on  demande  ^inclinaison  du  rayon  visuel. 

VH^*^*  Soit  BT  =  40  pieds ,  et  soit  la  tangente  BA  le  rayon  visndl 
dW  Ojbservateur  qui ,  du  point  B ,  regarde  Thorizon  de  la  mer.  On 
cherche  Tangle  ÂBO  que  forme  rhorizonappasent  ÂB  avecriuh 
rizon  vrai  OR  de  TObservateur, 

Puisque  BAC  =  90^  =  CBO,  l'angle  cherché  ABO  =:*ACBU' 
Pour  trouver  la  grandeur  de  cet  angle,  on  a  par  laformule  iS'CaiS)^ 

COS.C  =  g-g.  Les  Astronomes  ont  déterminé  la  longueur  du  demi* 

(diamètre  AC  ou  TC  de  laTerre^  doQtla  vde^  moyenne  est  à^eu 
près  de  19680000  pieds,  mesure  de  Paris,  en  nombres  xonds.  Q| 
ajoutant  40 ,  on  a  donc  la  valeur  de  BÇ,  et  par  conséquent 

log.AC  =  log.  19680000  =  7,2929103 
compIL  log.BC  =  compi,  log.  19630040  =  2,7070788 

log.cos.C  =  9)999999^ 

Ce  log.répond  dans  les  tables  au  cosinus  d'un  angle  entre  6'  i^S^ 
et  7'  i5"^  On  auroit  ainsi  la  valeur  de  l'angle  cherché  avec  So'' 
d'incerdtude  (193).  H  est  donc  à  prc^os  d'avoir  recours  à  la  hsr 

mule  (217),  sin.5  C  =  \/^^^c^^  qui  ixansforme  le  grand  co* 
jsinu&en  un  sinus  très  petit ,  et  dont  voici  le  calcul.' 
iog.è  (BC  —  AC)  ^  log.  J  BT  =  log. 20  =  i,3oio3oo 
€ompLlog.BC  s=  compi,  log.  19630040  =  2,7070788 

Donc  log.  21=^  =t  4,0081088 

dont  la  moitié  (167),  ou  log.  sin.  îC  s  7,0040544 

Ce 
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Ce  log.  répond  dans  les  tables  à  sin.  3'  a8  " ,  2  -,  et  l'on  a  ainsi  avec 
précision  C  =  6'  56",  4. 

Nous  venons  de  voir  que  quand  on  emploie*  la  formule 


<x)S.C  =  g-g ,  le  log.  de  cos.C  ne  donne  pas  exactement  la  valeur 

de  C  :  mais  cette  imperfection  n'influe  en  rien  sur  le  calcul  lorsque 
l'angle  C  est  connu,  et  qu'étant  donnés ,  par  exemple,  BC  etC;* 
on  clierche  AC  parla  formule  (2i3,  i2*),  AC  =  BC  X  cos.C.i 
H  est  clair  que  si  à  log.BC  pris  de  l'exemple  ci-dessus ,  on  ajoute 
log. COS.  6'  56 '^  tel  que  le  donnent  les  tables  et  que  nous  l'avons 

trouvé  en  calculant  la  formule  cos.C  =  ^  ,  il  en  doit  résulter 

nécessairement  le  même  log.  de  AC,  que  celui  que  nous  avons 
employé  dans  cette  môme  formule.  Concluons  qu'autant  les 
^inus  et  cosinus  très  grands  sont  peu  propres  à  donner  la  valeur 
exacte  des  angles  par  le  moyen  des  tables  ordinaires ,  autant  ils 
sont  favorables ,  lorsque  l'angle  est  donné ,  pour  trouver  avec  pré- 
cision une  autre  quantité  quelconque  d'une  équation,  puisque  s'il 
y  a  quelque  légère  erreiu*  dans  l'angle  donné ,  elle  n'altère  ppint 
la  valeur  de  son  sinus  ou  cosinus ,  et  ne  fluit  point  par  conséquent 
à  la  valeur  de  la  ciiose  therchée^' 

Si,  au  lieu  de  l'angle  d'inclinaison,  on  vouloit  connoltre  la  dis^ 
tance  BA,  on  auroit  (2i3,  i6'),  AB  s=:  \/^o  X  39260040.  En 
calculant  cette  équation ,  on  trouvera  que  l'œil  peut,  à  quarante 
pieds  d'élévation ,  voir  la  surface  de  la  mer  jusqu'à  une  distance  de 
39628  pieds.; 


*i^ 
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Résolution  des  triangles  rectiUgnes  obliquangles. 

224.  O  oNNoissANT  deux  angleSj  et  par  conséquent  le  troisième, 
et  connoissant  aussi  un  côté,  trower  l'un  des  deux  autres  côtés. 
AppeDons  A,  B,  C,  les  trois  angles^  et  AC  le  côté  connu.  Sî 
Fîg.  7.  Ton  cherche  BC ,  on  aura  par  la  règle  (49  ) 


BC  = 


AC   X  sin. A 


sin.B 

Nous  avons  donné  (5o)  un  exemple  de  ce  cas. 

Si  le  côté  cherché  est  AB  ,  on  aura  par  la  même  règle 


AB  = 


AC  X  sîn.C 


«n.B 

225.  Connaissant  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  Vun  d'eux, 
trouver  l'angle  opposé  à  l'autre  côté  donné ,  et  par  conséquent 
Fangle  intercepté  ;  car  ordinairement ,  avec  ces  mêmes  données  ^ 
c'est  en  cherchant  celui  des  angles  opposés  qui  n'est  pas  connu  ^ 
qu'on  détermine  l'aiigle  intercepté. 

Appelions  les  données  AC,  BC,  B  ;  A  est  l'mconnue demandée, 
et  on  aura 


sin.  A  = 


BC   X   sin.B 


AC 

V angle  cherché  est  toujours  aigu  ,  s'il  est  opposé  au  plus  petit 
des  cotes  donnés. 

En  efFet,  comme  le  plus  grand  angle  est  toujours  opposé  au  plus 
grand  côté,  il  faut,  si  BC  <  AC,  qu'on  ait  aussi  A  <  B.  Or  un 
triangle  rectiligne  ne  peut  avoir  deux  angles  obtus. 

Si  l'angle' cherché  est  opposé  au  plus  grand  des  côtés  donnés  y 
l'espèce  de  l'angle  est  douteuse  ^  (35). 
jrjg^  8.       En  efFet  soit,  par  exemple,  BC  >  AC  ;  et  menons  CD  =  AC  ; 
nous  aurons  A  =  ADC,  et  sin. A  =  (.9)  s:nXDB  =  ^^^  ÎJ'"'^^ 
=  — CïT^'  Donc  pour  savoir  si  l'angle  cherché  est  aigu  commQ 
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A,  OU  obtus  comme  CDB ,  il  ne  suffit  pas  de  œnnoître  la  gicandeur 
de  B,  celle  de  BC  et  celle  de  AC  =  CD  ;  mais  il  est  nécessaire 
de  savoir  encore  si  le  plus  petit  côté  <lonné  est  dans  la-direcdon  AC 
ou  dans  la  direction  CD.  C'est  ce  qu'on  sait  ordinairement  parles 
circonstances  locales.  Mais  sans  cela,  il  est  de  plus  impossible  de 
savoir  laquelle  il  faut  adopter  des  deux  valeurs  ACB,  BCD  pour  le 
troisième  angle,  et  AB,  BD  pour  le  troisième  côré. 

226.  Connoissant  deux  côtés  et  V angle  opposé  à  Vun  d'QUX, 
trouver  le  troisième  côté. 

Appelions  les  données  AC,  BC,  B  ;  AB  e?t  l'inconnue  cher-  Flg.  a 
chée.  Que  Ton  mene  sur  AB  prolongé,  s'il  le  faut,  *la  perpendi- 
culaire CD;  on  aura  (211),  BD  =  BC  X  cos.B,  €t  CD  == 
BC   X    sin.B.   Donc  (212),   AD   =   v/(AC*  —  CD^)  =: 
|/(AC^  —  BC^  sin.^B).  Or  AB  ==  BD  ±  AD.  Donc 
AB  =  BC  X  cos.R^zh  v/(AC^  —  BC*  sin.*  B). 

On  voit  par  les  figures  que  le  radical  négatif  a  lieu  lorsque  l'angle 
A  est  obtus.  Donc  pour  trouver  la  valeur  de  AB,  il  est  nécessaire  de 
•savoir  l'espèce  de  l'angle  opposé  au  plus  grand  des  côtés  donnés , 
comme  dans  le  problême  précédent  Si  l'angle  donné  B  est  obtus, 
le  radical  est  positif;  mais  il  faut  observer  qu'alors  BC  X  cos.B 
devient  négatif,  (36). 

J'ai  donné  pour  ce  problême  une  solution  directe ,  et  j'en  ferai 
de  même  pour  les  problêmes  suivants ,  parceque  ces  solutions  four- 
nissent des  expressions  utiles  et  même  nécessaires  dans  les  operar 
lions  analytiques  ;  mais  dans  ce  cas-ci  la  voie  la  plus  expéditive  et 
la  plus  commode  pour  le  calcul  numérique,  est  de  chercher  d'abord 
l'angle  A  par  la  formule  (225)  ;  alors  le  troisième  angle  est  aussi 
connu  ;  et  ensuite  AB  se  trouve  par  la  2*  formule  (224).  Comme  les 
quantités  AC,  sin.B  sont  communes  à  ces  deux  formules,  on  n'a 
que  six  logarithmes  à  chercher  par  cette  méthode.  ^ 

227.  Connoissant  deux  côtés  et  V angle  intercepté ,  trower  h 
troisième  côté. 

Soient  les  données  AB ,  AC  ,  A  ;  BC  est  Je  côté  demandé.  Fig.2^ 

*Pij 
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Menant  une  perpendiculaire  CD  sur  l'un  des  côtés  connus  ;  on 
aura  (212),  BC*=:  CD"  -H  BD»  =  AC*  —  AD^  -H  (AB  —  ADf. 
=  AC*H- AB^— .  aAB  X  AD.Mais  AD  =  AC  X  cos,A,  (auX 
donc 

BC  ==  v/(AB*  ^  AC  —  2AB  X  AC  cos.A). 

En  appliquant  cette  solution  à  la  fig.3  où  A  est  obtus ,  on  verrft 
que  le  dernier  terme  est  positif,  c'est-à-dire  tel  que  la  seule  consi-. 
dération  des  règles  (36)  auroit  conduit  à  l'employer  dans  le  calcul,^, 

228.  Cette  formule  est  assez  pénible  à  calculer.  Pour  la  rendre 
plus  commode  dans  la  pratique ,  substituons  1  —  2sin.*iA  au  lieu 
de  COS. A,  et  nous  aurons  (i5 , 8) 

BC  =  v/(AC  00  AB)^-H  4  AB  X  AC  X  sin.^JA^f 
'Actuellement  par  les  transformations  (207)  nous  aurons 

'     ïang.«  =  ^^?i=^  V^ABXAC  V  et 

AC  c/>  AB 


BC  = 


cos.a 


La  premiere  de  ces  équations  donnera  la  valeur  d'un  arc  a ,  quff 
employée  dans  la  seconde ,  fera  connoître  aussitôt  le  côté  cherché. 
229.   Connoissant  deux  cdcés  et  l'angle  intercepté ^  trouver  un 
des  deux  autres  angles. 
Fîg.  2.        Solution  L  Nommons  les  données  AB ,  AC ,  A  ;  soit  B  l'angle 
cherché.  Du  troisième  angle  C  abaissons  la  perpendiculaire  CD  ; 


CD 


nous  aurons  (210),  tang.B  =  ~.  Mais  (211),  CD  =  AC  X. 
sin.A,  et  BD  =  AB  —  AD  =  AB  —  AC  X  cos.A.  Donc 
tanff  B  =        ^^  ""-^ =   ^^"6-^      ■ 

tdijg.u    A&  —  AC  co:». A    Ab        _ 

AC  cos.A 

La  dernière  expression  nous  apprend  que  dans  ce  problême  il  n^est 
pas  nécessaire  do  connoître  la  valeur  absolue  des  côtés  donnés  ,; 
mais  seulement  leur  rapport  ^^ . 

Si  A  est  obtus,  cos.A  et  tang.A  seront  négatifs  {Z6).  Mais  si  A 
étant  aigu,  on  a  AC  cos.A  p>  AB,  alors  la  valeur  de  tang.B  sera 
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négative,  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  B  sera  obtus.  Soît  dit  au 
surplus,  une  fois  pour  toutes,  qu'il  suffit  de  donner  les  formules 
Irîgonométriques  en  supposant  tous  les  angles  aigus.  Qu^d  un 
angle  donné  est  obtus,  ou  que  la  valeur  d'une  formule  se  trouve 
négative,  il  faut  alors  se  ressouvenir  des  règles  des  signes  (36) 
técapitulées  et  détaillées  dans  la  table  (42). 

Si  au  lieu  de  B  on  cherche  Tangle  C  ;  en  abaissant  la  perpendi- 
culaire du  point  B  sur  la  ligne  AC ,  on  trouvera  par  la  même  mé- 
thode 

^  r>   AB  sin. A 

tang.C   =  AC-ABCOS.A' 

On  obtîendroit  le  même  résultat  en  changeant  seulement  dans 
la  formule  précédente  B  en  C  et  C  en  B ,  règle  générale  et  facile 
dans  tous  les  cas. 

280.  Solution  IL  AB  I  AC  !!  sin.C  I  sîn.B,  (49).  Donc 
AB  -i-  AC  :  AB  —  AC  ::  sin.C  -H  sin.B  '•  sin.C  ~ 
sin.B  :  :  tang.U<^  -+-  B)  :  tang.  ^  (C  —  B)  ,  (IL.  12*).  Mais 
lang.KC  -f-  B)  =  taiig.  Ï  (180*^  —  A)  =  tang.C^o**  —  ^A)  = 
cot.jA,  (7).  Donc 

tang.KC  —  B)  =  cot.iA  X   o^tE  î  ^^ 
cot.i (C  —  B)  =  tang.^A  X  ab  1  ac- 

Pour  calculer  Fune  ou  l'autre  de  ces  formules,  ori  nommera  AC 

le  plus  petit  des  deux  côtés  donnés.  On  connoît  déjà  £jtJ  =. 

50**  —  Ì  A.    Retranchant  de  cette  quantité  la  valeur  de   2jzJ 

donnée  par  la  formule  ,  on  aura  celle  de  B  ;  en  Tajoutant ,  au 
contraire  ,  on  aura  le  plus  grand  angle  C  ;  et  cette  addition  donne 
Fangle  obtus ,  quand  il  Test  effectivement. 

23 1 .  Si  la  valeur  des  côtés  AB ,  AC  étoit  donnée  en  logarithmes 
et  non  en  nombres  naturels,  comme  il  aijive  d'ans  les  tablés  astro- 

nopiiques  pour  les  distances  des  planètes  au  soleil,  alors  onfera,  (205) 

AC        ^  . 

tang.j:=  ^  ;  et  on  aura 

çot.  i.(C  «^  B)  =  tang.  5  A  taiig.(45^  H^  a:).. 


ii8  Chap.  IX.  RisoLvriov 

282.  Connoissant  'e  trois  c  tés^  roui  c  un  angJe. 
Solution  L  Soit  A  l'angle  cl  ercl:é.  De  la  formule  (227)  on  lire 

COS. A  —       Tab'x  ac     • 

n  seroît  facile  de  déduire  de  cette  formule  une  nouvelle  c'é-' 
monstration  de  la  formule  (53),  par  la  marche  que  nous  avons 
suivie  pour  démontrer  la  formule  (5i);  et  ceUe  démonstralîon 
feroit  voir  pourquoi  j'ai  choisi  Tune  plutôt  que  l'autre  des  deux 
racines  du  second  membre  de  l'équation  dont  la  formule  (53)  est 
tirée. 

L'expression  ci- dessus  de  cos.A  sera  plus  commode  pour  Io 
calcul  sous  la  forme  suivante  (  1 5  )  : 

^^c   A            (AC^  AB-4-  Rr)  (Ar  ^  AB  —  PP) 
COS.A  iAC  X  A.> *• 

233.  Solution  II.  En  mettant,  dans  la  foimule  que  nousvencns 
de  trouver,  2  cos.^ìA  —  i  au  lieu  de  cos.A,  on  aura 

AC  -h  AR  -h  BC  ^  /'AC  -4-  AB  4-  BC            pr\ 
COS.a  A  _  Y  AB  X  AC 

Cette  solution  me  paroft  la  plusexpéditive  :  cependant  la  suivante 
est  plus  usitée,  parceque  souvent  on  aime  mieux  chercher  dans 
les  tables  le  log.  d'un  sinus  que  celui  d'un  cosinus ,  et  surtout 
parcequ'on  n'a  pas  les  petits  angles  avec  exactitude  par  les  cosinus. 

234.  Solution  III.  Dans  la  premiere  formule  (^32),  met* 
tons  I  —  2 sin.*  î  A  au  lieu  de  cos.A  ;  nous  aurons  2 sin.*  ì  A  =3 

,       ,      BC-  —  AC*  —   AB»           (BC  4.  AC  —  AB)   (BC  H-  AB  —  AC)    rw^„^ 
*    -« 2AB  X  AC  =  TabITÂC •  ^^^^ 

/BC  -f-  AC  4-  AB   ^g\ /RC  -4-  AC  -4>  AB   j^q\ 

sin.J A  =  /A 1 ..  ^\c       ^ ^ 

235.  La  table  III ,  à  la  fin  de  cet  Ouvrage ,  contient  les  solutions 
analytiques  de  toutes  les  questions  que  renferme  ce  problême: 
Dans  un  triangle  ABC,  trois  parties ,  dont  au  moins  un  coté, 
étant  données ,  déterminer  les  autres  parties.  Je  dis  trois  parties 
doniau  moins  un  coté  ;  j'en  excepte  un  seul  cas ,  celui  de  deux 
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ODgles  connus,  lesquels  suffisent  pour  déterminer  le  troisième  angle. 

On  trouvera  dans  cette  table  quelques  expressions  compli- 
quées ,  mais  qui  peuvent  avoir  des  applications  utiles  ,  comme  on 
en  verra  des  exemples  (334)  relativement  à  quelques  questions 
délicates  de  minimis. 

Les  formules  i%  2%  10%  ii%  19%  20%  28%  29%  55%  56%  82% 
83*  de  la  table  III,  naissent  visiblement  de  la  règle  (49  )• 

Les  formules  3o%  39%  48%  5j%  66%  'j5%  84%  93%  102%  sont 
fondées  sur  les  art.  5i ,  36,  et  donnent  celles  qui  les  suivent  immé- 
diatement, comme  onlereconnoîtra  si  l'on  se  rappelle  les  formules 
(n..i%3%5^). 

Les  formules  8%  25%  43%  77%  io5%  sont  démontrées  aux  arti- 
cles 226 ,  227 ,  2^2 ,  229. 

Les  formules  9%  17%  18%  26%  27%  se  démontrent  comme  la  8*; 
ou  plutôt  la  9*  se  tire  de  la  8*,  en  changeant  dans  celle-ci  A  en  B 
et  B  en  A  ;  et  par  des  changements  semblables  la  9*  donne  la  17*  et 
la  26%  et  la  8*  donne  la  18*  et  la  27*. 

Les  7*^  et  i6*  se  démontrent  comme  la  25' ,  ou  se  tirent  de  la  25* 
en  changeant  convenablement  les  lettres. 

Les  70*  et  97*  se  démontrent  comme  la  43%  ou  s'en  déduisent 
en  changeant  les  lettres. 

Les  formules  5o%  5i*  se  démontrent  comme  la  77%  ou  la  5i*  se 
déduit  de  la  77*  et  la  5o*  de  la  5i%  en  changeant  les  lettres.  Il  en 
est  de  même  des  78*  et  104%  comparées  à  la  io5\ 

La  3*  est  tirée  de  la  1%  en  mettant  dans  celle-ci  la  valeur  de 
sin.  A,  prise  de  la  3i%  et  divisant  le  numérateur  et  le  dénominateur 
parsinX.  Les  4%  12%  i3%  21*  et  22%  se  tirent  de  même  des  2% 
io%  11%  19*  et20% 

Les  5%  6%  14%  i5%  23*  et  24*  sont  Étoiles  à  tirer  des  formules 
5i%  77%  io5%  5o%  78%  104% 

La  32*  est  tirée  de  la  28%  en  substituant  dans  celle-ci  la  valeur 
de  AB  prise  de  la  7%  On  déduira  de  la  même  maniere  les  formuler 
33%  59%  60%  86%  87;  des  29%  55%  56\  82%  83% 
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Si  on  observe  que  sin. A  =  v/(i  —  cos.*  A),  on  verra  que 
les  34%  61  %  88*  proviennent  des  48%  70%  97*. 

La  35*  se  déduit  de  la  a8%  en  y  introduisant  la  valeur  de  BC 
prise  de  la  formule  26*.  On  déduira  de  même  les  formules  36% 
62%  63%  89%  90*  des  formules  29%  55%  56%  82%  83*. 

En  faisant  attention  que  cos.A  =  \/(i  —  sin.^'A),  on  recon- 
noîtra  que  les  formules  37%  38%  64%  65%  91%  92'  proviennent  des 
a8%  29%  55%  56%  82%  83% 

En  observant  que  cos.A  =  ^^  1  et  divisant  la  02*  par  la  5o% 

on  aura  la  41*.  On  trouvera  de  la  même  maniere  les  formules  42%' 
68%  69%  95%  96*. 

La  44*  est  tirée  de  la  40%  en  substituant  dans  celle-ci  la  valeur 
de  sin.B  prise  de  la  56%  et  celle  de  cos.B  prise  de  la  65\  Lés  45%' 
71%  72',  98*,  99*  sont  formées  de  même  ,  en  substituant  respecti- 
vement dans  les  40%  67%  94%  les  valeurs  contenues  dans  les  82* 
et  91%  83*  et  92%  28*  et  37%  29*  et  38%  55'  et  64% 

On  sait  que  tang.  A  =  ^^  ;  donc  en  divisant  la  35*  parla  44V 
on  aura  la  53%  Les  54%  80%  81%  107%  108*  sont  formées  de  la 
même  maniere. 

De  plus  tang.  A  =  \/(t;^  —  1)  ;  d'où  il  est  facile  de 
conclure  que  les  52%  79%  106*  proviennent  des  43%  70%  97% 

Enfin  en  divisant  la  28*  par  la  37%  on  a  la  46%  et  Ton  forme 
de  la  même  maniere  les  47%  73%  74%  100%  101*. 

236,  La  table  IV,  rejettée  de  même  à  la  fin  de  cet  Ouvrage ,  n'a 
pas  besoin  d'explication.  J'ai  cru  devoir  l'ajouter  en  faveur  de  ceux 
qui  n'aiment  pas  les  expressions  dans  lesquelles  les  parties  du 
triangle  sont  désignées  simplement  par  les  lettres  de  l'alphabet,; 
J'y  ai  réuni  les  solutions  les  plus  commodes  pour  le  calcul  numér 
lique. 

On  aura  pu  conclure  des  formules  des  tables  III  et  IV,  et  en 
général  de  toutes  les  formules  précédentes,  que  pour  résoudre  un 
triangle  rectiligne  obliquangle ,  il  est  nécessaire  de  connoître  trois 

des 
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-des  parties  qui  le  composent,  et  que  Tune  au  moins  de  ces  parties 
soit  un  <:ôté  par  la  même  raison  que  celle  donnée  (21 3).  Telle 
est  la  règle  générale.  Nous  allons  cependant  donner  des  solutions 
pour  des  combinaisons  différentes • 

aSy.  Connoissant deux  cotés  AB^AC^etia  diffërence  (C </)  B)  Fîg-  7v 
des  angles  opposés,  résoudre  le  triangle. 

De  la  seconde  formule  (280) ,  dans  laquelle ,  pour  plus  de  g^ 
néralité ,  je  substitue  c/)  à — ,  je  déduis  l'équation  suivante  : 

tang.^  A  =  coti  (C  c/)  B)  X   ^f-^  ;    ou 

^  c  demi -angle  compris  >    __^_^   cot  t  diff-  donnée  X  difF.  des  côtés  donnea 

lang»  "^  gntrcies  côtés  donnés  )    ""^  somme  des  côtés  donnés 

L'angle  A  étant  connu,  la  détermination  des  autres  parties  ^u 
triangle  n'a  plus  de  difficulté. 

238.  Connoissant  les  angles  et  la  somme  (AB  H-  AC),  ou  la 
différence  (  AB  co  AC)  de  deux  côtés,  résoudre  le  triangle ji 
De  l'équation  précédente  se  déduisent  les  suivantes.: 
(AB  00  AC)  =  <AB  H-  AC)  tang.^  A  tang4  (C  (/>  B) 
(ÀB  -H  AC)  =  (AB  00  AC)  cot.  i  A  cot.  s  (C  c/>  B) ,  ofl 

DifF.  des  cités  dont  >   ^__   som,  de  ces  côtés  X  tang.-r  angle  compris 
la  somme  est  donnée  )  cot.  t  difF.  des  deux  autres  angles 

Som.  des  côtés  dont  Ì    ^_^   diff.  de  ces  côtés  X  cot-  t  angle  compris 
la  difiér.  est  donnée  J  tang.  t  diE  des  deux  autres  angles 

L'une  ou  l'autre  de  ces  deux  formules  donnera  la  valeur  absolue 
de  AB  et  de  AC 

289.  Connoissant  un  angleK^  le  côté  opposé  BC ,  et  la  somme 
(AB  -f-  AC),  ou  la  différence  (AB  00  AC)  des  deux  autres  côtés, 
résoudre  le  triangle. 

En  multipliant  par  g^  ==  ^  ^^  premier  membre  de  la  seconde 
équation  (aSS),  la  réduisant  en  proportion ,  et  se  rappellant  les 
formules  (1.  3i%  32*),  on  a 

BC    •    (AB  00  AC)    *  .    <h>s.tA    •     auu|-(C  oo  B) 
BC    •    (AB  -h  AC)    •  •    sio.^A    *    dos. i(C  oo  B) 

Ox  je  n'ai  qu'à  démontrer  que  les  numérateurs  sont  en  proportion; 

Q 
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il  s'ensuivra  que  les  dénominateurs  sont  aussi  en  proportion  (i3)  : 
et  ces  deux  analogiies  feront  connoître  la  valeur  de  chacune  des 
quatre  parties  inconnues  du  triangle.  Soient,  par  exemple,  BC,  A, 
et  (AB  GO  AC)  les  choses  connues  ;  on  trouvera  ,fpar  la  propor- 
tion des  numérateurs ,  la  valeur  de  j  (C  oo  B)  ;  on  emploiera  cette 
valeur  dans  l'analogie  des  dénominateurs ,  de  'aquelle  alors  on 
déduira  la  valeur  de  (AB  -+-  AC).  Connoissant  ainsi  les  sommes 
et  les  différences  des  côtés  AB  et  AC ,  et  des  angles  opposés 
B  et  C ,  on  obtiendra  leur  valeur  absolue  de  la  maniere  indi- 
quée (23o). 

Démontrons  Tanalogîe  des  numérateurs.  Puisque  (AB  co  AC) 

BC  sin.C  en  BC  sm.B   /tu      -         «x  n^  (AB  oo  AC)  sin.A 

s= r— T ,(IIL  1%  1 1*).  on  aura  BC  =     .  ,.      '.  »    = 

siu.A  '^  '  ^'  5in.C  oo  Mii.B 

(ABooAC)sin.(C4-B) .j    ^^     yj  e\  (AB  oo  AC)  2Mn.-V(C-|-B)  cos.4(C-4-B) 

«in.C  oo  Mn.B  V.^'  "  1    ^^'    ^^  )  2sia.T(C  ooB)  cos.t(C  -h  B) 

=  '""  "n'-?ict'B^  "^  "\Maissin.KCH-B)  =sin.K.8o°- A)=: 
COS.5A.  Donc  BC  ==  ^  >u/i(c  ooT)"  '  équation  qui  donne  la 
proportion  cherchée. 

On  aura  donc ,  en  réduisant  en  équations  les  deux  analogies  que 
nous  venons  de  démontrer^ 

Ì  /â^  jy  \  (AB  00  AC)  ros  -fA 

sm.^C  (/)  B)  = ~ y 

,  y/-.  T)v  (AB  -h  AC)  sin.-rA 

cos.^C  co  B)  =  ^ — ^^^-^ ;   ou 

(  T  difFérencc  des  )  difF.  donn<^e   X    cos.  t  angle  donné 

Sin.  •       ,    .  e   =  — 1 

(  angles  inconnus  )  cote  donile  * 

f  T  difFc^rcncc  des  )  som.  donn/e  X   sin- -an^Ie  donné 

cos»-^      ,    .  {   =  : ' 

(  angles  inconnus  )  coiu  donne 

240.    Connoissant  un  angle,  un  coté  adjacent^  et  la  somme 
des  deux  autres  côtés,  résoudre  le  triangle. 

f'^'g-P-  Soient  les  choses  connues  B,  BC.et  (AB  -4-  AC).  Que  Io» 
prolonge  AB  de  maniere  qu'on  ait  BD  =  (AB  -f-  AC),  ou 
qu'on  ait  AD  ==  AC;  on  connoîtra  dans  le  triangle  BCD  \e% 
deux  côlés  BC,  BD,  et  l'angle  intercepté  B;  et  Ton  trouvera 
par  la  solution  (280)  la  valeur  de  i  (BCD  —  D),  qui  est  cello 
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dt  S  ACB ,  puisque  D  =  ACD  par  la  construction.  Cette  valeur 
éera  exprimée  par  l'équation  suivante  : 

cot.^ACB  =  tang.^B  X  [H  l  ic]  -  H  ^   «^ 

^^.    Ç  demi-angle  inconnu)  w^^_  i  ^^^i^  A^^^A  v/   somme  donnée -|- cAtë  donné 

^^^- Jadjac.  au  côtéconnul  ="^^8-^^81^  ^^^^é  X  somme  donnée  -  côté  donné 

a4i.  Connoissant  un  angle  j  un  côté  adjacent^  et  la  différence 
dès  deux  autres  côtés,  résoudre  le  triangle. 

Soient  les  choses  connues  B ,  BC  et  (AB  —  AC).  Qu'on  prenne  Fîg.io 
BD  =  (AB  —  AC),  ou  qu'on  fasse  AD  =  AC.  Dans  le  trian- 
gle BCD  on  trouvera,  comme  dans  le  cas  précédent,  la  valeur 
deKBDC  —BCD).  Mais  BDC  =  180**—  ADC,  BCD  = 
ACB  —  ACD,  et  ADC  =  ACD  par  la  construction.  Donc  la 
valeur  trouvée  est  celle  de  90**  — •  î  ACB.  Donc  on  tirera  la  valeur 
de  ACB  de  l'équation  suivante: 

tang.iACB  =  tang.iB  X  H  t  Tab  I  Ig  >    ^^ 

.   _      Çdemi-angle  inconnu)  '    .^^^   i  ^^^    J^^^x   v^    ^^^  donné  -f-  dîff.  donnée 

ta^S'Iadjac.aucôtéconnuJ^^^^S-^S-^^^^^   X    côté  donné  ^  diff.  donnée 

242.  Passons  au  calcul  des  Segments.  Nous  prévenons  que  dans 
an  triangle  quelconque  ABC,  nous  nommons  base,  selon  l'usage,  pj^^  ^ 
le  côté  AB  sur  lequel  on  abaisse  une  perpendiculaire  CD  ;  et  an^le  ^t  3., 
vertical  l'angle  C ,  duquel  on  abaisse  cette  perpendiculaire. 

Trouver  les  valeurs  des  segments  de  la  base  AB  du,  triangle  ABC. 

Soient  donnés  d'abord  les  trois  côtés.  Puisque  CD*  =  AC*  — • 
AD*  =  BC^  —  BD*,  ils'ensuilque  AC*  00  BC*  =  AD*  00  BD*, 
ou  que  (AC  GO  BC)  (AC  -4-  BC)  =  (AD  00  BD)  (AD  -f-  BD). 
Si  la  perpendiculaire  tombe  en  dedans  du  triangle,  (AD  ^-  BD)  = 
AB  ;  si  elle  tombe  en  dehors,  (AD  00  BD)  =  AB.  ^ 
Donc  ,  pour  les  deux  cas  ^ 

AD^BD=:^^^^"y-^^^>,    ou 

lasommeou^    ,       c^amPTifc  «om.  des  deux  côtés.  X  lenr  di/F,       '. 

la  différence/  ^^^  SegmeUlS  —  jj-gjj; 

Dans  l'usage  de  cette  formule  il  n'est  nécessaire  ni  de  iàire 
Attention  au  double  signe,  ni  de  savoir  si  la  perpendiculaire  tombe 
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en  dedans  ou  en  dehors.  La  moitié  de  la  valeur  donnée  par  b  foi^i. 
mule ,  ajoutée  à  la  moitié  de  la  base,  donnera  touj.ours  le  plus  grand 
segment,  et  la  dlflférence  des  deux  moitiés  le  plus  petit.  Cette  re- 
marque s^applique  aussi  aux  solutions  suivantes  ;  et  nous  en  doxL* 
serons  un  exemple  (25o). 

^4^-  Soient  donnés  maintenant  les  trois  angles  et  la  hase  AB. 

F%. a.  Par  la  règle  (210)  ona  CD  =  BD  X  tang.B  =  AD  X  tang.A, 
Pone  BD  :  AD  M  tang.  A  I  tang.B,  et  BD  -H  AD  I  BD  00  AD  I  : 
sin.,(A-|-B)  :  sin,(Ac>oB),  (IL  lo^). 

Fig.3.  Si  la  perpendiculaire  tombe-  en  dehors,  on  a  BD  -H  AD  T 
BP  —  AD  :  :  sin.CCAD  -H  B)  :  sin.(CAD  —  B).  Mais  CAD  H- 
5  =;=  180**  —  A  H-  B  :^  180^  —  (A  —  B),  et  CAD  —  B  = 
180^  -^  (A  ^  B).  Donc  on  a  BD  H-  AD  :  BD  —  ^AD  Vl 
sin.(A  —  B)  :  sin.(A  -H  B). 
Donc  en  général 

BD  ï  AD  =  ^^4JJÎi^  ,  ou  (III.  84-) 

î"^*"!   des  SeemenlS  =  »»  «"«'X. in.  diff.  de,  .ng.  adjacent, 
la  somme  5  ^^^^*^\y**w  ^^  ^^  l'angle  verUcal 

^44.  Trousser  les  valeurs  des  segments  d'un  cô té ^  formés  par  une- 
ligne  qui  dime  également  l'angle  opposé.' 
Fig.io        Soit  BCD  =  ACD,  et  soient  donnés  dans  le  triangle  ABC  lei 
angles  et  le  ^oêédiméAB  ;  ou  encore  soient  donnés  les  trois  cotés. 

Par  la  règle  (49)  on  a  CD  =  ^  =  e^.  Donc  BD  I 
AD  ::.sin.A  ;  sin.B,  et  BD  -H  AD  I  BD  c>o  AD  II 
ïang.KA  -i-  B)  :  tang.i(A  00  B),  (II;  12*).  Donc     * 

RD  cy^  AD   —    ab  rang.i(A  c/>  B)  _  AB(BC  c/)  AC)      .    3    . 

UU   00  AU   iang.i(A  -f.  B) BC  +  AC      '  V.200; ,     OU 

<i«rr     1  .  câré  divisé  X   tane.  rdifF.  des  ang.  adlacents 

diff.  des  segments  =^ r-^ — - — t r — - — 

^**x*.   v*v.*?    i^^^^xAAWAAi.^  tang.  T  somme  de  ces  angles 

côté  divisé   X   diff.  des  deux  autres  côtés 


difF.  des  segments  = 


somme  de  ces  deux  côtés 


a45.   Trouver  les  valeurs  des  segments^de  l'angle  vertical. 
Soient  donnés  l'angle  vertical  ACBet.  les  deux  cotés  ad/acents 
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AC,BC.  On  a  (21 1) ,  CD  =  AC  X  cos.  ACD  =  BC  X  cos-BCD;  Fig.  a 
donc  BC  :  AC  :  :  cos.ACD  :  cos.BCD  ;  et  BC  -h  AC  :  BC  co  e'^. 
AC  :  :  (II.  i3')  cot.  i  (BCD  -H  ACD)  I  tang.  i  (BCD  oo  ACD)  :  l 
ÇL  Sa*)  cot.  K BCD  oo  ACD)  :  tang.  è  (BCD  h- ACD).  Donc 
en  général  pour  les  deux  cas  de  la  perpendiculaire  située  en 
dedans  ou  en  dehors  ^ 

tang.i  BCD  î^î  ACD  ==  coL^ACB  X  g§-^  ;  ou 

^''{TmZ\  dessegni€nts=cot.|ang. vertical  X  ^leS^tlS 

246.  Trouver  les  valeurs  des  segments  d'un  angle,  formés  par 
une  ligne  qui  partage  également  le  côté  opposé. 

Supposons  AD  =  BD ,  et  soient  donnés  l'angle  divisé  ACB  et  Fi2.i«[ 
les  deus  côtés  adjacents  AC,  BC. 

On  a  (49 >,  CD  =  ^^^  —  ^:^  ;  et  par  conséquent 
^.BCD  I  sin.  ACD  \  '.  sin.B  I  sin.  A  \  '.  AC  I  BC.  Donc  aussi  AC  -H 
BC  :  AC  00  BC  :  :  tang.  ï  (BCD  H-  ACD)  :  tang.|(BCD  oo  ACD),' 
(IL  la*);  et 

lang.KBCD  c/)  ACD)  =  lang.|ACB  X  îr^  i  ou 

»ang.|difF.  des  segments  =  tang. àang.  divisé  X  ^^^^. 

^47.   Résoudre uninangle isoscele. 

Le  triangle  isoscele  se  résout  comme  les  triangles  rectangles, att 
moyen  d^une  perpendiculaire  gui  partage  en  devat  parties  égales 
la  base  et  Fanale  vertical.  Les  deux,  analogies  suivantes  donnent 
Ja  solution  de  tous  les  cas. 

Un  coté  est  à  la  moitié  de  la  base,  comme"^ le  rayon  est  au 
cosinus  d'un  angle  à  la  base^  ou  commele  rayon  est  au  sinus  de 
la  moitié  de  l'angle  verticaL 

H  est  facile  de  vérifier  ces  proportions  sur  une  figure  aivec  le 
secours  de  la  table  (21 3)» 

248.  Les  exemples  suivants  pourront  diriger  pour  Tusage  de$ 
ifounules  que  nous  avons  données  dans  ce  Giapitre. 
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rig.  3.  Soit  AC  une  distance  de  585  pieds  5^*^  6^^  AB  une  autre  dîs** 
tance  de  55  p*-  3^"-  4  "^'  ;  soit  aussi  connu  CAB  de  i43v36' ,  et  soit 
BC  une  distance  cherchée. 

Ce  cas  est  celui  de  la  formule  (IV.  3').  Pour  prendre  les  Ioga* 
rilhmes  des  deux  distances  connues,  je  convertis  d'abord  ces  dis- 
tances en  lignes ,  et  j'ai  AC  =  84306  lignes ,  et  AB  =  7960 Kg'. 
Voici  le  calcul  de  la  formule, 

log.AC  =  4,9258585 
log.  AB  =  3,900913% 

sipmme        8,8267716 


demi-somme        4,4i33858 

log.2  ==  o,3oiû3oo 

log. sin. ï CAB  =  log. sin. 71'' 48'   =  9,9777108 

compi.  log. (AC  —  AB)  =  compi,  log. 76346  =  5, 1 1 72 1 87 


somme  oulog.  tang.a  =  9,8093408 

(200),  compi. log. COS. a  =  0,0754710  > 
log. (AC  —  AB)  pris  de  son  compi,  ci-dessus  =  4» 882 7863 

somme  ou  log.BC  =  ^^^58^5^0 
Ef'par  conséquent  BC  =  90836  lìg. 

On  résout  ordinairement  ce  problême  en  cherchant  d'abord  les 
deux  angles  inconnus ,  par  la  formule  (IV.  4*) ,  et  ensuite  le  côté 
par  la  formule  (IV.  1').  On  a  alors  huit  log.  à  chercher ,  etseptseu-»- 
lement  par  notre  méthode ,  attendu  que  l'usage  continuel  que  l'on 
fait  du  log.  de  2  le  fixe  nécessairement  dans  la  mémoire. 
'  249.  Employons  actuellement  les  mêmes  valeurs  des  trois  côtés, 
pour  donner  un  exemple  de  la  formule  (IV.  5*);  et  cherchons  un 
angle,  par  exemple  B.  Voici  le  calcul:  nous  y  employons  90835,86 
J)our  la  valeur  de  BC ,  valeur  prise  ci -dessus ,  mais  avec  toute  la 
précision  que  peuvent  donner  les  logarithmes  ,  afin  d'avoir  l'angle 
B  aussi  exactement  que  nous  l'aurions  eu  par  la  formule  (IV.  40 
avec  les  données  de  l'article  précédent. 
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log,;soiimie  des  trois  côtés  =  log.  91 550,93  =  4,9616627 
log.(;somme — AC)  =  log.  7244, 93  =  3, 8600342 

compi,  log.  AB  =  6,0990869. 
compl.log.BC  ==  5,04174^-7 

somme  ou  log.  COS.*  5  B  ==  9,9625265 
demi-somme  ou  log. COS.; B  =  9,9812632 

Ce  logarithme  répond  à  cos.i6'*42'  34"  ì.  Donc  l'angle  cherché 
B  =  33**  25'  9 " .  Le  lecteur  pourra  s'exercer  à  le  chercher  par  les 
formules  (IV.  4*  et  6*).  On  observera  que  Tusage  du  complément 
arithmétique  a  dispensé  des  soustractions  de  log.  AB  et  de  log.BC. 

25o.  On  demande  la  largeur  AD  d'un  fleuve  qui  passe  au  pied  Fig.ii 
d'une  tour  CD.  Sur  le  bord  A  on  prendra  ,  avec  des  instruments , 
l'angle  DAG,  que  je  suppose  de  27^*42'  ;  on  passera  à  un  autre 
point  quelconque  B,  dans  le  même  plan  vertical  que  A  et  C;  on 
relèvera  de  même  l'angle  CBA,  que  je  suppose  de  16*?  23',  et  on 
mesurera  la  distance  horizontale  AB,  que  je  suppose  de  i25  toises. 
Ces  données  suflisent  pour  trouver  la  valeur  de  AD,  qui  est  le  plus 
petit  segment  de  la  base  AB  du  triangle  ACB  ,  prolongée  jusqu'à  la 
perpendiculaire  CD.  Voici  le  calcul  de  la  formule  (243)  ;  pour  plus 
de  commodité,  je  ne  chercherai  que  la  moitié  de  sa  valeur  y  cfe 
qu'on  fera  également  pour  toutes  les  auties  semblables. . 

log.sin.(CAB  —  B)  s=  log. sin.  1 35^*55'  =9,842424 
«ompLlog.sin.  (CAB  -j-B)  =  çompl.log.sin.  168^41  '  =  0,707232 

log.  5  AB  =  log.  62, 5  =  1,795880 

somme  ou  log.î(BD  ^  AD)  =  2,34553d 

DoncKBD  î^  AD)  =  221,6 
et  retranchant  ì  AB ,  ou      62, 5 

on  a  pour  le  petit  segment  159,  i* 
Donc  la  largeur  cherchée  ou  AD=  159  toiles  à  très  peu  près.. 


CHAPITRE    X. 

Des  analogies  différentielles  des  triangles  rectilignes. 

25i.  -L/ANS  les  deux  Chapitres  précédents  nous  avons  donné  les 
solutions  d'un  triangle  rectiligne.  Considérons  à  présent  deux  trian- 
gles qui  ont  deux  parties  communes ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même, 
un  triangle  qui,  conservant  deux  parties  constantes,  éprouve  un 
changement  dans  les  quatre  autres.  Nous  chercherons  à  déterminer 
par  des  analogies ,  qu'on  nomme  alors  analogies  differendoli^^  le 
rapport  entre  le  changement  d'une  partie  du  triangle  et  le  change* 
gement  d'une  autre  partie;  et  cette  recherche  appliquée  aux  cas 
où  une  seule  partie  est  constante,  et  où  même  aucune  ne  l'est , 
complettera  les  solutions  de  tous  les  problèmes  déterminés  que 
peut  résoudre  la  Trigonométrie  rectiligne.  Je  traiterai  ce  sujet  d'une 
maniere  que  je  crois  absolument  neuve  ;  je  construirai  les  analo*. 
gies  dans  la  plus  grande  généralité ,  de  sorte  qu'elles  soient  appli« 
.cables  rigoureusement  à  toutes  sortes  de  variations  y  de  quelque 
grapdeur  qu'elles  soient.  Je  nommerai  ces  analogies  différentielles 
finies;  j'en  déduirai  celles  qu'on  donne  communément,  qui  ne 
sont  exactes  que  pour  les  variations  infiniment  petites,  et  qui  dé- 
terminent aussi ,  mais  par  approximation  ,  les  variations  finies  et 
très  petites  ;  je  nommerai  infinitésimales  ces  dernières  analogies. 
fîg^i2  Soient  deux  triangles  ABC ,  ABD ,  ayant  le  côté  AB  et  l'angle  A 
communs  ;  ou  soit  un  triangle  ABC  qui  se  convertisse  en  ABD , 
de  sorte  qu'^/zi  côté  AB  et  un  angle  adjacent  A  restent  constants. 

Le  côté  AC  ,  en  devenant  AD  ,  augmente  d'une  quantité  CD^ 
que  nous  appellerons  8^AC,  à  la  maniere  du  calcul  différentiel.  On 
aura  de  même  BD  =  BC  H-  8^BC.  L'angle  B ,  en  devenant  ABD, 
augmente  aussi  d'une  quantité  CBD,  que  nous  appellerons  8^B ; 
et  comme  CBD  est  de  même  la  diminution  dç  l'angle  C,  qui  de- 
vient 
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inent  D  ,  puîsqu*on  sait  que  l'angle  extérieur  C  =  D  -}-  CBD  j 
on  aura  â^B  =  8^C ,  en  observant  que  ces  variations  ont  lieu  en 
sens  contraire. 

Cela  posé ,  le  triangle  BCD  donne  (49  )  1  CD  I  sin.  CBD  1 1 
BC  I  sin.D  1 1  BD  l  sin.C.  Donc,  en  substituant  les  dénominations 
adoptées , 

8>Ac:  {,,î"3?;\cl  ::Bc:sin.(c— 8^C)::Bc-H8^Bc:sin,c. 

252.  Dans  l-usage  de  cette  formule  et  des  autres  formuks  dif- 
férentielles finies  qui  suivront ,  il  faut  employer  les  expressions 
sin*(C  —  8^C),  j(BC  -}-  8^BC),  et  autres  semblables ,  en  donnant 
aux  d^erences  le  signe  qui  convient  selon  les  cas  ;  ce  qu^il  est  tou- 
jours focile  de  reconnoître  dans  la  Trigonométrie  rectilîgne.  Il  est 
clair ,  par  exemple ,  à  la  seule  inspection  de  la  figure ,  que  lesr 
changements  de  AC  et  de  C  doivent  toujours  se  Eure  en  sens 
contraire  ;  et  c'est  ce  que  nous  indiquons  en  donnant  des  signes^ 
contraires  à  8^AC  et  à  sin.8^C,(i54).  Si  Fangle  C  augraentoît, 
l'analogie deviendroit  -^r—  8^AC  I  —  sin.8^B ou  -H  siiuB^C  llBCl 
sin.(C  -+-  8^C)  y.  3C  -*•  8^BC  l  sin.C.  Nous  verrons  de  plus 
(266),.quc  le  signe  de  8^BC  dépend  aussi  de  l'espèce  de  l'angle  C. 

253.  Si  l'on  suppose  que  les  variations  soient  infiniment  petites, 
qnpo\ina^i4o)  mettre  8^B  au  lieu  de  sin.S^B;  (i33),^in.C  au 
Ueu  de  (sin.C  ^z  8^C),  et  BC  au  lieu  de  (BC  ±  8^BC)^  alors  la 
formule  (25 1)  deviendra 

à^Ac  :  ^B  ou^^c  ::  bc  :  sîn.c 

Et,  à  l'exception  du  signe  négatif  que  l'on  omet^  telle  est  la  forme 
ordinaire  sous  laquelle  on  donne  cette  analogie. 

Avant  de  construire  d'autres  analogies  diflFérentielles,  nous  allons 
donner  un  exemple  qui  fera  pressentir  l'utilité  de  ces  formules  ; 
il  nous. servira  de  plus  à  reconnoître  les  limites  ^ntre  lesquelles  on 
peut ,  sans  erreur  dans  le  calcul ,  Eure  usage  des  analogies  infinité* 
simales ,  lorsque  les  variations  sont  petites,  mais  cependant  finies 
et  non  pas  infiniment  petites* 

R 
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rjg.i3       254.  Soit  AC  une  hauteur  à  mesurer  par  la  méthode  (21 5).  A 
quelle  distance  doit  se  placer  l'Observateur ,  pour  que  Terreur  que 
peut  commettre  l'instrument  dans  la  mesure  de  Tangle  ABC  pro^ 
Juîse  la  moindre  erreur  possible  dans  le  calcul  de  la  hauteur  ? 

Supposons  que  Terreur  dans  la  mesure  soît  en  plus ,  que  Tinstm-* 
ment  donne^par  exemple,  ABD  au  lieu  de  ABC;  la  hauteur  calculée 
ser^  AD  au  lieu  de  AC.  On  voit  par  la  figure  que  ces  erreurs  n'in- 
fluent ni  sur  le  côté  AB ,  ni  sur  Tangle  A  qui  demeurent  constants* 
(  Le  ndsonnement  seroît  le  même  si  Terreur  étoit  en  tnoins). 
AppeHant  donc  8^B  Terreur  dans  Tangle  observé ,  et  8^ AC  Terreur 

dans  la  hauteur ,  on  aura  (aSS) ,  8^  AC  =     ^^   ,  ou  ^-  =  -^^ . 

Or  dans  ce  problême  il  s'agit  de  trouver  non  la  valeur  absolue  de 
8^AC'  et  de  8^B ,  mais  seulement  quelle  doit  être,  dans  un  cas  quel- 
conque ^  la  distance  AB  pour  que  le  rapport  \^  ait  la  moindre 

valeur  possible.  Pour  y  parvenir ,  éliminons  une  des  quantités  BG 
et  C I  dépendantes  Tune  et  Tautre  de  la  position  cherchée  du  point 

B.  Dans  ce  cas-ci,  A  =  90*";  on  a  donc  (2i3,  8*) ,  BC=  -^^^  ; 
et  par  conséquent  ^  =  ,;„  c^^,^c  =  ^>  C^-  ^O- H  est  évident 
que  le  numérateur  2  AC  est  une  quantité  constante  qui  ne  dépend 
ni  de  Terreur  B^B ,  ni  de  la  distance  AB,  Donc  la  moindre  valeur 

de  ^^  aura  Keu  lorsque  sin.aC  sera  le  plus  grand  possible  , 

c'est-à-dire,  quand  on  aura  C  =  45°.  L'Observateur  se  placera 
donc,  autant  qu'il  se  pourra,  à  une  distance  AB  =  AC* 

Pour  démontrer  que  cette  conclusion  est  rigoureuse  ,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  B^B ,  quoique  d'ailleurs  Téquation  3^ AC  =: 

^^?in^c  ^^  puisse  doimer  la  valeur  exacte  de  8^  AC  que  lorsque 
^B  est  infiniment  petit ,  ainsi  que  nous  le  verrons  par  un  exemple 
numérique  (aSS);  prenons  Tanalogîe  différentielle  finie  (aSi  )  , 
^AC  I  sin.S^B  II  BC  I  sin.(C  —  8^C),  qui  donne,  en  substi- 
tuant à  BC  sa  valeur  ci- dessus  ,  -J^  =  ^cc-^^^c)  cos.c  "^ 
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^^                  — -  ^^^  fJl    i/î*> 

»w.(C  —  8^C)sin.ABC  co8.(C  —  9^C  —  B)  —  co*.(C  —  8^C  -f-  B)  »  ^"'  *^  > 

Mais  B  =  90**  — C,   et  8^C  =:=  8^B,  (aSi);  ensorte  qu'on  a 

cos.(C-^8>âlt-B)==:sin.8>B.Donc-;g^==,„,^c-Cc-B)-«in.^B, 

'expression  dans  laquelle  on  voit  que  la  moindre  valeur  de  ^^^^ 

a  lieu  lorsque  gos.(C  —  ^C  —  B)  est  le  plus  grand  possible ^ 
c'est-à-dire  quand  C  =  B  h-  8^C  =  B  •+■  8^B.  Mais  comme  on 
ne  sait  si  Terreur  â^B  est  commise  par  l'instrument  en  plus  ou  en 
moins ,  et  que  dans  le  second  cas  la  moindre  valeur  cherchée  a  lieu 
lorsque  C  =  B  —  8^B ,  il  iàut  prendre  le  mHieu  pour  satis&ire. 
aux  deux  cas.  On  fera  donc  C  =  B ,  et  l'analogie  rigoureuse  nous 
lionne  la  même  conséquence  que  la  formule  infinitésimale. 

255.  Qu'on  observe  avec  quelle  facilité  le  calcul  dii^rentiel 
résout  les  problêmes  de  cette  espece.  Je  dis  le  calcul  différentiel; 
car  la  formule  (^53),  et  toutes  les  autres  formules  infinitésimales 
que  nous  trouverons  ci-après,  peuvent  s'obtenir  en  différentiant 
les  équations  trigonométriques  qui  contiennent  les  constantes  et  les 
variables  dont  il  s'agit  dans  les  différents  cas.  Dans  notre  exemple , 
les  constantes  sont  Â  et  ÂB,  les  variables  que  nous  considérons 
sont  AC  et  B  ;  il  faut  donc  difiSerenjder  Féquatîon  (IV.  77^) ,  en 
l'écrivant ,  pour  plus  de  commodité,  comme  il  suit  :  AB  X  tang.B 
—  AC  COS.A  tang.B  =  AC  sin.A.  Or  la  différentielle  de  AC  est 

8,AC,  et  a»tang.B  =  ^,  (II.  39-).Donc(i3i,i34),  ^^ 
COS.  A  tang.B  8jAC  —  AC  cos.A  X  ^  =  an,  A  8,AC ,  ou 
^jg  /AB— _A^cM^\  ___  ^^Q  (sin.A  *4-  cos.A  tang.B).  Multipliez 
i'équatìon  par  cos.B;  mettes  ^~^  au  lieu  de  AB  —  AC  >< 
C05.A ,  <IV.  77*),  et  BC  «u  lieu  de  ^^à ,  (ly.  19*) ,  et  enfin 
siUiC  au  lieu  de  (sin.  A  cgs.B  -4-.  ^.B  co$.A),  (III.  85')  ;  l'équt- 
tion  deviendra  gjB  X  BC  =  ^AC  X  sinX;  d'où  se  déduit 
l'analogie  (aSS). 

■    a5d.  Essayons  maintenant .  de  donner  une  valeur  finie  à  S^B 

Rij 
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dans  l'exemple  (254).  Supposons  que  Tinstrument  puisse  com- 
mettre une  erreur  de  3o'  =  B^B;  que  B  ait  été  observé  de  45% 
et  que  la  distance  mesurée  AB  soit  de  83  pieds  ;  ^ans  ce  cas  ^ 

AB  =  AC,  et  sin.2C  =   1.    Donc   81AC  =  ^^  ^^^^  = 

2  X  83  X  3o' .  Pour  ce  calcul,  il  semble  qu'il  eût  été  mieux  de 
conserver  sin.B^B  comme  dans  la  formule  rigoureuse  (aSi),  puis- 
qu'on a  des  tables  de  logarithmes  des  sinus  ;  tandis  que  pour  avoir 
log.S^B,  il  faudroit  prendre  dans  la  table  (A A)  la  valeur  de  l'arc 
8^B,  puis  chercher  le  log,  de  cette  valeur  entre  les  logarithmes  de* 
nombres.  Mais  comme  les  tables  de  ces  derniers  logarithmes  poin- 
tent ordinairement  en  tête  de  chaque  pagelaréductioades  noml^es 
en  degrés ,  minutes  et  secondes,  il  est  très  facile  de  prendre,  par 
exemple,  log.  180a  au  lieu  de  log.(3o'  =  1800"),-  puis d'âj[outer 
à  log.  1800  le  log.  de  l'arc  d'une  seconde ,  que  nous  avons  préparé 
(192),  et  dont  il  est  bon  de  retenir  de  mémoire  les  premiers  chif- 
fres ;  on  aura  le  logarithme  cherché  de  l'arc,  de  3o' ,  puisqu'il  est 
évident  que  l'arc  de  1800"  =  1800  X  l'arc  de  1". 

En  général  cette  opération  est  plus  courte  que  celle  de  chercher 
le  logarithme  du  sinus  d'un  petit  arc  ,  surtout  quand  cet  arc  est 
exprimé  en  minutes ,  secondes  et  dixièmes,  comme  il  s^ve  conti* 
nuellement  dans  l'usage  des  analogies  diiTérentielles*. 

257.  Faisons  maintenant  le  calcul  de  l'équation  ^AC  =  2  X 
83  X  3o^ 

log.(2  X  83  =  166)  =  2,220108 

log.  1800  =  3,255273 
(  192),  log.  1"  =  4,685575 

somme  ou  log.  3^  AC  =  o,  1 60956 

Le  nombre  correspondant  à  ce  logarithme  est  1 ,448<î;  une  erreur 
de  3o'  dans  la  mesure  de  l'angle  B  produit  donc  sur  la  hauteur 
cherchée  AC  une  erreur  de  1 ,44^6  pieds. 

258.  Ce  résultat  ne  peut  pas  être  absolument  exact ,  parcequ'un 
arc  4e  3o'  n'est  pas  infiniment  petit.  En  employant  la  formule 
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difiërentîelle  finie  (aSi),  et  supposant  que  l'angle  ait  été  relevé 
plus  grand  qu'il  n'est  en  effet ,  ainsi  que  le  donne  la  figure ,  (  si 
au  contraire  il  eût  été  relevé  plus  petit  qu'il  ne  l'est ,  il  faudroît 
(252)  changer  les  signes  des  différences)^  on  a  3^ AC  ==  BC  X 

$m.8^B         AB     y    sin.  S^B AB  sin.^^B  83  X  sin.3o' 

«m.(C  --  ^C)  CQS.B  ^      8in.D  cos.B  cos.(B-f-  8^B)  €08.45"  cos.45^3o'  • 

Donc  log.  8^ AC  =  0,164773,  et  8^AC  =  1,4614.  En  comparant 
ce  résultat  avec  le  précédent,  on  voit  que  l'erreur  de  la  formidfe 
infinitésimale  est  de  0,0128 ,  ou  de  ^  de  pied  à  très  peu  près  ;  ce 
qui  ne  mérite  aucune  attention  ;  mais  comme  cette  erreur  seroit 
plus  grande  à  mesure  que  B ,  AB  et  8^B  seroient  plus^grands  qu'on 
ne  les  a  supposés  dans  cet  exemple,  il  importe  de  savoir  quand 
elle  peut  se  négliger. 

25^.  Dans  le  cas  où  8^B  excéderoît  un  degré  ou  environ , 
une  premiere  cause  d'erreur  seroit  d'avoir  employé  8^B  au  lieu 
de  sin.S^B  :  mais  ,  de  o**  à  i"*,  il  est  aisé  de  voir ,  en  comparant 
les  logarithmes  des  sinus  à  ceux  des  arcs  ,  que  la  différence 
est  insensible  dans  les  calculs  ordinaires,  sur-tout  si  Ton  cherche 
une  petite  quantité.  Par  exemple,  la  différence  de  log.3o'  à 
log. sin. 3o'  n'est  que  de  0,000006.  Or  pour  le  casque  nous  venons 
de  calculer(257),cette  quantité  de  plus  ou  de  moinsdànslelog.  de 
^AC  n'altère  en  rien  la  valeur  1,4486  de  8^AG.  Prenons  donc 
pour  règle  générale  dans  les  analogies  différentielles  ,  qu'on  peut 
employer  sans  scrupule  8^A,  8^B,  &c.,  au  lieu  de  sin.S^A,^ 
siu'.  ^B ,  8cc. ,  toutes  les  fois  que  l'arc  9^ ,  l'arc  ^^B ,  &c.  ne  sera 
pas  plus  grand  que  d'un  degré. 

D  est  clair  que  8i^A  pourra  même  aller  Jusqu'à  2"",  lorsque  dans 
les  formules  infinitésimales  on  aura  \  3^  A  au  lieu  de  sin.î  3^  A.  Mais 
quand  on  aura^B^A  au  lieu  de  tang.  ;  3^A ,  el  quand  on  aura  1  au 
lieu  de  cos.  k  B^A ,  il  faudra ,  pour  renfermer  l'enreur  dans  les  mêmes 
limites  9  que,  dans  le  premier  cas,  9^  A  soit  moindre  que  de  i""  3û\ 
et  que  dans  le  second  il  ne  soit  pas  plus  grand  que  de  1^  10'*,  ce^ 
qu^il  est  Êicile  de  comprendre  en  examinant  le3  Jtables... 


l34  €hAP.  X.    D£$  ANALOGIES  DIFF^RlKTIILtES 

260.  Une  seconde  cause  d'erreur  et  là  seule  qui  ait  influée  dans 
le  calcul  (257) ,  vient  de  ce  que  nous  avons  employé  a  au  lieu  de 

rexpressîon  exacte  ea,.45>  cL.45' V  ^  ^^^^î  cequi revient  jiu même 
que  d'avoir  employé ^  dans  le  dénominateur,  <:os.45^  au  lieu  dà 
COS.45*'  3o',  puisque  COS.*  45*  =  j,  (44).  Il  suffit  d'ouvrir  les 
tables  pour  voir  que  la  différence  d'un  cosinus  à  un  autre  pour  un 
iAerv^è  8^8  varie  beaucoup  à  raison  des  difiérentes  grandeurs 
de  B,  Soit  par  exemple  8»B  =  Je'  ;  si  B  s=  io%  on  a  cos.  lo*  — 
cos.io*  3o'  ==  0|OOi5528.  Maïs  si  B  =:  8cf,  on  a  cos.8o"  — 
COS.  80^  3o'  =  -0,0086006.  Donc  en  général  lorsque  dans  les  ana* 
lo^es  différentielles  on  emploie  cos.  A  au  lieu  de  cos.  (A  =b  S^A)  ^ 
l'erreur  est  d'autant  plus  grande  que  A  approche  plus  de  90^  On 
voit  de  même  pat  ^:  tables ,  que  si  l'on  çmploie  l^  sin.  A  ^u  lieu 
de  sin.(A  db  S^illpii^  tang.A  au  lieu  de  tang.(A  d=  S||A)| 
3^  cot.A  au  lieu  de  cot.(A  zb.S^A),  l'erreur  est  d'autant  plus 
grande ,  dans  le  premier  et  le  troisième  cas ,  que  A  est  j^iis  petît| 
et  dans  le  second  cas^  d'autant  plus  que  A  approche  davantage 
de  90*. 

Au  surplus  toutes  les  fois  qu'on  jugera  l'erreur  telle  qu'on  ne 
croira  pas  devoir  la  négliger ,  les  formules  difFérendelles  finies 
que  je  donne,  serviront  à  corriger  le  résultat  des  formules  infini- 
tésimales ,  ou  à  faire  immédiatement  les  calculs  avec  une  prédh 
sion  rigoureuse.  Il  sera  bien  de  Êdre  attention  à  l'erreur  provenant 
de  la  seconde  cause,  lorsque  S^A  ou  î^A  ne  sera  pas  moindre 
que  de  3o\  Cette  erreur  est  toujoiurs  la  plus  considérable* 

261.  Pour  avoir  le  log.  d'un  arc  ,  par  exemple  le  log.  de  3o\ 
nous  avons  ajouté  (a56)  log.  1800  à  log.  de  l'arc  de  1  "  ;  ce  qui 
ievient  au  même  que  de  diviser  1800  par  le  nombre  des  secondes 
contenues  dans  l'arc  égal  en  longueur  au  rayon  ;  et  c'est  ce  dernier 
parti  qu'on  prend  communément.  En  effet  si  l'on  nomme  R"  c« 

nombre  de  secondes,  puisque  1800  X  l*arc  de  1"  =  l'arc  de 
1800",  par  la  même  raison  R''  X  Tare  de  1"  =  l'arc  R"  == 
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R  =  1/  Donc  Tare  de  i  ''  =  ^ ,  et  par  conséquent  1800  X  l'arc 
de  1  "  =  -jTT. 

a62.  Par  l'équation  R"  X  l'arc  de  1"  =  1,  on  a  la  valeur  de 
R"  =  Parc  de  I  "  *  ^^  ^^S*  ^^  rayon  exprimé  en  secondes,  n'est  donc 
autre  chose  que  le  complément  arithmétique  de  log.i",  (192); 

donc 

log.R"  t=  5,  31442  5i33i  76459  48047. 

Le  nombre  correspondant  à  ce  1^.  est  206264,8-1-.  Tel  est  le 
nombre  des  secondes  contenues  dans  l'arc  égal  au  rayon  ;  par 
conséquent  cet  arc  est  de  57**  17'  44"  48^",  8cc.  Il  est  focile  de 
le  tirer  de  la  table  (  AA) ,  et  de  pousser  plus  loin  l'approximation. 
En  retranchant  de  log.R"  lélogaiithme  de  60,  pris  dans  la 
table  (BB),  on  a  le  logarithme  de  l'arc  égalj|^rayon  et  exprimé 
en  minutes,  ou 

log.R'  =  3,53627   38827  92815  84796. 

En  retranchant  encore  de  ce  logarithme  celui  de  60  <,  on  a  le  ioffiif 
lithme  de  l'arc  égal  au  rayon  et  exprimé  en  degrés^  ou 
bg.R^  3=  1,  75812  q6324  oçiy%  ai 545. 

Au  moyen  de  ces  trois  logarithmes,  on  trouve,  sans  aucuritravaiT, 
le  logarithme  d'un  arc  de  la  fcabk  (AA).  Qu*on  veuille ,  par  exem- 
ple ,  le  log.  de  l'arc  de  40^  En  prenant,  parmi  les  logarithmes  des 
nombres  naturels,  celui  d^  4a,  et  y  ajoutant  le  complément  de 
Îog.R%  on  aura  le  logarithme  cherché.  Si  Fare  eût  été,  parexemple^ 
de  40**  10'  =  2410',  on  auroit  ajouté  à  log.2410  le  complément 
de  log.R' .  Enfin  si  Tare  eût  été ,  par  exemple ,  de  40"*  10'  9  " ,  8  = 
144^09  ''  »  8  ;  en  prenant  entre  les  logarithmes  des  nombres  natu- 
rels celui  de  144609,8  et  y  ajoutant  le  compléinent  de  log.R'\ 
on  auroit  eu  le  logarithme  cherchée 

263,  Gomme  il  est  important  de  ne  pas  oublier  d'employer  K'^ 
dans  le  calcul  dès  analogies  diiïë'rentielles  infinitésimales  ,  nous- 
Kiàséreren$  dans  ^toutes*  ces.  anale^e^,  même' dans  ceUéquiaété 
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donnée  (253),  que  nous  répéterons ,  ainsi  que  Tanalogie  (a5i), 
pour  les  rapprocher  de  toutes  celles  que  nous  allons  trouver. 

(ctSi),  8^Ac:  f,„  j";ï.^^c}-  •  Bc  :  «în.(c— 8>C)::BC-+.8^Bc:sin.c 
(253),8^AC  :  1^  oz^  — 1^  ::  bc  :  sin.c. 

Il  est  clair  que  par  cette  dernière  analogìe ,  quand  8^B  sera  la  chose 
cherchée,  on  aura  S^B  =  8^ac  x  «y  x  R"  ^  ^^  qu'aiusi  on  aura 

^B ,  B^C,  &c.  en  minutes  et  secondes  ^  par  les  tables  des  log.  des 
nombres ,  (256).  Il  ae  doit  plus  rester  actuellement  de  difficulté 
sur  Fusage  de  la  quantité  R";  on  pourra  faire  l'épreuve  de  ce 
que  nous  venons  d'en  dire,  en  traitant  B^B  coqime  l'inconnue  dans 
l'exemple  (257).  Poursuivons  la  form^ition  des  analogies  difFéren- 
tielles. 
Fîg.i2  264.  Le  triangÎft^BCD  donne  (49),  BD  :  BC  :.'  sin.BCD  I 
sin.D.  D'où  l'on  tire,  en  procédant  comme  on  a  lait  (280)^ 
cot.  I  (BCD  —  D)  ;  tang.  ^CBD  :  :  BD  -+-  BC  I  BD  —  BC  En 
substituant  les  dénominations  adoptées  (25i),  et  observant  que 
cot.KBCD  — D)  ==  cot.Ui8o«— C  —  D)  =  tang. KG -I- D)  == 
tang.(C  — ^B^C),onauratang.(C  — iB^C)  I  tang.iâ|B  ow  (i54) 
—  tang.  Î^C  ::  2BC  H-  8^BC  :  S^BC  ,  et  par  conséquent 

i8»BC:5^rfî^4c^   ::  B<^  -H^PC  :   tang.(C-UC). 

Cette  formule  rigoureuse  se  réduit  à  la  forme  infinitésimale  ,  en 
mettant  5  8^B  au  lieu  de  tang.  5  8^B ,  (  1 53) ,  et  supprimant  les  diffe-^ 
rences  dans  le  dernier  rapport ,  (253,  260)  ;  ensorte  que  l'on  ^ 

S^BC  :  |]^  oa  —  1^  :  ;  BC  :  tang.c. 

Ces  deux  formules  donnent  le  rapport  entre  la  variation  du  côté 
BC  et  celle  de  l'angle  B  ou  de  l'angle  C ,  quand  AB  et  A  restent 
constants  comme  on  l'a  supposé  (25 1  ). 

2,65.  Le  triangle  BCD  donne,  selon  l'avant  -  dernière  formule 
(239),  sin.i(BCD  —  P)  .=  cos-iCBD  X  ^^^^>    Mais 

sin. 
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«m.|<BCD  —  D)  =  cos.(C— la^C),  (264),  etcos.^CBD  = 
cos.îS^B  =  cos.5  8^C  /puisque  le  cosinus  reste  positif,  quoique 
^C  soit  négatif  (i54).  Donc  cos.(C  —  5  8^C)  =  cos-iB^B  X. 

^1^.  Et  par  conséquent 

8^Ac  :  8^BC  ::  cos..^8^c  :  cos.(C  —  is^C). 

D'où  il  suit  qu'on  aura  pour  Tinfinitésimale  ,  (140»  i33  ) 

8^AC  :  8^BC  ::  1  :  cos.c 

^66.  On  peut  observer  dans  les  analogies  précédentes  (2^4^  ^^5)f 
que  quand  l'angle  C  est  obtus,  ou  plus  rigoureusement  parlant , 
lorsqu'on  a  (C  —  5  ^C)  >•  90**,  la  tangente  et  le  cosinus  de  cet 
angle  étant  négatifs  (36) ,  BC  varie  alors  en  sens  contraire  de  B , 
et  AC  de  BC.  Cela  est  facile  à  reconnoître  par  une  figure.  Mais 
attendu  l'application  que  j'ai  faite  des  signes  convenables  aux  diffé- 
rentielles dans  mes  analogies ,  si  l'on  observe  de  plu?  les  règles  des 
signes  (  36 ,  42  ) ,  on  n'aura  besoin  ni  de  réflexion ,  ni  d'une  figiu:e 
qui  représente  exactement  l'espèce  de  chaque  angle* 

267.  Prenons  maintenant  pour  quantités  constantes  un  angle  et 
le  côté  opposé. 

Si  le  triangle  ABC  se  convertit  en  ADE,  de  maniere  qu'on  ait  Fîg.14 
DE  =  BC,  A  et  BC  seront  les  quantités  constantes;  et  comme  la 
somme  des  angles  d'un  triangle  rectiligne  est  toujours  constante  | 
9^B  =  B^C  ;  mais  ces  variations  sont  en  sens  contraire. 

Cela  posé,  puisque  (49)»  AB  sin. A  =  BC  sin.Ç,  en  diffé- 
rentiant  (i3i,  139),  on  aura  8^AB  sin.  A  =  BC  2sin.  i9^C 
cos.(C  -Hi  ^C).  Maissm.A  I  BC  I  :  sîn.C  :  AB.  DoncS^AB 
sm.C  =  AB  2sin.  1:^C  cos.(C  -4- s  8^C),  et  par  conséquent 

48^AB  :   sin.i8,C  ou  -  sin.i8jB  II  AB  l  .^.ctUcr 
Donc  on  aura  pour  l'infinitésimale 

8jAB  :  ^  ou  ;^  :  :  AB  :  tang.c.' 

;i68.  On  a  aussi  AC  sin.  A  =  BC  sin.B.  En  diffêrentiant,  et 

S 
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donnani;  aux  dlfiférentielles  les  signes  convenables  9  confezmémrat 
à  la  %iire ,  on  trouvera  de  la  même  maniere  ^^. 

._i8^AC:--sm48|BoaH-sm.|8jC::AC:  ~5^^ 

—  8jAC  :  —  I?  ouH-  %?  :  :  AC  :  lang.B, 
^69.  Maintenant  si  Ton  divise  Tune  par  l'autre ,  les  analogies 
différentielles  £mes  (ad; ,  a68),  on  aura  ^^^  :   1  : 1  jï  : 

>kBco».(6  4>tÎfe)  •  •  '  •  c<)«.(C-^ig(i)  »  v49)  î  et  par  conséquent 

,  9^  :  —  9)AC  ::  cos.(C  -t-i8tC)  :  co8.(B  —  ì8^B).! 

Donc  on  «ira  pour  rinfinitésimale , 

a^AB  :  —  a^Ac  ::  cos.c  :  ìcos.b. 

'   on  seroit  parvenu  à  k  même  analogie  en  divisant  Tune  par  Tautre 
'  les  deux  infinitésimales  (  267 ,  268). 
Fie  i5        *7®*    Si  A  =   90'  ==  D ,    en  développant  l'expression 
cos.(C  -4-  :9)C)  dans  l'analogie  différentielle  finie  i^6y)t  on  à 

3^AB  =  '"°-^^c^^  (COS.C  cos.|8,C  —  sin.C  sm.i8»C)  = 

(I.  6')  sin.3»C  X  AB  cot.C  —  AB  asin.» l  ^C  =  AC  sin.8^C  — 
AB  -+-  AB  cos.8,C,  (ai3 ,  3*) ,  (I.  7*).  Or  AB  ■+■  ^AB  =  BD, 
et  8jC  =  ACD  =  ABD  -,  donc 

BD  =  AC  sin.ACD  h-  AB  cos.ACD. 
En  opérant  de  même  sur  l'analogie  difierentielle  finie  (268),  et 
considérant  que  parceque  Thypothénuse  est  constante ,  si  BD  = 
AB  H-  8^AB ,  alors  CD  =  AC  —  8)  AC ,  on  trouvera 
CD  =  AC  COS. ACD  —  AB  sin.ACD. 
Si  8)C'étoit  négative ,  de  sorte  qu'on  eût  BCA  >  BCD,  ce  qui 
arriveroit  si ,  par  exemple ,  on  mettoit ,  dans  la  fig.  1 5 ,  A  au  lieu  de 
D,  et  D  au  lieu  dé  A,  on  trouveroit,  en  procédant  de  même ,  et 
observant  qu'alorsona  BD  =  AB  —  8, AB  et  CD  =  AC  -+-8»  AC , 

BD  =  AB  cos.ACD  —  AC  sin.  ACD. 
CD  =  AC  COS.ACD  -+■  AB  8Ìn.ACD. 
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Donc,  deux  triangles  rectangles  ayant  Thypothénuse  commune , 
^  on  connoît  la  différence  des  angles  ayant  même  sommet ,  et  de 
plus  deux  côtés  dans  Tun  de  ces  triangles  ;  les  deux  premières  ou 
les  deux  dernières  équations  que  nous  venons  de  donner  feront 
trouver  les  deux  côtés  de  Fautre  triangle.  Ce  cas  se  rencontre  fié- 
quemment  dans  l'Astronomie.  Mais  comme  il  arrive  aussi  quelque- 
fois qu'au  lieu  de  la  différence  des  angles  on  connoit  leur  somme 
ACD,  il  est  à  propos  de  faire  voir  qu'alors  les  deux  dernières  pAg.ieî 
équations  donnent  encore  les  quantités  cherchées,  en  faisant  seu- 
lement un  changement  de  signes  dans  la  premiere' de  ces  deux 
équations. 

271.  En  efiel  (ai3,4*),  BC  =  -^^  =  .^.Donc  AB: 
BD  ::  sin.BCA  I  sin.(ACD  —  BCA)  Il  sin.BCA  .*  sin.ACD  X 
cos.BCj^  —  sin.BCA  cos.ACT)  I!  i  I  sin. ACD  cot.BCA  — 
COS. ACD  ,  (9).  DoncBD  =  AB  sin.ACD  cotBCA  —  AB   X 

cps*ACD.  Mais  (2i3,  17*) ,  cot.BCA  =  j^.  Donc 

BD  =  AC  sin.ACD  —  AB  cos.ACD. 

Par  la  même  méthode ,  en  partant  des  équations  BC  =±=  —^  = 
on  trouvera 


cos.BCD  ' 

CD  =^  AC  cos.ACD  H-  AB  sin.  ACD. 

272.   Soient  maintenant  deux  cotés  constants^  et  soient  cet 
côtés  AB ,  AC  ,  ensorte  que  le  triangle  ABC  se  convertissant  en  Fîg.17 
ABD,  AD  soit  égal  à  AC. 

*  On  a  (49)1  AC  I  AB  II  sin.B  I  sin.C  II  sîn.ABD  I  sin.D. 
Or  on  voit  par  la  dernière  proportion,  que  si  ABD  est  >  B,  on  doit 
avoir  aussi  D  >  C ,  pourvu  que  tous  ces  angles  soient  aigus , 
comme  nous  le  supposons  toujours  (4229) ,  nonobstant  même  ce 
que  la  figure  pourroit  représenter^  (21 5).  Nous  ferons  donc  8^C 
positif,  ou  D  =  C  -h  8jC,  puisque  la  figure  suppose  ABD  >  B 
ou  ABD  =r  B  -+-  8^B. 

On  a  donc  sin.(B  H-  ^B)  :  sîn.fl  i;  sîn.(C  H-  8jC)  l* 

S  ij 
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Fîg.17  sin.C.  Donc  aussi  (10),  (IL  la"),  tang.KB  H-  8>B  -f-  B)  : 
tang.UB  -H   8»B  —    B)     ::    tang-HC    -1-    S^C  ^*  C)   : 
tang^KC  "«4-*  d\C  -^  C),  et,  en  réduisant  et  transposant, 

taiig.i8jB  :  tang.|8jC  ::  tang.(B-Hi8jB)  I  tang,(C-Hi  8^C). 

On  aura  donc  pour  Tinfinitésimale 

^B   l   o^C   •  r   tang.B-  •    tang.G» 

Id  le  diviseur  R'^  est  inutile,  parcequ^il  d^dseroit  également 
8kB  et  ^C. 

1273.  Parla  méthode  employée  (2(^4),  on  tire  du  triangle  BCD^ 
cot.KBDC  —  BCD).  =  tang. àCBD  X  Sg^So  =  '^S- ^  8>B  X 
•  —'^vc  >-  ^°  supposant  BC  >  BD ,.  comme  cela  doit  être 
(A  étant  aigu) ,  à  cause  de  BAC  >  BAD.  Mab  BDC  —  BCE^  = 
p  -H  ADC  —  (ACD  —  C)  =  D  -4-  C,  parcequele  triangle 
ÀCD  est  isoscele..  Donc  cot  s(D  -H  C),ou  eot.(C  h-  i  8|G)  = 

tang.i  8jB  X  '^°i"â,y^^  î  donc  aussi 
lang.i8jB  :  —  ^8jBC  ::  cot.(C  -hi8jC)  :  BC  — ^a^BC;  et 

^  :  —  8jBC  :  :  cot.c  :  bc. 

274.  Divisons  Tune  par  l'autre  les  analogies  différentielles  finies 
(27a,  273),  et  nous  aurons 

tang.  ^  a^C  :  —  I  8^BC  :  :  cot.(B.-i-  i  8^B)  :  BC  —  i  8,BG  ; 
et  par  conséquent 

I?  :  —  8jBc  ::  cot.B  :  bc.  * 

275.  Dans  le  triangle  BCD  on  a,  par  la  dernière  formule  (239), 
COS. K BDC  —  BCD)  =  sin.K:BD  X  ^^^-^  =  sin.i8,B  X 
a(BC-ia>BC)^    Q^  ^^^^y^  ,ç,j^  ^    ^ç   sin.  I  CAD   =  —  AG 

sin.  3  8jA ,.  en  appellant  A  l'angle  BAC ,  qui ,  en  diminuant ,  de- 
vient BAD  î  et  à  (BDC  ^  BCD)  =  C  ^l8jC,  (273).  Donc 
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cos.(C  ^idsC)  =  sin.-:8^B   X    ^^sL^a  î  ^^  P^^  ^^"^^- 
quent 

sin.i8^B  :  —  sin.^a^A  :  :  AC  cos.(C  ^-  i  8^C)  :  BC  — ^8^BC; 
ce  qui  nous  donne  pour  rinfinitésimale 

8^B  :  —  8^A  :  :  AC  œs.c  :  bc. 

27(î.  Si  nous  appliquons  la  même  solution  à  la  figure  18,  dans 
laquelle  ABC  se  changeant  en  AEC  ,  on  a  AB  =  AE,  BCE  =  Fig.18 
8^C,  E  =  B  -+.  ^B ,  CE  =  BC  —  8^BC ,  et  BAE  =  —  8^A  ; 
nous  trouverons  de  même  cos.  î  (CEB  —  ^^)  =  cos.(B  -+-3  8^B) 
=  sin.^8,C  X  2i5£^i»^^  =  sin.^8,C  X  f^^ïl^- Donc  aussi 

sin.^3^C:— sin.^a^A  II  ABcos.(B-H,^ 3^B)  :  BC— iS^BC 
Et  par  conséquent 

g^c  :  —  8^A  ::  AB  cos.b  :  bc. 

277.  En  divisant  Tune  par  l'autre  les  analogies  difFèrentîelles 
finies  (273,  2.y5)j  ainsi  que  celles  trouvées  (274»  ^7^)1  on  aura 

—  l  8^BC  :  —  sîn.^  3^A  :  :  AC  sin.(C  -H  i8^C)  :  cos.i  d)R 

—  -;  8^BC  :  —  sin.  idsA.  :  :  ab  sin.(B  +  i  gl^B)  I  cos.^  ^C 

Et  les  infinitésimales  seront 

—  â^Bc  ;  —  1^  :  :  AC  sm.c  :  i 

—  8^BC  ;  —  |#   :  :  AB  sin.B  I  1 

278.  Si  deux  angles  sont  constants  ^  et  par  conséquent  le  troi- 
sième ;  en  faisant  varier  les  côtés ,  on  a  deux  triangles  semblables, 
dans  lesquels  les  variations  des  côtés  sont  proportionnelles  aux 
côtés  eux-mêmes  ,  ou  (49)  aux  sinus  des  angles  opposés  à  ces 
mêmes  côtés.  La  solution  de  ce  cas  appartient  à  la  Géométrie  plutôt 
qu'à  la  Trigonométrie. 

279.  Pour  faciliter  T usage  des  analogies  différentielles  que  nous 
avons  trouvées  jusqu'à  présent,  j'.'i  cru  qu'il  seroit  utile  d'en  com- 
poser une  table.  J'y  ai  exprimé  les  infinitésimales  de  la  maniere;: 
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qu*oa  pré&re  le  plus  gknéniiemeùt ,  c^est4dire  en  dénommant  les 
difôrentes  parties  du  tnangle.  Tai  omisK''  pour  plus  de  brièveté  ; 
on  suppléera  cette  quantité  dans  le  calcul  :  nous  en  avertissons  à  la 
fin  de  la  table.  Taî  disposé  chaque  analogie  infinitésimale  sous 
Tanalo^e y&iie  correspondante;  ensorte  qu'on  verra  sur-le-champ 
dans  celle-ci  ce  qui  se  trouve  négligé  dans  celle-là ,  et  qu*oift 
en  tiendra  compté  dans  le  calcul ,  lorsqu'à  le  Êiudra  et  qu'on  le 
pourra.  Les  anak^^  diffikentidles  finies  donnent  la  valeur  exacte 
de  Tune  quelconque  des  quantités  contenues  dans  diacune  d'elles.* 
U  n'en  est  pas  ainsi  deynfinitésimales  y  qui  ne  peuvent  que  donner 
à-peu-près  la  valeur  fime  de  l'une  des  deux  différentielles  que  cha- 
cune d'elles  renferme.  Et  si  ce  n'étoit  pas  une  différentielle  qu'on 
cherchât  par  ces  analogies  ;  si ,  par  exemple ,  connoissant  S^AC  et 
^BC,  on  cherchoit  l'angle  C  par  le  moyen  de  Tanalo^e  {a6S)  » 
S^AC  l  dfiC  y.  i   l  cos.C,  Terreur  pourroit  être  grave  ;  car  en 
général  dans  V usage,  même- des  formules  rigoureuses,  il  n'est  pas 
sûr  de  chercher  des  grandes  quantités  par  k  moyen  des  petites  i, 
puisqu'alors  une  légère  erreur  dans  les  quantités  données  peiït  en 
produire  une  considérable  dans  les  quantités  cherchées  :  on  en 
verra  un  exemple  (799)-  Au  contraire ,  si  dans  l'analogie  que  nous 
venons  de  citer,  on  connott  une  des  deux^ifférendelles  ;  pour 
trouver  la  valeur  très  approchée  de  l'autre ,  il  suffit  de  connottre 
à-peu-près  l'angle  C.  Une  légère  erreur  sur  une  grande  quantité 
telle  qu'on  suppose  cos.C  relativement  aux  différentielles ,  ne  pro-> 
duit  ordinairement  qu'une  erreur  insensible  sur  une  pedte  quan- 
tité teUe  qu'on  suppose  la  différentielle  cherchée.  On  en  a  vu  un 
exemple  (25d). 

De  ce  que  nou6  avons  dît,  il  résulte  que  le  calcul  des  analogies 
infinitésimales  est  extrêmement  commode  ,  puisqu'entre  autres 
avantages  on  peut  négliger  les  secondes  dans  la  valeur  des  arcs ,  en 
employant  leurs  lignes  trigonométriques. 
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Table  des  Analogies  diffiìrbntiellbs,  finies  et  infinitésimales, 

démomrées  (203  à  277). 

Quantités  constantes  AB,  A;  ou  un  côté  et  un  angle  adjacent: 

i*AKAL.8»AC:{^tliV}-  :BC:sin.cc— 8^C):  ;BC+a»Bc:sin.c 

(M).,.  La  variation  du  côté  adjacent  à  V angle  constant  est  à  la 
variation  de  Vun  des  angles,  comme  le  côté  opposé  à  Fangle 
constant  est  au  sinus  de  l'angle  opposé  au  côté  constant. 

y      i8»BC:|^r£.Ì.ÌJ^cp-BC-H-i8,BC:tang.(C-i8^C). 

(N)...  La  variation  du  côté  opposé  à  P angle  constant  est  à  la 
variation  à! un  des  angles,  comme  ce  côté  est  à  la  tangente  de 
Fangle  opposé  au  côté  constant. 

3"     8^Ac  :  8^BC  ::  cos-^^â^c  :  cos.(c  — is^cv 

(O)...  La  variation  du  côté  adjacent  à  Fangle  constant  est  à  la 
variation  du  côté  opposé,  comme  le  rayon  au  cosinus  de  Fangle 
opposé  au  côté  constant* 

Quantités  constantes  BC,  A;  ou  un  côté  et  V angle  opposé. 


4-       |8^AB  :  sîn^a^C  ou  —  sin^S^B  •'  I  AB  :   ,,,(cT^^C)- 
5*  —  18^AC  :  sin.^a^C  ou  —  sin.^8»B  ::  AC.:  ,os.(B""°f&,B)- 

(P)...  La  variation  à' un  côté  est  à  la  variation  à^un  angle ^  comme 
ce  même  côté  à  la  tangente  de  Fangle  opposé. 

6*     v^  :  -^  â,Ac  ::  co^^cch^ìb^C)  :  cos.(b  —  i  8^b). 

(Q)...'Les  variations  des  côtés  sont  proportionhelles  aux  cosinùs^ 
des.  angles  opposés. 
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Quantités  constantes  AB ,  AC  ;  ou  deux  côtés: 

f    'taiig.è8jB  :  tang.i8jC  :  :  tang.(B-f-i  â»B)  riang.(C^*|  8^C).. 
(R)...  Les  variations  des  angles  opposés  aux  côtés  constants  sont 
proportionnelles  aux  tangentes  de  ces  mêmes  angles. 

8*  -^iSjBC  :  tang.è8^B   V.  BC— ^S^BC:  I  cot.(C -4-^^^C)• 
9*  — i8>BC  :  tang^S^C  II  BC  ~.3-8\BC  :  cot.(B -f-i8>B). 
(S ).« .  La  variation  du  cSté  est  à  celle  à^un  angle  adjacent,  comme 
ce  même  côté  à  la  cotangente  de  l'autre  angle  adjacent» 

lo*  —  sîn.i8jA  :  sin.|8|B  rr-BC  — ig^BC  !  ACcos.(C-+-è8jQ.^ 

Il*  --5Ìn-i8jA  :  sîn48>C  ::  BC— .^8jBC  :  ABcos.(BH-è8jB). 

(T)...  La  variation  de  Vangle  opposé  au  côté  vanable  est  à  cella 

d'un  angle  adjacent,  comme  le  côté  variable  est  au  produit  du 

côté  constant  opposé  à  cet  angle  adjacent ,  par  le  cosinus  de 

Vautre  angle  adjacent» 

12*  —  sin.i8^A  :  —  ^8|BC  ::  cos,ì8^B  :  AC  sin.(CH-l8>C). 
i3*  — sin.i8^A  :  — i8^BC  ::  cos48»C  :  ab  sin.(B-Hi8iB). 

(V)...  La  variation  de  Y  angle  opposé  au  côté  vanable  est  à  celle 
de  ce  côté^  comme  le  rayon  est  au  sinus  de  Tun  des  deux 
autres  angles ,  multiplié  par  le  côté  constant  contigu  à  cet 
an^e. 

Dani  les  analogies  infinitésimales,  nous  supposons  toujours  que  les  wuriations  det  anglu 
(lesquelles  se  prennent  en  secondes  )  sont  divisées  par  R  '^ ,  (  a62>, 

a8o.  Les  analogies  précédentes ,  et  sur-tout  les  infinitésimales  ^ 
peuvent  devenir  plus  nombreuses  au  moyen  des  substitutions.  Par 
exemple ,  si  Ton  cherchôit  une  des  différentielles  de  l'analogie 
8^ AB  :  8jC  i:  AB  :  tang.C,  (267);  que  le  côté  AB  iùt  inconnu, 
mais  que  les  angles  B  et  C  et  le  côté  AC  fussent  donnés ,  on  pourroit 

'  trouver, 


ETES    TRIANGLES    RtCTILIGNES.  l4^ 

trouver ,  par  leur  moyen ,  le  côté  AB  =     ^."^    ,  et  employer 

ensuite  ïa  valeur  numérique  de  AB  dans  cette  analogie  ;  mais  si 
au  lieu  de  cette  valeur  numérique,  on  substitue  dahs  cette  même 
analogie  la  valeur  analytique  de  AB  telle  que  nous  venons  de  la 
donner,  la  proportion  deviendra  8^AB  I  8^C  1 1  AC  cos.C  I  sin.Bf 
et  le  calcul  sera  plus  expéditif.  Il  en  seroit  de  même  si  on  connois- 
soit  AB,  AC  et  A ,  et  que  Fangle  C  fòt  inconnu  ;  en  substituant  la 
valeur  (229)  de  tang.C,  on  auroit  8^ AB  !  8^C  1 1  AC  —  AB  X 
cos.A  l  sin.A.  On  fera  donc  ces  substitutions  quand  elles  seront 
nécessaires  :  nous  les  omettons  ici  ;  mais  nous  nous  proposons 
d*y  suppléer  dans  les  analogies  diâférentielles  de  la  Trigonométrie 
^hérique  ,  qui  sont  d'un  plus  grand  usage.  On  pourra  recourir  à 
celles-ci ,  même  pour  la  Trigonométrie  rectiUgne ,  à  Tusage  de 
laquelle  il  est  facile  de  les  réduire ,  comme  nous  le  verrons  (727).' 

281.  Il  y  a  deux  manières  de  calculer  les  analogies  différentielles 
finies  ,  lorsque  le  second  rapport  contient  aussi  la  différentielle 
cherchée  :  je  suppose,  par  exemple,  que  Fon  cherche  8^C  par  Tana- 
logie  (279, 1*), qui  donne  — sin,^C=  ^^  X  sin.(C  —  ^C): 

La  premiere  méthode  déjà  indiquée  (pag.  71)  consiste  à  em- 
ployer sin.  C  au  Ueu  de  sin.(C  —  8^C)  qu'on  ne  peut  employer  ^ 
parceque  ^C  est  inconnu:  on  a  alors  une  valeur  approchée  de  8^C, 
pourvu  que  ^C  soit  très  petit  relativement  à  C.  En  se  servant  de 
cette  valeur  approchée  de  ^C ,  que  Ton  substitue  dans  le  calcul 
sin.(C  —  B^C) ,  au  lieu.de  sin.C,  et  on  aura  une  autre  valeur  dé 
8|C  plus  approchée  que  la  premiere.  Si  cette  seconde  valeur  n'est 
pas  encore  aussi  exacte  qu'on  le  désire ,  on  l'emploiera  au  lieu  de 
la  premiere ,  et  on  en  trouvera  une  troisième  beaucoup  plus  exacte, 
et  ainsi  de  suite.  Ordinairement  on  voit ,  dès  le  premier  calcul , 
ipxelle  est  à  très  peu  près  la  valeur  exacte  de  d\C. 

282.  Par  la  seconde  méthode ,  je  réduis  l'équadon  de  sorte  que 
l'inconnue  soit  d'un  seul  côté.  J'omets  alors  le  signe  négatif  de 
îin.^G }  il  inûuerçit  ici  sur  le  calcul  ^  tandis  qu'il  ne  doit  (  252  ) 

T 
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ipi'indiquer  que  C  diminue  lorsque  AC  augmente  :  )e  développe 
sin.(C  —  8jC),  (IL  2*)î  et  divisant  Téquation  par  sin. 8^0,  fai 

^Y  %C  BC  -f>  COS.C  X  »^AC 

Maiscette  méthode ,  peuxommode  pour  le  calcul  par  logarithmes; 
donne  en  outre,  dans  de  certains  cas,  une  équation  compliquée 
du  second  degré  ;  par  exemple  lorsqu'on  cherche  8^0  par  Tana? 
logie  (279,  a*),  en  développant  lang.(C  — ^g^C),  (IL  6^). 

a83.  Si  une  seule  partie  du  triangle  est  constante,  nous  allons 
Toir  que  les  mêmes  analoga  (^79)  serviront  encore;  mais  il  faut 
connoitre  deux  variations  pour  pouvoir  trouver  toutes  les  autres^ 
Je  parle  seulement  des  analo^es  infinitésimales  ;  car  on  ne  pouna 
que  rarement,  dans  ce  cas,  appliquer  la  méthode  suivante  auxana^ 
logies  différentielles  finies,  parcequ'elles  exigent  beaucoup (i«  doik- 
nées  et  qu'elles  se  prêtent  peu  aux  substitutions. 
Fig.ip  Soit  le  triangle  DTS ,  qui  3e  convertisse  en  DES,  le  seul  côté 
DS  demeurant  constant.  Soit  connue  la  valeiu:  de  EDT  =  -+-  8(Py 
et  celle  de  TS£  =s  +-  B^S  ;  et  soit  demandée,  par  exemple,  la 
variation  de  DT  qui  devient  DE. 

On  prolongera  DT,  s'il  est  nécessaire  ^  jusqu'à  la  rencontre  de 
SE ,  et  on  considérera  d'abord  le  triangle  DTS  converti  en  DRS  , 
et  conservant  par  conséquent  comme  constants  un  coté  DS  et  un 
angle  adjacent  D.  Puisqu'on  comioît  8^S ,  on  aura  la  variation  TR 
,  de  DT,  qui  dans  ce  cas  est  le  côté  adjacent  à  V angle  constant  D,- 
par  l'analogie  (M),  (279),  qui  donnera  S^DT  :  â^S  :  ;  TS  :  sin.T. 
J'observe  que  S  est  l'angle  variable  adjacent  au  côté  constant ,  et 
qu'il  en  est  d^  même  de  l'angle  B  dans  l'analogie  (279  ,1*).  J'en 
conclus  que  8^S  étant  ici  donné  positif  de  même  que  8^B  Test  dans 
l'analogie  citée ,  S^DT  doit  être  positif,  puisqu'il  correspond  à 
8^AC.  (C'est  ce  qu'on  volt  par  la  fîg.  19  ;  mais  cependant  en  général 
ce  n'est  pas  aux  figures  qu'on  doit  se  fier  pour  des  solutions  de  ce 

genre).  On  adone  â^DT  =^   8^S  X  5^-" 

Celte  équation  donne  la  différence  de  DT  à  DR.  Pour  avoir  la 
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différence  cherchée  de  DT  à  DE ,  il  resie  à  connoître  celle  de 
DR  à  DE.  Considérons  le  triangle  DSR  converti  en  DSE,  un 
edté  DS  et  l'angle  adjacent  DSR  demeurant  constants.  Puisqu'on 
connoti  8^D ,  et  qu^on  cherche  la  variation  de  DR ,  coté  opposé  à 
l'angle  constant j  l'analogie  (N),  (279),  estcelie  qui  convient  à  ce 
cas;  etonauraâ^DR  ;  8^D  ••  DR  l  tang.R.  J'observe  que  D 
correspond  à  B  dans  l'analogie  (279,  2^);  et  raisonnant  comn>e 
d- dessus,  j'en  conclus  que  8^DR  doit  être  positif.  Il  faut  donc 
ajouter  la  valeur  de  8^DR  à  celle  déjà  trouvée  de  8^DT  dans  le 
triangle  DTS,  ou  de  DR  —  DT,  pour  avoir  la  valeur  entière  cher- 
chée de  8^DT  ou  de  DE  —  DT.  Donc  8^DT  =  g^S  X  -^  -H 
8^D  X  ïs^.  En  écrivant  DT  au  lieu  de  DR,  et  T  au  lieu  de  R, 

comme  nous  avons  toujours  fait  dans  les  analogies  infinitésimales , 
où  nous  avons  employé  seulement  les  parties  du  triangle  primitif 
ABC  ,  auquel  correspond  DTS  dans  le  cas  présent  ;  on  aura 

c^T^rp   TS  X  S^S4-  PT  X  C08.T  X  S^D 

l),Ui    — ^ . 

284*  Le  triangle  n  ayant  donc  qu^une  seule  partie  constante, 
(que  je  nommerai  la  premiere)^  et  étant  données  les  variations  de 
deux  autres  parties ,  que  je  nommerai  la  seconde  et  la  troisième, 
la  méthode  générale  pour  donnoîtré  la  variation  de  l'une  quel- 
conque des  trois  parties  restantes  du  triangle  sera  celle  qui  suit  : 

Considérez  comme  constantes  la  premiere  et  la  seconde;  prenez 
•  dans  la  table  (^^79)  l'analogie  convenable  pour  calculer  la  variation 
ou  l'efïet  que  la  variation  connue  de  la  troisième  produit  sur  la 
quatrième,  qui  est  celle  dont  je  suppose  qu'on  cherche  la  varia- 
tion. Considérez  ensuite  comme  constantes  la  premiere  et  la  troir 
sieme,  et  cherchez  de  même  l'effet  que  produit  5ur  la  quatrième  la 
variation  connue  de  \di seconde.  La  somme  de  ces  deux  effets  sera  , 
dans  tous  les  cas ,  la  variation  cherchée.  Je  dis  la  somme  dans  tous 
les  cas;  parce  que  je  suppose  qu'on  prendra  les  analogies  infinité- 
Âmales  dans  la  table  (975)),  en  donnanj;  aux  di/Férentielles  les  signe« 
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qu'elles  se  trou  veroni:  avoir  dans  les  analogies  finies  correspon* 
dentés,  ou  les  signes  contraires  si  les  données  Texigent  (252, 283). 

On  verra  plusieurs  applications  de  cette  méthode  (782,785,&c.  )• 

Ainsi  pour  avoir  tenu  compte  des  signes  des  différentielles  en 
composant  les  analogies,  nous  sommes  dispensés  de  former  des 
figures  exactes ,  qui  seroient  quelquefois  compliquées  et  embar- 
rassantes dans  le  cas  dont  il  s'agit ,  et  bien  plus  encore  dans  le 
suivant. 

285.  Lorsqu' aucune  des  parties  du  triangle  nest  constante  ^ 
trois  variations  étant  données,  on  trouvera  toutes  les  autres  par  là 
même  méthode.  Je  nomme  premiere,  seconde  et  troisième  j  les 
trois  parties  dont  les  variations  sont  données  ;  pour  connoître  la  va* 
nation  de  Tune  quelconque  des  trois  autres  parties,  que  je  nomme 
quatrième,  je  suppose  constantes  la  premiere^  et  la  seconde;  je 
trouve ,  comme  ci-dessus ,  l'effet  que  produit  sur  la  quatrième  la 
variation  connue  de  la  troisième;  je  suppose  ensuite  constantes  là 
premiere  et  la  troisième;  je  trouve  l'effet  que  produit  sur  la  qua-^ 
trieme  la  variation  connue  de  la  seconde  ;  enfin  je  suppose  cons-- 
tantes  la  seconde  et  la  troisième,  et  je  trouve  l'effet  que  produit  sur 
la  quatrième  la  variation  connue  de  la  premiere.  La  somme  de  ces 
trois  effets,  pris  avec  leurs  signes  respectifs,  sera  l'effet  total  ou  la 
variation  cherchée. 

La  table  (279)  fournit  donc  les  analogies  difFérentîelIes  pour  tous 
les  cas  possibles.  J'ajouterai  seulement  encore  quelques  expression» 
qu'on  emploie  fréquemment  dans  Tanalyse  infinitésimale. 

286.  Dans  un  triangle  rectiligne  rectangle ,  lorsque  la  différence 
de  rhypothénuse  au  plus  grand  côté  est  très  petite,  elle  est  égale  à 
la  moitié  du  quarré  du  plus  petit  côté,  divisée  par  Vhypothénuse. 

rig.2o        Puisque  dans  un  triangle  ABC  rectangle  en  A,  on  a  (21 3,  14*), 

BC  —  AB  =  5jr^^  ;  en  appellant  8^BC  la  différence  de  Thy- 

pothénuse  BC  au  plus  grand  côté  AB  y  il  s'ensuit  que  AB  =  BC  — ^ 

8^BC ,  ej.  par  conséquent  que  BC   —   AB   =  ^BC  ^S^bc  =- 
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a(BC  — ^i^BC)'  Q"3"<^  ^^^  ^^"^  *^^*  petifpaT.rapport  à  BC,  on  peut 
mettre  BC  au  lieu  de  (BC  —i  8>BC),  (253);  donc  alors  BC  — 

287.  Le  sinus  verse  d'un  arc  très  petit  est  égal  à  là  moitié  du 
^uarré  de  ce  même  arc. 

Prenant  Thypothénuse  pour  rayon ,  si  Ton  mene  Tare  CD  jus-* 
qu'à  la  rencontre  de  AB  prolongé ,  on  verra  que  BC  —  AB  = 
AD  =  sin.  V.  CD,  (4),  et  que  AC  ==  sin.CD,  Mais  quand  le  sinus 
est  très  petit,  on  peut  lui  substituer  Tare,  (aSp).  Par  cette  substi- 
tution réquation  finale  de  l'article  précédent  devient  sin.v.  CD 
s=  3^  :=:  1  CD"",  en  faisant ,  comme  à  Fordinaire ,  le  rayon 
BC  =  1. 

C'est  aussi  la  valeur  que  donneroit  la  seconde  équation  (i54)V 
puisque  sin.v.  A  =  i  —  cos.A  =  -^  ,  en  négligeant  les  puis- 
sances plus  élevées  de  A ,  qui  ont  une  valeur  insensible  relative-^ 
ment  à  A*,  lorsque  A  est  très  petit. 

288.  Lorsque  Vare  est  très  petit ,  V excès  de  sa  sécante  sur  le 
rayon  est  égal  à  la  moitié  du  quarré  de  ce  même  arc^ 

Soit  DE  la  tangente  et  BE  la  sécante  (7)  du  petit  arc  CD  ;  on 
cherche  la  valeur  de  CE ,  quantité  qu'on  nomme  aussi  l'écart  de 
la  tangente  j  c'est-à-dire  la  distance  de  l'extrémité  de  la  tangente  à 
l'arc.  Or  AB  :  BC  ::  AD  :  CE  =:  ?^^  =  ^~T^\ 
(287,  286).  Donc  en  négligeant  comme  d*  dessus  d^BC,  CE 
.=  iCD^ 

On  voit  que  dans  le  calcul  infinitésimal  le  sinus  verse  se  considère 
fomme  égal  à  l'excès  de  la  sécante  sur  le  rayons 

On  aura  une  expression  exacte  de  cet  excès  ;  par  la  formule 
(I.  27*)^  qui  donne  ^  —  1  ou  séc.A  —  1  =  tang.A  tang.îA.; 
.Cette  expression  peut  être  utile  dans  plusieurs  cas»; 
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De  l'usage  de  la  Trigonométrie  fectiligne  sur  le  terreinl 

ik%^.  JNovf  parlerons  en  premier  lien  de  la  maniere  de  mesurer 
méchaniq«iement  une  dbtance  et  un  angle ,  puisque  ce  sont  là  les 
opérations  fondamentales  qui  fournissent  les  données  pour  calculer 
1«8  autres  parties  inconnues  d^un  triangle ,  ainsi  qu'on  1  aura  déjà 
observé  dans  les  exemples  (48,  So^  ai5 ,  8a:.).  Comme  la  me** 
sure  des  angles  est  ^ien  plus  Êicile  à  relever  que  celle  des  côtés  , 
on  mesure  ordinairement  un  côté  seulement,  et  ce  côté  sç nonuoo 

De  la  maniere  de  mesurer  la  base. 

Fig.2i        Soit  proposé  de  mesurer  sur  le  terrein  la  distance  AB. 

On  commencera  par  planter  verticalement ,  au  moyen  du  £1  à 
plomb,  deux  pieux  bien  droits ,  AC ,  BD,  aux  deux  points  extrêmes 
A  et  B.  Ces  pieux ,  qu'on  nomme  aussi  piquets  ou  jallons,  se  ter- 
minent ordinairement  d'un  bout  par  une  pointe  ferrée ,  pour  qu'ils 
pénétrent  plus  aisément  en  terre,  et  portent  à  l'autre  bout  un  signal 
pouf  faciliter  la  direction  du  rayon  visuel  figuré  par  la  ligne  ponc- 
tuée CD.  L'Observateur  ayant  l'œil  appliqué  en  C  ou  en  D,  fera 
poser,  de  distance  en  distance,  d'autres  piquc^ts  toujours  d'à-plomb, 
et  qui  soient  en  même  temps  dans  la  direction ,  ou ,  pour  mieux 
dire,  dans  le  plan  vertical  du  rayon  vîsUel  CD-,  (le  plan  vertical 
est  celui  qui ,  prolongé ,  passerpit  par  le  ceutre  de  la  Terre ,  quQ 
nous  supposerons  sphérique  dans  tout  ce  Chapitre,  parceque  son 
elliplicité  est  tout-à-fait  insensible  dans  les  opérations  dont  il  y  est 
question).  Ces  piquets  se  multiplient  autant  qu'il  est  nécessaire 
pour  que  Ton  puisse  suivre^  par  leur  moyen  la  ligne  droite  AB 
Iprsqu'on  la  mesure ,  sans  s'écarter  de  la  direction  de  cette  ligne  1 
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tó  à  droite  ni  à  gauche.  Si  Ton  veut  procéder  avec  plus  de  sûreté , 
on  tracera  un  petit  sillon  de  A  en  B ,  en  appliquait  de  temps  en 
temps  l'œil  aux  jallons  et  dans  leur  plan  vertical,  pour  conduire  le 
sillon  bien  droit  ;  ou  bien  on  mènera  une  ficelle  d'un  jallon  à  l'autre. 
On  prendra  ensuite  la  mesure  avec  un  grand  compas ,  ou  avec  une 
chaîne  de  gros  fil-fer ,  ou  avec  une  perche  d'uile  longueur  connue. 
La  longueur  de  la  chaîne  ou  l'ouverture  du  compas ,  c'est-à-dire  la 
distance  de  ses  deux  pointes,  doivent  être  des  pitiés  aliquotes  de 
la  toise  ou  de  quelque  mesure  bien  connue.  Le  compas  doit  être 
tel  que  son  ouverture  ne  piiisse  v^uier  {rendant  l'opération.  On 
portera  successivement  les  pointes  du  compas  ,  ou  la  chaîne  bien 
tendue ,  ou  la  perche ,  sur  le  sillon  ou  le  long  de  la  ficelle  i  et  l'on 
mesurera  ainsi  avec  précision  le  nombre  des  pieds  ou  des  toises 
de  la  distance  AB.  On  opère  plus  promptement  et  plus  sûrement 
encore ,  si  Ton  emploie  deux  perches  égales,  que  l'on  met  succes- 
sivement l'une  au  bout  dé  l'autre ,  de  maniere  que  la  premiere 
devienne  la  seconde ,  et  ainsi  de  suite  alternativement. 

290.  Cette  maniere  de  mesurer  suppose  que  le  terrein  soit  plan 
depuis  A  jusqu'en  B ,  et  la  distance  mesurée  se  nomme  ,  dans  ce 
cas,  distance  horizontale.  Dans  la  rigueur  mathématique,  deux 
points  de  la  surface  de  la  terre ,  quelque  voisins:  qu'ils  soient,  ne 
peuvent  avoir  leur  horizon  dans  un  même  plan ,  à  cause  de  la  cour- 
bure du  Globe.  Mais  cette  sphéricité  n'occasionne  qu'une  erreur 
absolument  insensible  dans  ces  sortes  d'opérations.  Les  bases  les 
plus  longues  que  Ton  ait  mesurées  jusqu'à  présent ,  sont  environ 
dé  ^6000  pieds,  mesure  de  Paris  :  cette  distance rópond  à  un  arc 
un  peu  plus  grand  que  de  six  minutes  ;  ce  qui  se  trouve  par  la  pro- 
portion suivante  :  Le  rayon  de  la  terre  exprimé  en  pieds  (2a3)  est 
à  un  arc  terrestre  exprimé  ea  pieds,  comme  le  rayon  de  la  table 
(  AA)  j  ou  i  j  est  à  l'arc  de  même  degré  pris  dans  la  même  table.' 
En  appellant  A  cet  arc  de  la  table,  on  a  donc,  dans  le  cas  dont  il 
s'agit,  A  =  T^^  ,(223).  La  différence  de  l'arc  à  la  corde  est-^  A^ea 
pe  prenant  que  le  premier  terme  de  la  denuex^  siérie  (1 52).>le$  termes 


1^ 
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qui  suivent  étant  hisertsibles.  Cette  difKrence ,  en  parties  du 
rayon  de  la  table,  est  donc  (7^)^  X  -^;  il  faut  muldpUer  celte 
valeur  par  le  rayon  terrestre,  ou  par  ipôSoooo  ,  ce  quî  donnera 
la  dlfFércnce  ci-dessus  exprimée  en  pieds  et  fractions  de  pieds  ;  et 
on  trouvera  qu'un  arc  terrestre  long  de  36ooo  pieds  est  plus  long 
que  la  corde  qui  lui  est  sous-tendue ,  de  7^  de  pieds  seulement. 
On  voit  donc  qu'un  tel  arc  peut  se  prendre ,  sans  le  moindre  scru- 
pule ,  pour  une  ligne  droite  dans  les  opérations  les  plus  délicates 
de  la  Géodésie- 

Lorsqu'on  voudra  avoir  Tare  en  minutes  et  secondes ,  on  em- 
ploiera R"  y  (263  ) ,  au  lieu  de  1  dans  Taiialogie  ci-dessus. 

api.  Si  le  terrein  de  la  base  est  incliné  ou  inégal ,  on  procédera 
comme  il  suit.  Après  avoir  fixé  avec  des  jallons  Talignement  de  k 
Fg.aa  base  BC,  on  en  prendra  la  mesure  en  tenant  toujours  les  perches 
horizontales  ,  comme  ac ,  èe,  &c.  Les  perpendiculaires  ponctuées 
DC  ^  Ec ,  &c. ,  représentent  le  fil  à  plomb  qui  doit  raser  les  extié- 
mités  des  deux  perches ,  supérieure  et  inférieure  ,  pour  qu'on  soÎE 
assuré  que  Tune  commence  où  Pau  tre  finit ,  condition  sans  laquelle 
il  est  évident  que  la  mesure  ne  seroit  pas  juste.  En  opérant  ainsi'^ 
là  sdmme.  des  perches  oCybe^  dm^  hR^  sera  égale  à  la  distance 
faoriiontale  AC  des  points  B  et  C  \ 

Si  cependant  on  vouloît  connoître  la  distance  effectwe  BC  des 
ïBèmes  points ,  on  pourroil  mesurer  successivement  les  hauteurs 
nG,  bcydcj  hm  1  dont  la  somme  est  égale  à  AB  ;  et  connoissant 
AC  et  ^,  onÎTOuveroît  par  le  calcul  de  la  formule  (2i3,  i8*)  ^ 
]a4o]agueur  de  rhypothénûse  BC.  (Si  le  terrein  monte  et  descend 
alternativement,  il  est  clair  que  pour  avoir  AB  il  faut  soustraire  la 
somme  des  différences  des  hauteurs  des  perches  en  descendant, 
de  celle  de  ces  différences  en  montât).  Mais  il  est  plus  aisé  de 
mesurer  ÀB  par  le  nivellement,  méuiode  dont  se  servent  ordinai- 
rement les  Ingénieurs  et  les  Arpenteurs.  L'usage  du  baromètre  (3 1 1  ) 
est  encore  plus  facile.  Enfin  la  voie  la  plus  courte  est  de  prendre 
avec  des  instnunente  la  mesure  dç  Tangle  ACB,  (ap^  et  suivO  $ 

p*ç 
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par  le  moyen  de  cet  angle  et  du  côté  AC  ;  on  trouvera  BC  , 
(2i3,  8*). 

292.  Pour  disposer  les  perches  horizontalement  dans  la  mesure 
des  terreîns  inclinés  ,  on  se  sert  du  niveau.  Il  y  a  des  niveaux  de 
plusieurs  espèces  et  de  plusieurs  formes.  La  fig.lâ  représente  un 
niveau  dair.  C'est  un  tube  de  verre  \  FE ,  fermé  hermétiquement, 
et  rempli  d'une  liqueur,  ordinairement  d'esprit  devin,  sur  laquelle 
surnage  une  bulle  d'air.  On  pose  cet  instrument  sur  la  perche  , 
dont  on  élevé  et  abaisse  celle  des  extrémités  qui  ne  touche  point 
au  terrein ,  (  par  exemple  l'extrémité  a  -de  la  perche  ac  dans  la 
fîg.22) ,  jusqu'à  ce  que  la  bulle  d'air  s'arrête  en  G,  dans  la  partie 
du  milieu  du  tube ,  qui  est  ordinairement  indiquée  par  deux  traits»' 
La  perche  est  alors  parallele  à  l'horizon. 

^ipS.  Ce  que  nous  venons  d'exposer  est  plus  que  suffisant  pour 
les  mesures  ordinaires  de  l'Arpentage,  de  la  Topographie  et  de  la 
Géographie.  Lorsqu'il  est  question  de  pratiques  plus  délicates  ;  s'il 
s'agit,  par  exemple ,  de  déterminer  la  longueur  d'un  degré  de  la 
Terre ,  il  faut  alors  mettre  en  usage  bien  d'autres  moyens,  employer 
d'autres  précautions ,  que  nous  omettrons ,  pour  ne  pas  être  diffus 
inutilement ,  puisqu'en  pareil  cas  on  ne  peut  se  dispenser  d'avoir 
8OUS  les  yeux  des  Traités  particuliers ,  comme  l'excellent  Livre  de 
ia  Figure  de  la  Terre,  par  Bouguer,  et  le  Voyage  astronomique  et 
géographique,  Ouvrage  dans  lequel  le  savant  P.  Boscovich  a  donné 
les  méthodes  ies  plus  ingénieuses  pour  l'Astronomie -pratique  et 
les  solutions ,  paria  Géométrie  la  plus  simple ,  d'un  grand  nombre 
4e  problêmes  relatifs  à  la  figure  de  la  Terre^ 

De  la  maniere  de  relever  les  angles  sur  le  terrein. 

294.  La  planchette  est  le  plus  commode,  et  peut-être  le  plus  Fîg.24 
ancien  instrument  qui  ait  été  inventé  pour  prendre  la  mesure  des 
angles  sur  le  terrein.  C'est  effectivement  une  petite  planche  bien 
4ressée,  d'xm  pied  et  demi  ou  environ  en  quarré,  soutenue  ordinai^ 
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rement  sur  trois  pîeds,  et  montée  avec  divers  mouvements  pour 
qu'on  puisse  Tincliner  à  volonté  à  Thorizon.  Les  meilleures  plan* 
chettes  sont  celles  qui  peuvent  se  mouvoir  en  tout  sens  avec  fadiité, 
qui  sont  solides ,  fortes ,  conservant  invariablement  Tindinaison  suc 
laquelle  on  les  fixe ,  et  qui  ne  sont  point  sujettes  à  se  détruire  ou 
à  se  déformer  par  les  variations  de  la  chaleur  et  du  froid ,  de  la 
Fig.a5  sécheresse  et  de  Thumidité.  FG  est  une  alidade ,  c'est-à-dire  une 
règle  de  cuivre ,  garnie  de  deux  pinnuTes  qui  servent  à  diriger  le 
rayon  visueL 
Fîg.a4       Pour  prendre  Tangle  formé  par  deux  objets ,  comme  B  et  C  ^ 
vus  d'un  p<Hnt  de  station  auquel  je  suppose  que  réponde  d'à-plomb  " 
mi  point  Â  de  la  planchette  ;  on  fixera  sur  cet  instrument  un  papier 
bien  tendu ,  sur  lequel  on  appliquera  Talidade  de  maniere  qu'ea 
.   regardant  par  les  pinnules  l'objet  B ,  on  puisse  mener  le  long  de  la 
règle  qu'il  fiiut  contenir  fermement ,  une  ligne  indéfinie  Â&.  On 
mirera  de  même  au  travers  des  pinnules  l'objet  Q  et  l'on  tirera  une 
ligne  hc\  l'angle  cKb ,  sur  le  papier ,  sera  l'angle  cherché  CXB. 

U  est  Êidle  de  déterminer  sur  le  terrein  le  point  correspondant 
au  point  A  du  papier  ,  en  suspendant  successivement  aux  bords 
m,  /2  de  la  planchette,  un  fil  à  plomb  qui  descende  près  de  la  su* 
perfide  du  sol,  et  portant  sur  le  terrein ,  dans  la  direction  de  l'ua 
des  plombs  vers  l'autre,  une  de$  deux  distances  Km  ou  A/z  me^ 
auree  horizontalement. 

295.  Pour  savoir  le  nombre  des  degrés  de  l'angle  éAc,  on  eit 
prend  la  mesure  avec  un  demi-cercle  de  cuivre  ou  de  corne,  comme 
renseignent  les  Éléments  de  Géométrie.  Si  Ton  veut  cette  mesure 
avec  plus  de  précision ,  on  prendra  avec  le  compas  une  portion. 
î^.26  AD  =  AE  sur  les  droites  AZ>,  Ac,  et  DE  sera  la  corde  de Tangle 
A  pour  le  rayon  AE.  On  mesurera  sur  une  échelle  de  parties  égales 
les  lignes  AE ,  DE ,  et  l'angle  A  sera  connu  par  le  moyen  des  tables 
des  sinus,  puisqu'on  a  AE  \  DE  II  1  I  2sin.îA,  (247).  Cest 
aussi  la  méthode  la  plus  exacte  pour  former  sur  le  papier  un  angle 
donné  »  en  menant  une  %ne  A£  d'une  longueur  arbitraire  ,  et  de 
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cette  ligne  comme  rayon ,  et  du  centre  A ,  décrivant  un  arc  qu'on 
coupe  en  D,  à  un  intervalle  ED,  qu'on  détermine  en  calculant 
la  même  analogie.  Quand  ces  deux  opération^  n'exigent  pas  une 
extrême  exactitude  ,  on  peut  éviter  le  calcul  en  faisant  usage  de 
l'échelle  des  cordes ,  que  donne  le  compas  de  proportion. 

ii^6.  Après  la  planchettCi  l'instrument  le  plus  usité  pour  relever 
les  angles  sur  le  terrein,  est  le  graphometre.  C'est  un  demi-cercle  de  Fîg.27 
métal  ^  divisé  de  degré  en  degré ,  ou  de  demi-degré  en  demi-degré  ; 
il  porte  une  alidade  mobile  EC  y  qui  tourne  $ur  le  centre  A  de  Tins- 
trument,  et  qui  est  garnie  de  pinnules.  Deux  autres  pînnules  sont 
aussi  fixées  sur  le  demi-cercle,  perpendiculairement  à  son  plan,  aux 
extrémités  du  diamètre  qui  passe  par  les  divisions  marquées  o  et 
180.  Les  deux  extrémités  de  l'alidade  portent  ordinairement  quel- 
ques divisions  dont  voici  l'usage. 

Supposons  le  graphometre  divisé  de  3o'  en  3o';  si  on  prend  un 
intervalle ,  paj  exemple ,  de  1 4  divisions  ou  de  7  degrés ,  et  qu'un 
intervalle  semblable  soit  divisé,  sur  chacune  des  extrémités  de  l'ali- 
dade ,  en  1 5  parties  égales ,  il  est  clair  que  chacune  de  ces  parties 
vaudra  ?^  ou  28^  La  premiere  division,  marquée  o  sur  l'aUdade  ; 
doit  correspondre  précisément  au  milieu  des  pinnules ,  c'e&|t-à-dire 
qu'elle  doit  être  dans  le  plan  àes  fils  verticaux ,  qui  sont  ordinaire- 
ment fixés  dans  le  milieu  des  pînnules.  On  appelle  communément 
cette  division  de  l'alidade  la  ligne  de  foi  ;  elle  indique  à  laquelle 
des  divisions  du  graphometre  correspond  la  direction  du  rayon 
vîsueL  Je  suppose  donc  que  la  ligne  de  foi  tombe  sur  le  grapho- 
metre entre  40"*  et  40*^  3o',  Pour  savoir  combien  il  y  a  de  mîhutes 
entre  la  division  de  40**  et  le  point  du  graphometre  qui  correspond 
à  zéro  de  l'alidade ,  on  contiendra  l'alidade,  et  on  cherchera  parmi 
ses  divisions  quelle  est  celle  qui  coincide  le  plus  exactement  avec 
Tune  de  celles  du  demi-cercle.  Supposons  que  ce  soit  la  /*  division 
de  l'alidade  :  dans  notre  exemple  elle  coïncidera,  nécessairement 
avec  celle  de  43^  sur  le  graphometre.  Puisque  l'intervalle  de  six 
espaces  sur  ralidade,de  la  i*à  la  7*division,vaut  6  X  ^8'  =  2*'48% 

Vii 
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Kg.27  a  s'ensuit  que  la  premiere  division  de  Talidade  répond ,  ^ur  le  gtsfi^ 
phomelre,  à  un  point  situé  à  43''  —  2?  48^  =  40*"  ta'.  Si  c'eAl 
été  la  S"  division  de  Falidade  qui  eût  coincide  avec  celle  de  43''  3o' , 
on  auroit  trouvé  de  la  même  maniere ,  que  le  zéro  de  Talidade  ser 
roic  tombé  sur  40"^  i4\  Ces  exemples  Sont  aisément  comprendi» 
que  les  divisions  de  Talidade  subdiviseront  les  espaces  du  demi^ 
cercle,  de  a'' en  2'. 

Le  limbe  qui  porte  ces  divisions  se  nomme  le  nonius  ou  le  t^emien 

Le  grapkometre  doit  être  monté  sur  un  pied  bien  solide,  et  de 
maniere  qu'on  puisse  fixer  le  plan  du  demi-<:ercle  dans  toutes  let- 
positions ,  horizontale ,  verticale ,  et  inclinée  à  Thorizon*  Les  gror 
phometres  plus  perfectionnés ,  sont  en  outre  garnis  de  vis  qui  serr 
vent  aux  petits  mouvements ,  soit  pour  achever  de  mettre  avec 
toute  Inexactitude  possible  le  plan  deTînstrumentdansi'iadinaisonr 
idesirée^-soit  pour  placer  rigoureusement  Talidade  dansla  direction 
de  Tobjet  qu^on  veut  mirer  au  travers  des  pinnules.  Au  lieu  de 
pinnules  on  se  sert  avec  avantage  de  deux  lunettes ,  Tune  fixée  au 
demi- cercle ,  parallèlement  au  diamètre  qui  passe  ou  réellement 
ou  mentalement  par  les  divisions  marquées  o  et  180.  Cette  lunette 
est  placée  au-dessous  du  demî-cercle,  pour  que  Talidade  puisse 
tourner  librement  sur  la  surface  supérieitre^  L'alidade  porte  la  se* 
conde  lunette ,  laquelle  doit  être  disposée  de  maniere  qu'elle  puisse 
s'incliner  un  peu ,  verticalement,  sur  le  plan  de  l'alidade.  Chacune 
de  ces  lunettes  doit  avoir  deux  fils  bien  tendus  en  croix,  au  foyer 
commun  des  verres,  ou  au  moins  un  seul  fil  tendu  verticalement. 

Enfin  le  graphometre  porte  une  boussole  qui  sert  à  déterminer 
l'angle  que  fait  le  rayon  visuel  avec  la  ligne  méridienne ,  comme 
nous  l'expliquerons  plus  clairement  ci-après  y  (34o).. 

297.  H  est  aisé  de  concevoir  l'usage  du  graphometre.  Si  Ton 
veut  mesurer  k  distance  angulaire  de  deux  objets  F,  G ,  vus  d'un 
point  quelconque,  on  placera  perpendiculairement  sur  ce  point  le 
centre  A  du  graphometre,  et  on  inclinera  ou  disposera  l'instrumenj: 
jde  maniere  qu'^n  regardant  à  travers  les  pinnules  fixes,  le  fil  vertical 
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paroisse  partager  également  Pun  F  des  deux  objets,  et  qu'en  même 
temps  ïê  plan  de  Tinstrument  pût,  s'il  étoît  prolongé,  rencontrer 
l'autre  objet  G.  Ensuite  on  fera  tourner  l'alidade  EC ,  jusqu'à  ce 
que  le  fil  de  ses  pinnules  partage  également  l'objet  G.  On  observera 
à  quel  point  du  demi-cercle  correspond  la  ligne  de  foi  de  Falîdade  ; 
la  distance  de  ce  point  à  la  premiere  division  du  graphometre  en 
B,  est  l'arc  BC,  qui  indiquera  de  combien  de  degrés  et  minutes 
est  l'angle  cherché  BAC  ou  FAG, 

Cet  angle ,  mesuré  dans  un  plan  commun  aux  trois  points 
A,  F,  G,  n'est  égal  à  l'angle  GAF ,  mesuré  sur  le  plan  horizontal 
du  point  A ,  que  quand  les  points  F  et  G  sont  situés  dans  ce  der- 
nier plan ,  comme  nous  le  verrons  (  Sai  ).  Nous  donnerons  (322) 
le  moyen  d'évaluer  et  de  corriger  cette  différence  ;  correction  qu'on 
«'épargnera,  si  le  graphometre  est  armé  de  lunettes,  lorsqu'un  seul 
des  objets  sera  situé  hors  de  l'horizon  de  l'Observateur.  Car  alors 
on  pourra  mirer  cet  objet  au  moyen  du  petit  mouvement  vertical 
que  nous  avons  supposé  (296)  à  la  lunette  de  l'alidade ,  en  laissant 
toujours  le  plan  du  demi-cercle  dans  celui  de  l'horizon. 

1298.  Avant  de  se  servir  d'un  instrument,  il  est  essentiel  de 
s'assurer  de  sa  bonté.  On  peut  exiger  de  l'Artiste  qui  le  fournit , 
qu'il  en  démontre  la  Justesse ,  ou  qu'il  donne  les  moyens  de  la 
reconnoître.  Pour  les  opérations  ordinaires  >  les  petites  imperfec- 
tions sont  insensibles  ,  les  erreurs  considérables  sont  aisées  à  dé- 
couvrir ;  nous  ne  dirons  donc  que  peu  de  mots  sur  ce  poînL 

Il  faut  d'abord  vérifier  dans  un  graphometre  si  les  rayons  visuels 
cjui  passent  par  les  pinnules  fixes  et  par  celles  de  l'alidade,  se  cou- 
pent dans  le  point  précis  qui  correspond  au  centre  du  demi-cercle  y 
et  si  l'arc  de  180^  es^  juste,  c'est-à-dire  si  les  divisions  marquées 
o  et  180  sont  aux  points  précis  où  elles  doivent  être..  Pour  ces  vé- 
rifications il  suffit  d'observer  si  les  quatre  fils  se  confondent  en- 
semble dans  un  même  plan ,.  lorsque  les  zéros  des  verniers  de  l'ali- 
dade coïncident  parfaitement  avec  les  divisions  marquées  o  et  180; 
^  cela  a  lieu  dans  les  deux  positions  de  l'alidade ,  c'est-à-dire ,,  soit 
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I^g-27  lorsque  la  pinhule  £  est  du  côté  de  la  pinnule  D,  soit  lorsque  cette 
pînnule  E  est  du  côté  de  la  pinnule  B  ;  et  enfin  si ,  en  tournant  Tali* 
dàdc  j  le  bord  des  nonius  couvre  ou  coupe  une  partie  égale  dans 
chacune  des  divisions  du  demi-cercle.  Ces  opérations  feront  recon» 
noitre  si  le  point  A ,  sur  lequel  se  meut  Falidâde ,  est  vraiment  le 
centre  de  Tinstrument;  s^il  est,  comme  il  doit  Tètre,  dans  la  com-* 
mune  intersection  du  plan  des  fils  du  demi-cercle  et  du  plan  dei 
fils  de  Talidade  ;  enfin  si  Tare  de  180**  est  absolument  juste.  Après 
cette  dernière  vérification ,  on  pourra  reconnoitre  s'il  y  a  des  erreurs 
sensibles  dans  la  position  des  autres  divisions,  en  y  présentant  suc- 
cessivement fe  nonius ,  ou  mesurant  les  cordes  avec  un  compas  à 
pointes  très  fines. 

299.  Si  le  graphometre  est  garni  de  lunettes ,  il  n'exige  alors 
qu^uh  nonius  du  côté  de  l'objectif  de  la  lunette  mobile  :  on  mettra 
la  ligne  de  foi  de  ce  nonius  en  coïncidence  avec  la  premiere  divisiott 

Fig.28  B  du  demi-cerde,  et  Ton  observera  si  les  fils  verticaux  des  deux 
lunettes  couvrent  les  mêmes  points  d'un  même  objet ,  comme  C  % 
(cette  opération  suppose  que  les  deux  fils  soient  bien  verticaux  i 
ce  dont  on  peut  s'assurer  d'abord ,  en  observant  s'ils  se  confondent 
avec  un  fil  à  plomb  pendant  à  une  certaine  dislance).  Ensuite  on 
tournera  l'alidade  de  maniere  que  la  ligne  de  foi  du  nonius  soit  en 
coïncidence  avec  la  dernière  division  du  demi-cercle  en  D.  Si  le  £1 
vertical,  ou  l'intersection  des  deux  fils,  se  trouvoit  ne  pas  tomber 
alors  sur  des  points  remarquables  d'un  objet  quelconque ,  il  fiiudroit 
en  planter  un ,  tel  que  E.  Après  avoir  reconnu  avec  certitude  les 
points  précis  de  l'objet  E ,  couverts  par  le  fil  de  la  lunette  mobile  „ 
et  ceux  de  l'objet  C,  couverts  par  le  fil  de  la  lunette  fixe ,  on  tour- 
nera le  graphometre  de  maniere  que  le  point  D  se  trouve  où  étoît 
d'abord  le  point  B ,  et  vice  versa;  (ce  qui  s'obtient  facilement  si ,' 
avant  de  mouvoir  le  graphometre ,  on  marque  sur  le  terrein ,  au 
moyen  d'un  fil  à  plomb ,  les  points  correspondants  aux  points  B 
et  D).  Alors  on  observera  si  le  fil  de  la  lunette  fixe  étant  dirigé  sur 
les  points  remarqués  de  l'objet  £ ,  celui  de  la  lunette  mobile  couvres 
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de  même  aussi  les  points  reconnus  de  l'objet  C.  Par  cette  opération 
Tare  de  iSo"*  sera  vérifié,  ainsi  que  la  position  exacte  du  centre  de 
l'instrument  dans  l'intersection  commune  aux  plans  verticaux  des 
axes  optiques  des  deux  lunettes. 

Les  autres  vérifications  se  feront  comme  nous  avons  dit  (298). 

Dans  toutes  ces  opérations ,  que,  pour  plus  de  sûreté,  il  est  à 
propos  de  répéter  plusieurs  fois  ;  s'il  se  trouvoit  quelque  erreur ,  il 
Êiudra  en  apprécier  la  quantité  par  le  moyen  du  nonius  ou  de  la  vis 
qui  le  fait  marcher  (296) ,  si  les  mouvements  de  cette  vis  sont  me- 
surés par  un  index.  Et  en  se  servant  de  l'instrument,  on  tiendra 
compte  des  erreurs  découvertes. 

3oo.  Un  autre  instrument  d'un  usage  très  étendu,  est  le  quart 
de  cercle j  qui  n'est  que  la  moitié  ABL  du  graphometre.  Aussi  ne  Fig.27 
mesure-t-il  les  angles  obtus  que  lorsqu'on  les  a  divisés  en  deux  an- 
gles aigus,  par  le  moyen  d'un  objet  intermédiaire  quelconque.  Dans 
la  vérification  de  cet  instrument ,  il  faut  comparer  l'arc  de  90"*  à 
quatre  angles  droits  pris  successivement ,  en  faisant  mouvoir  l'ins- 
trument autour  de  son  centre ,  comme  nous  l'avons  dit  (299)  pour 
la  comparaison  de  l'arc  de  180**  du  graphometre  à  deux  angles  de 
iBo*"  chacun.  Lorsqu'il  s'agit  du  graphometre ,  l'erreur  trouvée  par 
la  comparaison  est  je  double  de  l'erreur  de  l'arc  de  180**;  et  si  l'on 
opere  avec  le  quart  de  cercle ,  l'erreur  trouvée  en  mesurant  le 
4*  angle  est  le  quadruple  de  l'erreur  de  l'arc  de  90^. 

C'est  le  quart  de  cercle  qu'on  emploie  dans  les  opérations  les 
plus  délicates,  parcequ'à  volume  et  poids  égaux,  il  peut  avoir  un 
rayon  plus  grand  que  le  graphometre  ^  et  que  plus  le  rayon  est 
grand ,  plus  on  a  les  angles  avec  une  précision  rigoureuse.  Quant 
aux  méthodes  des  vérifications  scrupuleuses  du  quart  de  cercle 
pour  parvenir  à  reconnoître  jusqu'à  une  seconde  d'erreur ,  cette 
matière  a  été  épuisée  par  M.  l'Abbé  Boscovich  dans  l'Ouvrage  cité 
(293).  On  peut  encore  avoir  recours  aux  Éphémérides  de  Milan 
pour  1782  ;  on  y  trouvera  un  résumé  bien  fait  des  vérifications  des 
instruments  de  l'Observatoire  de  Milan^  auxquelles  on  a  apporté 
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]  de  exactitude.  Enfin  le  Liv,  XIV  de  T Astronomie  de 

i    ode  réunU  d'excellents  préceptes  pour  la  vérilicadon 
1  tes  sortes  d'iiistmments  astronomiques» 

oc       Le  célèbre  Astronome  Tobie  Mayer  a  îmagînc  un  ìns- 
tn       it  très  simple,  et  commode  pour  relever  les  angles.  On  peul 

ù       on  la  descriptiûji  dans  le  Tom,  II  des  Actes  de  Gottingue. 

^^  xi  seroîl  trop  long  d  énoncer  et  de  décrire  tous  les  instruments 
cjui  ont  été  imaginés  pour  relever  les  angles.  Nous  nous  contente- 
rons d*avoîr  parlé  de  ceux  qui  sont  les  plus  connus  et  les  plus  en 
usage.  Nous  nous  réservons  de  parler  de  la  boussole ,  (SB^). 

1^     Nous  terminerons  en  observant  que  si  dans  ces  instruments  on 

F  préfère  les  lunettes  aux  pinnules ,  c'est  qu'avec  celles-ci,  comme  on 
ne  distingue  pas  bien  les  objets  éloignés  »  on  ne  peut  répondrs 
d*une  erreur  de  3\ 
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3o2.   On  demande  la  hauteur  d'un  clocher j  représentée  par 
jFig.jp  ligne  ponctuée  AB,  B  étant  le  centre  de  la  base  du  clocher  ou  le 
point  correspondant  perpendiculairement  au  point  Ar 

À  une  distance  convenable  {254)1  j'établis  le  graphomB^ 
monté  verticalement ,  c'est-à-dire  dans  le  plan  de  la  ligne  verticale 
AB ,  j(  il  en  seroit  de  même  du  quart  de  cercle  ) ,  de  sorte  qu^en 
même  temps  le  diamètre  CD  soit  parallele  à  Thorizon  ;  ce  dont 
je  m'assure  par  le  fil  4i  plomb ,  qui ,  dans  ce  cas ,  appliqué  légérei» 
ment  au  plan  de  l'instrument ,  doit  battre  à  la  fois  sur  la  division 
marquée  90  et  sur  le  centre'  N.  Je  fais  tourner  l'alidade  EF  jusqu^i 
ce  que  j'apperçoive  sur  le  milieu  du  fil  de  ses  pinnules  ou  de  sa 
lunette  le  sommet  A  du  clocher.  Les  degrés  et  minutes  de  l'arc 
FD  sur. le  graphometre  ,  seront  la  mesure  de  l'angle  d'élés^adon 
ANH.  Du  point  G  sur  le  teixein  auquel  correspond  à  plomb  le 
centre  N  de  Tinstrument ,  je  mesure  (  289  et  suiv.  )  la  distancé 
horizontale  GR  ==  NH^,  en  suivant  toujours  la^  direction  de  la 
^  lunetta 
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lunelle  CD;  j'ajoute  à  GK  la  distance  BK  =  MHZ Connoissant 
NM  et  ANM,  je  trouverai  AM,  comme  dans  l'exemple  (2i5)} 
j'y  ajouterai  (  ce  qu'on  doit  faire  dans  toutes  les  opérations  sem- 
blables) Télévalion,  au-dessus  du  terrein,  de  la  lunette  fixe,  c'est- 
l-dîre  GN  =  KH  ==  BM ,  et  j'aurai  la  hauteur  cherchée  AB. 

303.  Proposons*nous  de  déterminer  une  hauteur  inaccessible 
par  le  pied. 

Soit  CD  la  hauteur  qu'on  veut  déterminer.  Puisque  la  riviere  Fîg.i» 
AD  empêche  de  mesurer  une  distance  horizontale  du  point  D  à  la 
station  de  l'Observateur;  on  mesurera  une  ligne  horizontale  AB 
dans  le  plan  de  la  hauteur  CD  ,  et  on  prendra  les  angles  d'éléva- 
tion B  et  CAD.  Dans  le  triangle  CAB  on  connoîtra  les  trois  angles 
et  le  côté  AB  ;  on  cherchera  la  valeur  de  l'un  des  deux  autres 
côtés ,  {224)  ;  et  alors  on  aura  CD  =  AC  sin.  A ,  ou  bien  CD  s= 
BC  sin.B,  (211). 

304.  Déterminer  une  hauteur^  dans  le  plan  de  laquelle  on  ne 
peut  mesurer  une  distance  horizontale. 

Soit  AB  la  hauteur  cherchée.  Choisissez  deux  stations,  CetD,  Fig.30 
dont  l'une  soit  dans  le  même  plan  horizontal  que  le  point  A  ,  et 
telles  que  vous  puissiez  mesurer  leur  distance  effective  CD,  (291). 
Mesurez  ks  angles  BCD  et  CDB ,  en  plaçant  l'instrument  dans  le 
plan  oblique  des  trois  points  B,  C,  D.  De  celle  des  deux  stations 
qui  est  dans  le  plan  horizontal  de  A,  prenez  avec  Tinstrument  di- 
lìge verticalement,  Fan^e  d'élévation  BDA,  ou BCA.  Connoissant 
les  angles  et  l'un  CD  des  côtés  dans  le  triangle  BCD,  vous  trou- 
verez l'un  des  deux  autres  côtés  BC  ,  BD  ;  et  vous  aurez  AB  =BD 
sin.BDA,oubien  AB  =  BC  sin.BCA. 

On  verra  (344)  comment,  étant  en  B,  et  une  hauteur  AB  étant 
donnée ,  on  peut  déterminer  une  distance  horizontale  CD. 

305.  Lorsque  TObservateur  est  à  une  distance  considérable  de 
l'objet ,  les  hauteurs  déterminées  par  les  méthodes  précédentes 
ont  besoin  de  quelques  corrections. 

X 
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En  l^rèBiler  fiéu  i'faarkoii  et  FObseirat^r  m^est  pas  le  nilMi^^ 
Fîg.3i  ^e  cdhii^e  Pobjet  observé.  Soîfc  C  le  centre  dé  la  Terre  vRiif 
dme  <fime  miNDitagiie^  A:le  point  d'où  Ton  a  observé  Fangle  (Uélé^ 
TâtkAi  RAB;  ©Rt^  peipc»adîciilaîre  àCR,  estPhorizon du  pomt JS^i 
"^      BADi  peipendici^ôieà  CA  ^  est  Iliorizon  du  pokt  A.  Si  on  pi^ndl 
^  s=  GA ,  B£  sera  la  vnie  hauteur  de  la  montagne  ,  relative- 
ment au  point  A.  Si  on  mene  la  corde  ponctuée  AE  »  ie  vérkabh 
^         angle  d'élévation  de  la  montagne  seroit  RAE  j  mais  BA6  est  F  angle 
d^ élévation  apparent^  c^est-à-dire  celui  qui  a  été  observé  avec  les 
înstniraents,  lequel  est  toujours  relatif  à  rborizon  BAD  de  TOb* 
serva teur.  Donc  la  hauteur  de  la  montagne  ^  déterminée  par  les 
méthodes  précédentes ,  sera  BR  et  non  RE» 

De  plus,  dans  le  calcul  des  hauteurs,  nous  avons  toujours  sup- 
posé RB A  =:  90*"  ;  à  la  rigueur  RB A  égale  la  somme  ^des  deux 
angles  intérieurs  C  et  BAC,  ou  RBA  =  90^  H-  C  ;  mais  comme 
C  n*est  jamais  que  de  très  peu  de  minutes  (290),  on  peut  résoudre 
*•  le  triangle  RBA  comme  rectangle  en  B  |.  sans  qu'il  en  résulte  une 

erreur  sensible  dans  le  calcul  de  BR, 

B£  est  donc  la  seule  erreur  dépendante  de  la  différence  de^ 
liorîzons,  de  laquelle  il  soit  nécessaire  de  tenir  compte.  Pour  la 
calculer,  on  se  servira  avec  avantage  de  la  formule  {2&6)  qui 

donne  BE  =  ^^ .  En  voici  un  exemple. 

3o6.  Les  Académiciens  François  (Bouguer,  Figure  de  la  Terre) 
mesurèrent  au  Pérou  une  base  inclinée  (291),  dont  la  longueur  AR 
se  trouva  de  6274,  ©57  toises  y.  et  ils  observèrent  Tangle  RAB  de 
1^  5'  43",  reflet  de  la  réfraction  (3o7)  déduit.  En  disant  BR  = 
AR  X  sin.RAB,  on  trouve  BR  =  119,93  toises.  Pour  calculer 
BE,  on  peut  prendre  AR  au  lieu  de  AB,  et  CE  au  Keu  de  BC, 
•  les  erreurs  qui  en  lésultent  étant  insensibles.  On  a  déjà  le  log.  de 
AR  employé  dans  le  calcul  de  BR,  et  2  CE  est  le  diamètre  de  la 
Terre.  (Le  diamètre  moyen,  déduit  des  mesures  de  degrés,  prises 
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dans  la  Laponîe ,  à  Paris  et  au  Pérou ,  est  exactement  de  ($543373 
toises  )•  Avec  ces  données  on  fait  promptement  le  calcul  qui  suit  : 

log,AR  =  3,797548 
*'  Idem  =  3,797548 

compL  log.  a  CE  =  3,184198        •    , 

log.BË  =  0,779294  =  log,6,o2. 

En  ajoutant  BE  à  BR ,  on  a  la  hauteur  vraie  de  la  montagne  ou 
fiE  =  125, 95  toises.  Et  en  effet ,  par  un  calcul  rigoureux,  en 
résolvant  le  triangle  RAE,  on  trouve  RE  =  125,  97. 

Par  la  formule  BE  =  ^-^ ,  on  reconnoît  aisément  si  BE  peut 
se  négliger.  Par  exemple ,  lorsque  AB  =  1000  toises^  BE  =  o,  i5 
toises  seulement. 

307.  En  second  lieu  les  réfractions  produisent  une  erreur,  lors- 
qu'on prend  les  angles  d'élévation ,  comme  RAB.  Les  rayons  de 
lumiere ,  qui  traversent  l'atmosphère  obliquement,  se  plient  conti- 
nuellement vers  la  Terre,  à  cause  de  l'attraction  progressivement 
plus  grande  qu'ils  éprouvent  en  traversant  les  couches  de  plus  en 
plus  denses  de  l'atmosphère.  Ce  changement  de  direction  se  nomme 
réfraction;  il  en  résulte  que  les  rayons  décrivent  une  ligné^courbe ,' 
et  que  l'œil  voyant  l'objet  par  la  tangente  de  cette  courbe ,  l'ejfjfet 
de  la  réfraction  est  défaire  voir  les  objets  plus  élevés  qu'ils  ne  h 
sont  réellement.  Le  développement  de  la  théorie  de  ce  phénomène 
n'entre  pas  dans  le  plan  de  ce  Traité  ;  mais  le  fait  est  constant  ^  et 
il  est  facile  de  s'en  convaincre  par  l'expérience. 

Soit  donc  C  le  centre  de  la  Terre.  Par  la  nature  des  triangles 
rectilignes,  on  a  C  =  180''  —  CRA  —  CAR;  mais  CRA  = 
90**  —  IRA,  et  CAR  =  90^  h-  RAB.  Par  la  substitution  de  ces 
deux  valeurs ,  la  premiere  équation  devient  C  =  IRA  —  RAB.i 
L'angle  C  est  toujours  connu  quand  on  connoît  AR  que  l'on  peut 
employer  sans  erreur  sensible ,  au  lieu  de  l'arc  AE ,  dans  la  pro- 
portion donnée  (290).  Si  donc  se  plaçant  en  R ,  on  mesure  avec 
un  instrument  l'angle  IRA ,  et  du  point  A  l'angle  RAB ,  et  que  la 

Xij 
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FIg.3i  différence  de  ces  deux  angles  ne  se  trouve  pas  égale  à  C,  ce  dont 
il  s'en  faudra  sera  la  somme  des  deux  réfractions.  En  effet  si ,  T Ob- 
servateur étant  placé  en  R ,  la  réfraction  fait  voir  le  point  A  plus 
élevé  qu'il  n'est ,  Tangle  observé  IRA  sera  donc  plus  petit  qu'il 
n'est  réellement.  Par  la  même  raison  si  du  point  A  on  voit  le  point 
R  au-dessus  de  sa  vraie  position ,  l'angle  RAB  sera  donné  trop 
grand  par  l'observation.  La  diâférence  de  ces  deux  angles  sera  donc 
trouvée  un  peu  trop  foible,  et  ce  qui  lui  manquera  est  la  somme 
des  deux  erreurs  causées  par  la  réfraction  qui,  par  ce  moyen ^  sera 
connue  et  déterminée. 

308.  ExBMPLE.  Les  PP.  Boscovîch  et  Maire ,  dans  l'Ouvrage 
cité  (298) ,  rapportent  qu'observant,  de  l'embouchure  de  VAuscr^ 
la  cime  du  mont  Carpegna,  ils  trouvèrent  l'angle  RAB  d'élévation 
apparente  =i  a**  7'.  Du  point  R  ils  observèrent  l'angle  de  dépres- 
sion  apparente  IRA  ==  a**  24'  10".  (La  dépression  vmie  serek 
Fangle  formé  par  RA  et  par  une  corde  parallele  à  AE ,  qui ,  partant 
du  point  R,.  se  termineroit  au  rayon  CA  prolongé);  Donc  la  diâfé^ 
xence  des  deux  angles  ou  IRA  —  RAB  =  17'  10".  Mais  la  dis- 
tance AR,  réduite,  pour  plus  d'exactitude ,  à  AE,  avoit  déjà  été 
calculée,  par  la  méthode  donnée  (5o),  de  18218,25  toises;  ce 
qui  donne  C  =  19'  9",  (290).  La  somme  des  deux  réfractiorvs 
est  donc  19'  9"  —  17'  10"  =  1'  59".  En  prenant  1'  pour  la 
demi-somme,  on  a  2°  6'  pour  la  valeur  réelle  de  L'angle  RAB,  et 
a**  25/  10''  pour  celle  de  IRA. 

Quand  on  a  calculé  l'angle  C ,  on  connoît  aussi  BAE  =  ^  C, 
puisque  l'angle  formé  par  la  tangente  et  parla  corde,  est  égal  àia 
moitié  de  L'arc  intercepté.  On  trouve  dès-lors  promptement  la  hau- 
teur RE  par  la  solution  du  triangle  REA.  En  le  considérant ,  pour 
abréger ,  comme  rectangle  en  E ,  on  a  RË  =  AE  tang.RAE  = 
18218,25  X  tang.2^  i5'  34'^5  =  718,85.  Le  P.  Maire 
fixe  à  718  toises  la  hauteur  du  mont  Carpegna. 

309.  Quand  la  différence  de  hauteur ,  entre  deux  objets  ,  est 
très  petite  ,  on  peut  avoir  un.  angle  de  dépression  tant  d'un  cAld 


DES      HAUTEURS.  l65 

que  de  Tautre.  Alors  les  deux  horizons  se  renœntrent  entre  les 
deux  objets.  Par  exemple  le  point  B  observé  du  point  E  ,  est  dé-  Fig.6. 
primé  de  la  quantité  BEF ,  EF  étant  l'horizon  du  point  E  ;  et  si  du 
point  B ,  ayant  OR  pour  horizon ^  on  observe  le  point  E,  on  Io 
voit  déprimé  de  la  quantité  RBE.  En  procédant  comme  on  a  vu 
(3o7) ,  on  trouvera  dans  ce  cas  BCR  =  BEF  •+•  RBE  ;  et  comme 
dhacun  de  ces  angles  paroit,  à  cause  de  la  réfraction,  plus  petit 
qu'il  n'est  réellement ,  leur  somme  dans  ce  cas  sera  moindre  que 
BCR ,  de  la  somme  des  deux  réfractions» 

3io.  En  faisant  un  grand  nombre  d'observations  de  ce  genre, 
on  peut  en  conclure  une  règle  générale  assez  juste  pour  corriger 
Teâfet  de  la  réfraction  sur  un  angle  observé,  lorsqu'on  ne  peut  ou 
qn'on  ne  veut  pas  déterminer  chaque  fois  cette  correction  par  l'ob- 
servation de  deux  angles.  Les  PP.  Boscovich  et  Maire  établissent 
que  l'effet  de  la  réfraction  est  la  18*  partie  de  l'arc  de  la  Terre  in- 
tercepté ;  ce  qui  se  trouve  à-peu-près  exact  dans  l'exemple  (3o8X 
dans  lequel  C  étant  de  19',  la  réfraction  donnée  par  l'observation 
est  de  1  ' .  Lambert,  dans  un  Ouvrage  intitulé  les  Propriéiés  remarr 
quables  de  la  route  de  la  Lumiere ,  &c.,  trouve  que  la  réfraction 
est  la  14*  partie  de  l'arc  de  la  Terre  intercepté  :  M,  de  la  Lande  , 
Cassini  deThuri,  et  quelques  autres,  ont  adopté  de  même  la  qua- 
torzième partie.  On  peut  prendre  le  milieu  entre  ces  estimations  ; 
car  à  cause  de  l'inconstance  des  réfractions  on  ne  doit  pas  compter 
sur  une  très  grande  précision.  Les  PP.  Boscovich  et  Maire  en- 
seignent que  moins  l'objet  est  élevé  sur  l'horizon  ^  plus  la  réfrac- 
tion est  sujette  à  varier  d'un  moment  à  l'autre.  Ils  recommandent 
d'éviter,  pour  ces  observations,  les  heures  trop  voisines  du  lever 
et  du  coucher  du  soleil ,  et  de  ne  pas  avoir  le  soleil  en  face.  Obser- 
vons de  plus,  que  les  réfractions  sont  en  général  très  irregulieres, 
lorsque  quelque  cause  météorologique  fait  varier  rapidement  le 
baromètre. 

3ii.  La  hauteur  des  montagnes  peut  difEdlement  être  déter- 
minée avec  précision  par  les  méthodes  précédentes }  l'angle  d'élé- 
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vadon  est  toujours  trop  petit,  de  sorte  qu'une  légère  erreur  dans  la 
mesure  de|cet  angle  (^54)  en  produit  une  sensible  dans  la  hauteur 
cherchée.  Et  il  est  très  facile  de  commettre  une  erreur  d'une  minute 
çiu  moins,  soit  par  Pinconstance  des  réfractions ,  soit  à  cause  de  la 
petitesse  des  instruments  qu'on  transporte  pour  de  semblables 
opérations ,  soit  par  la  difficulté  de  l'observation,  attendu  les  vacil- 
lations que  les  objets  terrestres  paroissent  éprouver  dans  la  lunette 
à  raison  des  vapeurs  de  l'atmosphère  ,  soit  enfin  parceque  le  vent 
permet  rarement  de  faire  avec  exactitude  l'observation  très  essen-. 
tielle  du  fil  à  plomb  (3o2). 

Supposons  que  les  observations  du  P.  Maire  aient  été  afifec* 
Fîg-5i  lées  d'une  erreur  de  34"  î  en  plus  dans  l'angle  RAE ,  (3o8)  ;  on 
trouvera  que  18218,25  X  tang.2*  i5'  =  715,8.  Donc  une 
erreur  de  34  "  i  seulement  en  produit  une  de  trois  tobes  sur  la  hau- 
teur cherchée  de  la  montagne.  Et  M.  l'Abbé  Boscovich  prévient 
(Liv.  4,  art,  258)  que  la  dernière  des  causes  que^ipus  venons  de 
citer,  c'est-à-dire  l'oscillation  du  fil  à  plomb ,  occasionhée  par  l'agi- 
tation de  l'air ,  peut  seule  avoir  apporté  dans  ces  observations  ime 
erreur  de  plus  d'une  minute. 

Pour  mesurer  plus  exactement  et  avec  plus  de  sûreté  la  hauteur 
d'une  montagne ,  il  vaut  mieux  se  servir  du  baromètre,  en  obser- 
vant les  préceptes  de  M.  de  Luc  dans  ses  Recherches  sur  les  modi^ 
fications  de  V atmosphère,  Ouvrage  dont  le  mérite  est  assez  connu.' 
M.  Megnîé ,  très  habile  Constructeur  d'instruments  astronomiques 
à  Paris,  fait  des  baromètres  à  niveau  constant,  divisés  avec  une 
telle  exactitude,  qu'on  peut  y  observer  avec  facilité  une  variation 
d^ua  cinquantième  de  ligne. 

De  la  mesure  des  distances. 

Fîg.  7.  3 12.  Soit  BC  la  largeur  d'une  riviere ,  ou  un  intervalle  quel- 
conque ,  dont  l'un  au  moins  des  points  extrêmes ,  par  exemple  C , 
soit  accessible  ;  on  demande  la  valeur  de  BC. 
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Je  mesure  (289  et  suiv.  )  une  base  comme  AC ,  dans  la  di- 
rection et  de  la  longueur  les  plus  convenables  (332  et  suiv.)*  Je 
mesure  encore  (296  et  suiv.)  les  angles  A  et  C  ;  le  troisième  , 
B I  me  sera  connu ,  et  je  calculerai  la  distance  BC  ,  comme  dans 
l'exemple  (5o). 

3i3.  Si  on  opere  avec  la  planchette  1  on  procédera  comme  il 
suit.  On  formera  sur  le  papier,  de  la  maniere  indiquée  (294), 
un  angle  a  égal  à  Fangle  A  sur  le  terrein  ;  on  plantera  un  piquet 
au  point  A  ;  on  transportera  la  planchette  en  C  ;  et  là ,  après  avoir 
placé ,  au  moyen  des  pinnules ,  la  ligne  ca  dans  le  plan  vertical  de 
CA ,  et  de  sorte  que  le  point  c  réponde  d'à-plomb  au  point  C ,  on 
tournera  Talidade,  en  la  centrant  au  point  c,  jusqu'à  ce  que  l'objet 
situé  en  B  se  trouve  de  même  au  milieu  des  pinnules.  Alors  on  mè- 
nera le  long  de  la  règle  la  ligne  cZ>  jusqu'à  la  rencontre  de  la  ligne 
ba\  et  on  aura  sur  le  papier  un  triangle  cab  semblable  au  triangle 
CAB  sur  le  terrein.  En  supposant  que  la  base  mesurée  AC  soit  de 
mille  toises ,  si  on  appelle  x  le  nombre  des  toises  de  l'intervalle 

cherché  BC ,  on  aura  ac  ]  bc  H  1000  l  x  s=  1000  X  •^*  Pour 

connoître  x ,  il  suffit  donc  de  connoître  le  rapport  entre  bc  et  ac  ; 
or  on  a  facilement  ce  rapport  par  une  échelle  quelconque  de  par- 
ties égales ,  en  déterminant  exactementllvec  un  compas  combien 
dé  ces  parties  répondent  à  l'intervalle  bc ,  et  combien  à  Tinter- 
yalle  ac. 

U  est  évident  que  la  longueur  de  ac,  qui  représente  la  base  siu: 
le  papier,  est  arbitraire,  et  que  de  cette  ligne  dépend  la  grandeur 
du  triangle  abc. 

3i4-  Déterminer  la  distance  CD,  dont  les  deux  points  extrêmes  Fîg«3a 
sont  l'un  et  l'autre  inaccessibles. 

Mesurez  une  base  AB ,  que  vous  choisirez  aussi  avantageuse- 

.ment  qu'il  sera  possible  (  332  et  suiv.)  :  relevez,  du  point  B ,  les 

angles  CBD ,  CBA ,  et  du  point  A ,  les  angles  CAD ,  DAB  ;  dans 

les  triangles  CAB ,  DAB  ,  vous  connoìtrez  alors  les  trois  angles 


i68  Chat.  XL    Db  la  mesure 

Hg-32  et  un  côté  AB  ;  calculez  (IV.  i*)  les  côtés  AC,  AD ,  ouïes  côtés 
BC  j  BD  ;  et  deux  côtés  avec  Tangle  compns  vous  étant  connus  dans 
le  triangle  CAD,  ou  dans  le  triangle  CBD,  vous  trouverez  (IV.  3*) 
le  troisième  côté,  qui  est  la  distance  cherchée  CD. 

3i5.  Si  les  angles  ont  été  pris  avec  la  planchette ,  les  lignes 
drées  sur  le  papier  seront  l^  la  base  ab  d^une  longueur  à  volonté; 
a"",  les  lignes  indéfinies  aCfOd^  que  Ton  mene,  en  relevant  les  an« 
gles  au  point  A;  3^  les  lignes  bc^  bd^  menées  respectivement 
jusqu'à  la  rencontre  des  deux  précédentes ,  pour  former  les  angles 
relevés  du  point  B.  Cela  posé ,  entre  les  points  d'intersection  celd 
on  mènera  la  ligne  cdy  et  on  aura  sur  le  papier  une  figure  ab  de  ^ 
semblable  au  quadrilatere  ABDC  sur  le  terreûi  ;  et  par  conséquent^ 
le  nombre  des  toises  de  AB  étant  connu ,  on  aura  par  une  échelle 

de  parties  égales,  le  rapport  ^ ,  et  on  déduiM  de  la  proportion 

ab  l  ed  \l  AB  I  CD  la  valeur  en  toises  de  la  distance  cher* 
chéeCD. 

On  voit  combiei)  Tusage  de  la  planchette  est  commode ,  puis-; 
qu'elle  donne  les  distances,  sans  qu'il  soit  besoin  de  connoitre  la 
grandeur  des  angles,  ni  de  résoudre  aucun  triangle.  Observons  ce- 
pendant qu'elle  les  donnt  avec  moins  de  précision,  les  opérations 
graphiques  ne  pouvant  jamais  atteindre  à  l'exactitude  du  calcul. 

3 16.  Si  les  points  A,  B,  C,  D,  ne  sont  pas  tous  quatre  dans 
un  même  plan ,  la  somme  des  angles  CAD  et  DAB ,  mesurés  dans 
le  plan  de  chaque  triangle  respectif,  ne  sera  pas  égale  à  l'angle 
CAB ,  comme  nous  le  verrons  bientôt  (  829  ) ,  et  de  même  on 
n'aura  point  CBD  H-  ABC  =  ABD.  Cette  erreur  ne  peut  être 
corrigée  dans  l'usage  de  la  planchette  ;  mais  elle  est  ordinairement 
légère  et  même  insensible.  Dans  les  opérations  délicates  on  se  sert 
du  graphometre  ou  du  quart  de  cercle ,  et  on  corrige  l'erreur  par 
le  calcul ,  ( 320  et  suîv-) ,  ou,  pour  éviter  toute  erreur  sur  la  dis-, 
tance  cherchée  CD ,  on  mesure  aussi  les  angles  CAB ,  ABD ,  et  on 
n'emfloie ,  pour  la  solution  de  chaque  triangle ,  que  les  angles 
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de  ce  triaiçle  t  qui  ont  été  donnés  immédiatement  jpar  Tobser- 
Tation. 

317.  Si  on  ne  pouvoit  mesurer  commodément  vme  base  ÂB  ^ 
telle  que  de^eux  de  ses  points ,  A  et  B ,  on  pût  découvrir  les  objets 
C  et  D  ;  alors  on  feroit ,  pour  déterminer  la  distance  AB  |  les  opé- 
rations indiquées  (3i2,  3i3),  ou  celles  exposées  (3i4,  3i5) , 
selon  que  se  trouvera  située  la  base  qu'on  pourra  mesurer.  L'in- 
tervalle AB  étant  ainsi  connu ,  on  en  déduira  CD ,  comme  nous 
l'avons  dit. 

Il  est  facile  de  concevoir  qu'une  seule  base  étant  mesurée^  on 
peut ,  en  ne  mesurant  plus  que  les  angles ,  passer  de  triangle  en 
triangle,  et  déterminer  les  distances  respectives  de  tous  les  lieux 
d'une  province  1  d'un  royaume ,  &a. 

De  la  réduction  des  angles  au  centre  de  la  station. 

3i8.  Il  arrive  rarement  qu'on  puisse  relever  un  angle  en  éta- 
blissant l'instrument  au  centre  de  l'objet  qu'ona  observé  des  autres 
points  de  station^  Si  cet  objet  est,  par  exemple,  la  croix  d'un  clo- 
cher, la  cime  d'un  arbre ,  une  cheminée ,  ^Scc,  l'angle  relevé  ne 
peut  être  le  même  que  s^'il  eût  été  observé  précisément  du  centre 
de  ces  signaux,  et  il  faut  alors  le  réduire  à  ce  pomt,  La  correction 
n'e3jt  ordinairement  que  de  quelques  secondes  ;  on  ne  k  calcule 
alors  que  dans  les  opérations  où  l'on  apporte  le  plus  grand  scrupule- 
Voici  comment  on  la  détermine. 

Soit  mnrola,  base  d'un  clocher  dont  la  pointe  élevée  vertîca-  Fîg.33 
lement  sur  le  centre  C  a  été  observée  de  la  station  A  ou  B,  en 
relevant  l'angle  CAB  ou  ABC;  et  soit  ACB  l'angle  qu'on  veut  con- 
noître.  Si  l'on  ne  peut  placer  commodément  l'instrument  qu'au 
point  E ,  l'angle  observé  sera  AEB  ;  il  faut  le  réduire  à  l'angle  ACB. 
Pour  y  parvenir,  i&isons  ACB  —  AEB  =  —  8>E,  et  observons 
que  les  deux  triantes  ACB,  AEB  ont  un  côté  commun  AB; 
nous  aurons  (284) , 

riTj  /8^AE  cot.A    _,       Skœcor.BN    p ,/ 

—  P\^  =  V. — Âl —   ^   ^âÊ — J  ^  • 
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pjg*33  Si  le  point  £  est  plus  distant  du  point  Â  que  le  point  C ,  alor» 
d^AE  sera  négatif;  si  la  distance  est  égale ,  ^A£  =  o,  et  le 
second  n^embre  de  là  formule  se  réduit  alorsàun  seul  terme.  (Tout 
ceci  doit  s'entendre  de  même  de  ^B£).  On  se  rappellera  de  plus 
que  h  cotangente  d*un  angle  obtus  est  négadve  \  et  en  employant 
les  signiss  convenables  j  la  formule  senrira.pour  toutes  les  positions^ 
possibles  du  point  £,  relativement  au  p(»nt  C.  Quand  le  second 
membre  de  l'équation  se  trouve  être  négatif,  la  correction  ^E  est 
positive^  et  l'on  a  E  <  ACB* 

Pour  calculer  la  formule ,  il  faut  connoitre  h\AE  et  8^B£.  Si  on 
prend  AD  =  AG  =  AE ,  et  AF  ==  AC,  on  aura  8^AE  = 
GG  s=  DF.  Quand  on  ne  pourra  mesurer  GC ,  il  sera  toujour»^ 
facile  de  mesurer  DF,  en  prenant  à  vue  d'oeil  sur  le  terrein  deux 
points,  D,  F,  à-peu-près  aussi  distants  du  point  A,  que  les  points* 
E  et  C  ;  les  petites  erreurs  sur  cette  mesure  sont  insensibles  dans^ 
le  calcul.(Ons'y  prendroit  de  même  pourconnoître  8^BE  =CH)^ 
Quant  aux  autres  quantités  de  la  formule ,  il  suffit  de  les  connoitre- 
à-peu-près. 

3 1 9.  Il  y  a  un  moyen  plus  expéditif ,  qui  est  celui  qu'on  enseigne- 
ordinairement ,  mais  qu'on  n'a  appliqué  aux  diâférents  cas  que  par 
des  règles  un  peu  étendues.  II  consiste  à  mesurer  G£,  EH.  Alors* 

onaGAE  =  ^  X  R"»  en  prenant  l'angle  GAE  au  lieu  du» 

sinus  ;  on  a  de  même  EBH  =  g  X  R"  :  or  GAE  H-  EBH  = 

AEB  ~  ACB  ;  et  par  conséquent 

GAE  -H  EBH  =  d^E. 

Pour  employer  cette  équation  dans  tous  les  cas  ,  on  donnera  le 
signe  négatif  au  petit  angle  GAE  ,  quand  il  sera  en  dedans  du 
triangle  ABC  ;  on  en  usera  de  même  pour  le  petit  angle  EBH  ;  et 
l'on  aura  toujours  ainsi  la  correction  â^E  avec  le  signe  qu'il  Êiudra 
lui  donner  en  l'appliquant  à  l'angle  observé  AEB. 

Concluons  qu'il  y  a  deux  positions  à  choisir  de  préférence , 
lorsqu'on  le  peut.  La  plus  avantageuse  est  d'établir  le  centre  de 
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Tinstniraent  en  un  point  comme  G  ou  H ,  sur  la  direction  de  Tune 
-ées  lignes  AC  ou  BC.  Alors  l'un  des  deux  petits  angles  est  nul,  et 
le  calcul  de  Tautre  seulement  donne  la  réduction  au  centre  par  le 
moyen  de  la  dernière  équation.  Si  Ton  ne  peut  prendre  cette  posi- 
tion ,  on  fera  ensorte  de  placer  rinstrament  de  maniere  qu'on  ait 
S^AE  s=  G ,  ou  8^BE  =  G.  Alors  le  cakul  ^e  la  formule  (3i8y 
sera  réduit  à  un  seul  terme. 

De  la  réduction  des  triangles  d^un  plan  à  un  autre  plan. 

320.  Après  la  réduction  de  chaque  angle  observé,  au  contre  de 
chaque  station  respective ,  il  faut  ordinairement  réduire  les  parties 
d'un  ou  de  plusieurs  triangles  à  un  même  niveau» 

Supposons  que  les  lignes  AP,  AE ,  PE  soient  trois  cordes  d'arcs  Pîg-H 
terrestres,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  les  points  A,P,  E 
soient  à  égale  distance  du  centre  de  la  Terre  ;  supposons  encore  le 
point  R  plus  élevé  que  ces  trois  points  de  la  quantité  RE  :  il  s'agit 
de  réduire  au  triangle  APE  le  triangle  APR,  dont  les  parties  auront 
été  déterminées  par  les  méthodes  précédentes.  Nous  considére- 
rons RE  comme  étant  perpendiculaire  aux  cordes  AE,  PE,  quoi- 
que chacun  des  angles  REA,  REP,  soit  égal  à  90**,  plus  la  moitié  de 
l'arc  soutenu  par  chacune  de  ces  cordes  respectivement ,  comme 
il  est  aisé  de  le  voir  dans  la  figure  3i ,  pour  l'angle  REA  formé  par 
une  corde  et  une  sécante.  Dans  la  pratique  il  ne  résulte  qu'une 
erreur  insensible  de  cette  supposition,  d'ailleurs  très  avantageuse 
pour  simplifier  les  corrections  et  trouver  des  règles  générales  pour 
la  réduction  des  triangles  d'un  plan  à  un  autre. 

321.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  de  se  convaincre  que 
les  parties  du  triangle  APR  ne  sont  point  égales  aux  parties  cor- 
respondantes du  triangle  APE ,  à  l'exception  du  cAté  commun  AP» 
3En  effet  AR  est  >  AE,  comme  il  est  facile  de  Je  reconnoître  dans 
la  fig.  3i.  Par  la  même  raison  PR  est  >  PE  ;  et  en  comparant  les 
triangles  APR,  AP£  aux  triangles  ACB ,  AEB  de  la  fig.  33^  qui 

Yij 
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sont  dans  les  mêmes  drconstances-,  mais  coucliés  sur  un  planf 
commun ,  on  verra  d^un  coup-d'œil  que  le  triangle  qui-  a  deux  côtéa 
plus  longs,  nV  pas  les  angles  égaux  à  celui  du  triangle  qui  a  deux, 
côtés  plus  courts.. 

Fig.34  3a2»  Cda  posé  ;  on  dtmande  que  le  triangle  ÂPR  soit  réduir 
aU'  triangle  APE ,  doHt  les^ troiis  sommets  A,  F ,  £ ,  sont  supposés 
à  uiie  égale  distance  du  centre  de  la  Terre.  Noua  appellerons  Ao- 
rizon  commun  de  ces  trois  points ,  la  section  ou  le  plan  qui  leur  est 
commun;  Cherchons  >  d'abord  Tangle  PA£,  étant  donnés  Tangle^ 
PAR^etFângle  vrai  d'élévation  RAE,  (3o5). 

Dans  les  deux  triangles  rectangles  AER ,  PER;^  qw  ont  un  c6tér 
commup  RE,  on  a  RE*  =  AR*  —  AE*  =  PR»  —  PE»r 
donc  AR"  —  PR'  =  AE*  —  PE*;  Ajoutant  des  deux  côtés^ 

AP*,  er  divisant  Féquatìon  par  2AP,  on  aura  — ^^ = 

v"'*',^"^^"-  ^^^^ (^3=*) r  COS.PAR  X  AR  =::  COS.PAE  K 
AE;  et  par  conséquent  (an.) 

ces-PAE  ==  ^^.: 

cos.luvL 

On  trouvera  de  même  cos.APE  =  ^^J^.  D'où  Ton  tire  cette- 
règle  générale  pour  réduire  les  angles  qui  ont  leur  sommet  sur  le 
phn*  de  réduction  :  Le  cosinus  de  l'angle  réduit  est  égal  au  co^ 
^mus  de  l'angle  observé j  divtisé  par  le  cosinus  de  l'angle  d'élé^ 
ration.- 

823.  Lorsqu'on  aura  réduit  les  angles  en  A  et  en  P,  lé  troisième ^ 
E,  sera  connu.  Cependant  nous  allons  donner  une  formule  pour 
réduire ,  quand  on  le  voudra ,  l'angle  R  indépendamment  des  deux, 
autres.  Cette  formule  nous  sera  encore  utile  pour  la  solution  d'un, 
autre  problême  intéressant  (344)^ 

Dans  les  deujc  triangles  APR,  APE,  qui  ont  un  côté- commun 
APt  on  a  (IIL  7^>,  AP^  =  AR^  H-  PR^  —  2AR  X  PR  X 
CQS.ARP  =  AE^  H-  PE^  —  2  AE  X  PE  X  cos*AEP.  De  la 
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dernière  équation  on  tire  cos.  AEP  =  ^^  ^  ^\^  ^^;;f  ^  ^^  ^^  ce 
qui  donne  (211,210) 

APP    _    COS.ARP  —  srn.RAE  sin.RPE 
COS./Uir    COS.RAE  C08.RPE  > 

>ou  9  pour  plus  de  facilité  dans  le  calcul  numérique , 

cos.AEP  =  tang.RAE  lang-RPE  (^j-^^^J^  —  1). 

De  la  premiere  de  ces  deux  formules  ,  plus  facile  à  énoncer,  je 
déduis  cette  règle  pour  réduire  l'angle  unique  ayant  son  sommet 
hors  du  plan  de  réduction  :  Le  cosinus  de  V angle  réduit  est  égal 
au  cosinus  de  l'angle  observé ,  duquel  on  aura  soustrait  le  rectangle 
des  sinus  des  angles  d élévation^  et  qu  ensuite  on  aura  divisé  par 
le  rectangle  des  cosinus  de  ces  mêmes  angles. 

824»  La  réduction  des  côtés  n'a  nulle  difficulté.  AE  =  AR 
cos.RAE,PE  =  PR  cos.RPE. 

Quand  on  veut  procéder  avec  une  extrême  exactitude  j  au  lieu 
de  faire  les  réductions  précédentes,  on  peut  résoudre  les  trian-. 
gles  RAE ,  RPE,  comme  obliquangles  (820)  ;  et  après  avoir  déter- 
miné les  côtés  du  triangle  APE,  calculer  les  angles  par  les  formules 
(IV.  5*ou6%&c.). 

Quoiqu'indépendamment  des  angles  d'^élévation,  il  soit  toujours 
bien  d'observer  aussi  les  angles  correspondants  de  dépression  ^ 
puisqu'ils  se  servent  réciproquement  de  vérification  ,  et  qu'ils 
donnent  ensemble  la  valeur  actuelle  de  la  réfraction  (  807 ,  3o8  )  y 
cependant  nous  n'en  faisons  aucune  mention  dans  les  formules 
précédentes  ,  parce  qu^un  triangle  se  réduit  ordinairement  au  plan 
des  points  les  plus  bas.  Au  surplus  les  formules  sont  les  mêmes 
dans  les  deux  cas. 

325.  Soit  maintenant  le  triangle  ARr,  dont  on  demande  la  Fie35 
réduction  au  plan  AEe,  où  les  points  E,  e,  des  lignes  verticales 
RE ,  re ,  sont  supposés  à  la  même  distance  du  centre  de  la  Terre , 
«que  le  point  A. 

Qu'on  prolonge  le  plan  AEe  jusqu'en  P^  c'est-à-dire,  jusqu'à  là 
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t  la  ligne  RP,  menée  par  les  points  R,  r.  Les  verticales 

iy\      i  toujours  supposées  perpendiculaires  au  plan  AEeP , 

e  îéquent  aux  lignes  de  ce  mémo  plan ,  avec  lesquelles 

intrentp 

m    sn  premier  lieu  comment  nous  réduirons  T  angle  connu 

EAe- 

.rPA  ou  sin.RPA  ^  J^l^iZîil  ^  il^Z^.  MaisPr  :  PR 

ZI  re  ;  RE  ;  !  Ar  sîn,rAe  '  AR  sîn.RAE  ;  en  substituant  ce  der- 
nier rapport  au  premier ,  dans  la  dernière  équation  ,  nous  aurons 
*h^  ^  i!-£^  .  ou  sin.PAR  :  sin.PAr  1 1  sin.RAE  l  sin./Ae  ; 

d'où  nous  tirerons  (lo),  (IL  x^"^),  tang4(PAR  -H  PAr)  ; 
tang.KPAR  —  PAr)  ;  ;  tang.KRAE  ^  rAe)  ;  tang.^RAE  —  rAe), 
Mais  PAR  —  PAr  est  Pangle  connu  RAr;  et  les  deux  derniers 
termes  sont  composés  des  angles  d'élévation  RAE,  rAe,  supposés 
connus  par  Tobservation  ;  donc  le  premier  terme  de  T  analogie  sera 
seul  inconnu  \  et  nous  aurons 

tang-ICPAR  H-  PAr)  =  tang.^RAr  X  SJtS^;.     ■ 

Jusqu'à  présent  on  n'avoit  pu  obtenir  cette  formule  que  de  la 
Trigonométrie  sphérîque. 

Connoissant  la  demi-somme  et  la  demî-difFérence  de  PAR  et 
PAr,  on  a  (23o)  la  valeur  absolue  de  chacun  de  ces  angles.  En- 
suite on  a  PAE  et  PAe  par  le  moyen  de  la  formule  (322).  La  dif^ 
férence  de  ces  deux  angles  est  l'angle  cherché  EAe. 

Quoique  les  réductions  se  fassent  d'ordinaire  ,  comme  nous 
Pavons  dit,  au  niveau  du  point  le  plus  bas ,  cependant  si  des  deux 
objets  R,  r,  Pun  ëtoit  élevé  et  l'autre  abaissé  ,  on  voit  aisément 
que  dans  ce  cas  le  point  P  tomberoif  entre  les  deux  points  E,  e, 
et  que  Pangle  connu  RAr  seroit  égal  à  PAR  H-  PAr;  alors  dans 
la  dernière  analogie  le  terme  inconnu  seroit  le  second. 

326.  Si  les  angles  d'élémtion,  RAE,  rAe,  des  deux  objets  étoient 
égaux,  réquation  ^^  =  |j^  bit  voir  qu'alore  sin.PAr  = 
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5!h.PAR9  OU  que  (19),  PAR  =  180**  —  PAr.  Cela  posé,  la 
ibnnule  (822)  faît  voir  de  même  que  cos.PAE  =  cos.PAc,  ou 
que  PAE  =  180^  -r-  ?Ae.  Donc  EAe  =  PAE  — -  Vke  = 
i8o*  —  2  PAe,  ou  PAe  =  90°  —  5  EAe;  et  par  conséquent 
cos.PAe  =  sin,; EAe.  On  prouveroit  de  même  que  cos.PAr  = 
sin.ïRAr.  Ainsi  dans  ce  cas  on  aura  recours  à  la  formule  (822) , 
qui  devient 

sin.|EAe  =  îî=^  ,  oir 

k  sinus  de  la  moitié  de  V angle  réduit  est  égal  au  sinus  de  la  moitié' 
^de  l'angle  observé^  divisé  par  le  cosinus  de  l'angle  délectation. 

Si  Tun  des  deux  objets  étoit  élevé  et  l'autre  abaissé ,  de  maniere 
que  l'angle  d'élévation  fût  égal  à  l'angle  de  dépression  ,  on  auroit 
PAR  =  PAr  =  -i  RAr,  et  PAE  =  PAe  =zi  EAe  ;  alors  la  for- 
Boiule  seroit 

cos.iEAe  =-.j^j3^. 

827.  Pour  réduire  l'angle  ARP  à  AEP  ou  AEe^  par  le  moyen; 
de  la  formule  (323),  il  faut  connoître  Fangle  RPE,  Or  si  Von 
observe  qu'ayant  PR  I  Pr  1 1  RE  I  /t^,  on  a  PR  I  PR  —  Pr  II 
RE  I  RE  —  re,  et  que  PR  I  RE  II  1  I  sin.RPE;  on  en  con- 
clura que  Rr  I  RE  —  Aie  II  1  I  sin.RPE  =  ^^  ^  "^^  = 
— — — ^ — ^jHU,  ^  Prenant  les  sinus  des  angles  au  lieu  des  côtés 
opposés ,  on  a 

•-.  DTiT?   sîn.RrA  sin.RAE  —  sin.ARr  sin.rÂ^ 

sm.iiJrJb  =  .  p, . 

sin.KAr 

Pour  réduire  l'angle  ArR  à  l'angle  AeE ,  on  réduira  d'abord  ,. 
au  moyen  de  la  formide  (323) ,  l'angle  ArP  à  l'angle  AeP;  le  supr 
plément  de  celui-ci  sera  l'angle  cherché  AeE. 

On  a  déjà  vu  (324)  comment  se  réduisent  les  côtés  adjacent* 
aux  angles  d'élévation.  Quant  au  côté  Rr,  il  est  facile  de  trouver 
que  Ee  =  Rr  cos.RPE. 

328.  On  s^épargnera  les  réductions  précédentes,  (qui  ne  sont 
point  applicables  à  la  planchette),  lorsque  le  plan  du  quart  de 
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i  graphonietre  sera  disposé  horizontalement^  et  que 
H  s  pourront  se  mouvoir  verticalement  et  se  diriger  vers 

(  soit  au-dessus  soit  au-dessous  du  plan  de  Finstru- 

,1e  se  mesure  alors  sur  le  plan  de  Thorizon  ,  puisque 
]  est  dans  ce  même  plan ,  et  que  le  mouvement  vertical 

lunette  ne  change  rien  à  la  position  de  Talidade,  Observons 
cependant  que  dans  ce  cas  chaque  angle  est  mesuré  sur  le  plan 
horizontal  de  chaque  station  respective ,  et  non  sur  un  plan  exac- 
tement commun  à  tous  les  angles  ;  ensorte  que  si  les  distances 
.3i  étoient  considérables,  FincHnaison,  par  exemple,  de  Thorizon  BA 
du  point  A  à  T égard  de  l'horizon  01  du  point  R  ,  pourroit  quel- 
quefois mériter  attention.  Cette  inclinaison  est  visiblement  égale  à 
Tangle  C ,  ou  à  Vare  de  la  Terre  compris  entre  les  diverses  sta- 
tions* 

329.  Si  Ton  suppose  que  du  point  A  on  ait  observé  les  distances 
45  ang;ulaires  de  trois  objets  E,  r,  P,  Tun  desquels  ,  r,  soit  plus  élevé 

que  les  autres  ,  il  est  clair  maintenant ,  parla  formule  (322),  que 
la  somme  des  deux  angles  EAr,  rAP,  sera  plus  grande  que  Tangle 
EAP,  comme  nous  avions  promis  (3 16)  de  le  démontrer. 

330.  Soit  C  le  centre  de  la  Terre ,  et  soit  représenté  par  la 
Fîg.36  corde  AB  le  plan  vu  de  côté  d'un  triangle  réduit,  dans  toutes  ses 

parties,  à  un  horizon  commun,  parles  méthodes  précédentes.  Si 
00  vkvLt  i^baisser  qe  triangle  au  plan  de  la  corde  DE ,  cela  n'altérera 
les  angles  en  rien ,  puisque  les  deux  plans  sont  parallèles  ;  il  faut 
seulement  diminuer  les  côtés.  Cette  correction  est  Sicile  ?  on  a 

(278),  8^AB  :  B^Bc  ::  ab  :  bc  ::  (247)  2cos.bac  :  1  :: 

asin.îC  l  1.  Connoissant  B^BC  =  BE,  quantité  de  laquelle  on 
veut  que  le  plan  du  triangle  soit  abaissé ,  on  trouvera  par  l'une 
quelconque  des  trois  analogies  précédentes ,  la  valeur  de  8^ AB  , 
ou  la  diminution  à  faire  sur  chaque  côté  du  triangle  qu'il  s'agît 
d'abaisser. 

Quand  on  a  une  chaîne  de  triangles ,  dans  chacun  desquels  on 
a  fait  les  réductions  précédentes  ;  par  la  dernière  réduction  ci- 
dessus 
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dessus  on  les  ramené  tous  à  un  même  niveau ,  s'ils  né  s'y  trou- 
vent pas.  Ordinairement  c^est  au  niveau  de  la  mer  que  se  fait  la 
réduction  générale. 

Si  au  lieu  des  cordes  on  vouloit  avoir  lés  arcs  correspondants, 
il  est  facile  de  les  déduire  des  cordes  ;  car  la  troisième  équa- 
tion (i52)  donne  pour  la  différence  de  Tare  à  la  corde,  A  — - 
2sin.iA  =  îii^  ==  il^lhïâJl.  Je  n'emploie  que  le  premier 

terme  de  la  série,  parce  que  les  termes  ultérieurs  sont  insensibles. 
On  observera  que  pour  avoir  cette  différence  ,  et  par  conséquent 
l'arc ,  en  parties  de  la  corde  exprimées ,  par  exemple ,  en  pieds  , 

toisée,  &c.,  il  faut  diviser  l'expression  ^^"^'?"  ^  ,  par  le  quarré  du 

rayon  de  la  Terre  exprimé  en  mêmes  parties  de  la  corde  ;  ce  qui 
est  conforme  aux  règles  données  (290). 

Des  conditions  les  plus  avantageuses  des  triangles  ;  et  de  la 
construction  des  signaux. 

33 1.  On  ne  doit  pas  se  contenter  de  mesurer  deux  angles  dans 
un  triangle  ;  il  faut  toujours,  lorsqu'on  le  peut,  mesurer  aussi  le 
troisième.  Si  la  somme  des  trois  angles  réduits  au  centre  des  sta- 
tions respectives  est  à  très  peu  près  de  180®,  plus  ou  moins,  on 
sera  sûr  de  les  avoir  bien  observés  ,  et  on  partagera  l'erreur  égale- 
ment entre  tous  trois,  lorsqu'on  n'aura  aucun  motif  particulier  de 
douter  d'une  observation  plus  que  d'une  autre  :  si ,  par  exemple , 
la  somme  des  trois  angles  observés  est  de  180**  o'  3o",  on  dimir 
nuera  de  10"  chaque  angle,  avant  de  calculer  les  côtés  et  de  faire 
la  réduction  à  un  horizon  commun.  Cette  erreur  est  la  plus  grande 
qu'on  puisse  commettre,  lorsqu'on  observe  attentivement,  et  qu'on 
emploie  un  quart  de  cercle  de  trois  pieds  de  rayon ,  vérifié  avec  le 
scrupule  nécessaire ,  comme  on  peut  le  voir  dans  les  Ouvrages  que 
nous  avons  cités  (293  )•  Si  le  rayon  de  l'instrument  n'est  que  d'un 
demi-pied,  Terreur  peut  aller  jusqu'à  3',  lorsque  le  nonius  donne 
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la  minute  ;  jusqu'à  6%  lonqu'il  donne  les  deux  minutes ,  et  aînst 
'de  suite*  Puîsqu^il  est  donc  absolument. impossible  d'éviter  toute 
erreur  en  relevant  les  angles  ,  il  devient  essentiel  de  Mre  ensorte 
que  cette  erreur  influe  le  moins  qu'il  se  pourra  sur  les  côtés ,  dont 
la  détermination  lest  le  but  de  ces  opérations.  Or  cela  se  réduit 
'  à  chercher  de  quelle  grandeur  doivent  être  les  angles,  pour  que 
l'erreur  dans  leur  mesure  influe  le  moi^s  possible  sur  les  côtés.  II 
est  vrai  que  les  drcoBStances  locales  permettent  rarement  de 
<:hoisir  les  triaog^es  conformément  aux  règles  que  nous  trouverons» 
L'exposition  de  ces  règles  sera  néanmoins  très  utile,  soit  parce- 
qu'elle  fournira  les  moyens  de  s'y  conformer ,  au  moins  d'aussi 
près  qu'il  sera  possible,  soit  parceque ,  quand  on  sera  forcé  de  s'en 
éloigner  beaucoup ,  on  pourra  encore  évaluer  à-peu-près  Tincertî- 
tudè  des  résultats. 

33^.  On  sait  que  dans  un  triangle  rectiligne  la  mesure  des  angles- 
ne  sufEt  pas  (236)  pour  qu'on  puisse  déterminer  les  côtés  :  il^ 
est  donc  nécessaire  devoir  dians  chaque  triangle  un  côté  ou  me*  - 
juré  immédiatement ,  ou  déterminé  trigonométriquement  par  le 
inoyen  d'autres  triangles  dans  le  premier  desquels  il  i&udra  tou- 
jours qu'on  ait  mesuré  une  base  à  la  toise.  Le  choix  de  la  base  est 
3onc  ropérarion  fondamentale.  Aussi  nous  allons  chercher  d'abord 
quelle  doit  être  sa  longueur  et  sa  direction ,  en  supposant  qu'on 
soit  libre  de  les  établir  Tune  et  l'autre  à  volonté. 
Tig^y^       Dans  un  triangle  quelconque  ABC,  on  a  (III.  i*)  ,  AB  sin. A 
îi=r  BG  sin.C.  Soit  AB  la  base,  que  nous  supposerons  mesurée  sans 
erreur,  parceque  dans  ces  sortes  de  mesures,  lorsqu'on  y  apporte 
quelque  attention ,  l'erreur  ne  peut  être  sensible ,  et  que  d'aiUeurs 
nous  ne  nous  proposons  ici  que  d'examiner  l'erreur  des  angles, 
taisant  donc  AB  constant,  et  difFérentîant  l'équation,  on  a  AB 
ces. A  8^ A  ==  sin.C  8^BC  -f-  BC  cos.C  B^C.  Comme  onne  connoît 
pas  la  grandeur  précise  de  chacune  des  erreurs  â^A  et  8^C  des 
angles  A  et  C,  (l'angle  B  n'entre  pas  dans  le  calcul  de  BC),  on 
supposera  ces  erreurs  égaies ,  d'autant  plus  qu'elles  sont  commis» 
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iBvec  un  même  instrument.  Pour  abréger,  désignons  par  e  chacune 
des  erreurs  ;  Téquatìon  donnera  â^BC  =  e  X  — ^^  siTc — ^~~  » 
et  en  substituant  -^  à  J^  .  on  aura 

â,BC  =  e  X  BC  (cot.A  —  cot.C). 

Cette  équation  (dans  le  calcul  de  laquelle  on  se  souviendra  que  ^, 
pris  en  secondes,  doit  être  divisé  par  R")  donne  l'erreur  ^BC 
que  produîroîent  dans  le  calcul  de  BC  les  erreurs  des  angles  A 
et  C.  Pour  que  ces  erreurs  (  supposées  égales)  n'influent  point  sur 
le  côté  BC ,  il  suffit  donc  qu'on  ait  A  =  C  ;  car  il  est  évident 
qu'alors  l'équation  se  réduit  à  zéro. 

Mais  comme  les  deux  erreurs  8^A,  8^C,  que  la  difFérentiation 
suppose  dans  un  même  sens ,  pourroient  avoir  été  commises  en 
sens  opposés,  et  qu'alors  on  auroit  8^BC  =  zh  0  X  BC 
(cot.A  H-  cot.C),  il  faut  chercher  de  quelle  grandeur  doivent 
être  les  angles  A  et  C  ,  pour  que  la  somme  de  leurs  colangentes 
ait  la  moindre  valeur  possible  ;  il  est  clair ,  par  l'équation.,  que  ce 
sera  le  cas  de  la  moindre  valeur  de  3^BC.  Or  (II.  21*),  cot.A  h- 

^j^Y  C    sin.ÇA  H-  C)   sin.ÇA  -f.  C) ,tt     ^.n    ^.^ 

^^•^    —     lin.A  sm.C     —  icos.(A  c/)  (Ì)  -  i  co«.(A  4-  Q  ♦   ^^^-  ^^Jy  ^^ 

cot.A  +  cot.C  =       ,^  l""f^ — s,   (III.  5/,  6<î').   Donc 

cos.(A  c/)  CJ  -H  cos.B  '     ^  /    '  ^ 

quelle  que  soit  la  grandeur  de  l'angle  B,  la  valeur  du  second 
membre  sera  toujours  la  moindre  possible ,  lorsque  cos.(  A  00  C) 
sera  le  plus  grand  possible ,  c'est-à-dire  quand  on  aura  A  =  C. 

D'où  nous  conclurons ,  pour  règle  générale ,  que  la  condition 
la  plus  avantageuse  d'un  triangle ,  quand  on  veut  déterminer  un 
côté  seulement  j  est  que  la  base  soit  égale  au  côté  cherché.  Telle 
est  la  condition  essentielle.  Quant  à  l'angle  compris  B ,  il  est  sans 
doute  avantageux ,  dans  le  cas  de  cot.A  H-  cot.C ,  qu'il  soit  le 
plus  petit  possible  ;  mais  sa  grandeur  est  indiâFérente  dans  le  cas 
de  cet. A  —  cot.C,  (en supposant  l'égalité  des  deux  erreurs);  et 
il  est  inutile  de  s'imposer  des  restrictions  générales ,  à  moins  d'une 
nécessité  générale.  On  donnera  donc  à  la  base  la  direction  qui 

Zij 
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paroi  tra  h  plus  commode ,  en  observant  seulement  quç  les  angles 
A  et  C  ne  soient  pas  trop  petits. 

333.  Puisque  par  la  reg^  précédente  la  base  doit  être  égale  au 
côté  cherché ,  il  est  évident  que  la  condition  la  plus  avanta^usù^ 
d'un  triangle,  quand  on  veut  déterminer  deux  côtés,  est  que  h 
triangle  soit  equilatere. 

334.  Rarement  il  arrive  que  Ton  puisse  mesurer  commodément, 
une  base  qui  soit  aussi  longue  que  les  côtés  cherchés.  En  suppo* 
sant  donc  que  la  longueur  de  la  base  soit  limitée ,  mais  qu'ait, 
moins  sa  direction  puisse  être  choisie  à  volonté ^  cherchons* quelle, 
doit  être  cette  direction  dans  le  cas  où  Ton  veut  déterminer  Tun 
seulement  des  deux  autres  côtés  du  triangle. 

Soit  toujours  AB  la  base,  BC  le  côté  cherché.  Il  faut  trouvei. 
la  moindre  valeur  de  cot.A  z^  cot.C  ^  (332) ,  lorsqu'on  ne  peul. 
avoir  A  =  C. 

Or,  l^  dans  le  cas  du  signe  négatif,  on  a  (III.  5i*,  >o4*)> 

•    .    A  .  p  ^ AB  —  BC  C01.B  BC  —  AB  coi.B  __      AB^  —  BC* 

COC.il  COC.V.  BCtin.B  AB  sin. B         AB  X  BC  m.^' 

On  suppose  que  ,  par  des  circonstances  locales,  les  grandeurs  de 
BC  et  de  AB  ne  soient  pas  arbitraires  ;  autrement  on  accourciroifc 
BC  ou  on  allongeroit  AB  ,  jusqu'à  ce  qu'on  eût  AB  =  BC,  (SSa). 
Donc,  AB  et  BC  étant  constants,  on  voit  clairement  dans  la  der- 
nière expression,  que  la  moindre  valeur  de  cot.A  —  coJ;.C  a  lieu 
lorsque  B  =  50**. 

2°.  Dans  le  cas  du  signe  positif,  on  a  (III.  ici*),  cot.A  -f- 

^^.   r  ^•^^    A   ^i__   y/(^^*  —  AB»  sin.-A)  c    A      .     t  /     BC» 

cot.C  =  cot.A  -\-^ j^^-^^ =:cot.A  H-  V/  AffwÂ—  1- 

En  raisonnant  corame  dans  le  cas  précédent  ,  on  voit  que  la* 
moindre  valeur  de  la  fraction  sous  le  signe  radical,  aura  lieu  lors- 
qu'on aura  A  ==  90°,  Mais  alors  aussi  cot.A  disparoît;  donc  la 
moindre  valeur  de  cot.A  -f-  cot.C  a  lieu  lorsque  A  =  90°.  Telle 
est  la  r^le  générale  que  donne  Bouguer,  {Fig.de  la  Terre,  p.  88). 
Mais  nous  avons  trouvé  que  dans  le  cas  de  cot.A  —  cot.C ,  il 
faut  qu'on  ait  B  =  90^  Donc  comme  les  angles  A  et  B  ne  peuvent 
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être  tous  deux  droits  ,  il  est  à  propos ,  à  ce  qu'il  ftous  semble  , 
d'embrasser  tous  les  cas  en  prenant  un  milieu,  et  faisant  A  =  B. 

Si  l'on  applique  au  côté  AC  tout  ce  que  nous  avons  dit  du 
côté  BC ,  on  aura  des  résultats  semblables.  Donc  en  général , 
quand  la  base  ne  peut  être  égalç  au  côté  ou  aux  côtés  cherchés , 
la  condition  la  plus  avantageuse  du  triangle  est  que  la  base  soit 
la  plus  longue  possible  j  et  que  les  deux  angles  sur  la  base  soient 
égaux. 

Je  dis  que  la  base  doit  être  la  plus  longue  possible^  de  peur 
que,  de  ce  qu'on  a  trouvé  qu'il  seroit  avantageux  que  chacun  des 
angles  sur  la  base  fìit  de  90**,  qi^qu'un  ne  conclût  qu'il  est  à 
propos  que  la  base  soit  la  plus  courte  possible.  La  règle  fonda- 
mentale est  que  la  base  soit  égale  aux  côtés  cherchés,  (332,  333)  ; 
c'est  une  règle  qu'il  ne  faut  enfreindre  que  le  moins  qu'il  se  pourra , 
et  c'est  seulement  pour  diminuer  les  erreurs  qui  résulteroient  d'une 
infraction  forcée  que  nous  disons  qu'il  est  à  propos  de  faire  le 
triangle  isoscele. 

335.  L'équation  S^BC  =  a  X  BC  (col.A  zp  cot.C)  fait  voir 
que  la  quantité  e  (cot.A  qr  cot.C)  que  nous  avons  examinée 
jusqu'à  présent ,  est  proportionnelle  à  la  grandeur  de  BC.  En  sup- 
posant donc  qu'on  ait  le  choix  de- déterminer  une  distance  BC  par  pjg  3-. 
le  moyen  d'un  seul  triangle  equilatere  ABC,  ou  bien,  en  la  divisant 
en  plusieurs  parties,  par  le  moyen  de  plusieurs  triangles  équila- 
leres  plus  petits ,  BDE ,  EDG ,  &c. ,  il  convient  de  discuter  auquel 
des  deux  partis  on  doit  donner  la  préférence. 

Soit  donc  BC  divisé  en  trois  parties  égales  BD ,  DF  ,  FC ,  et 
soit  BE  la  base  au  lieu  de  AB.  En  résolvant  le  triangle  BDE ,  on 
trouve  BD  et  DE.  De-là  prenait  DE  pour  base ,  on  résoudra  le 
triangle  DGE  pour  trouver  DG.  Connoissant  DG,  on  résoudra  le 
triangle  DGF  pour  trouver  DF,  FG  ;  et  poursuivant  ainsi ,  on  dé- 
terminera toutes  les  parties  de  BC.  Or  dans  cette  opération  il  faut 
observer  qu'il  y  a  deux  causes  d'erreur  dans  la  résolution  du 
«econd  triangle  DGE  ;  l'une  est  l'erreur  commise  dans  l'observa- 
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tien  de  ses  angles  ,  erreur  dont  nous  avons  traité  jusqu^à  présentf' 
l'autre  est  Terreur  sur  la  base  DE ,  produite  par  celles  des  angles 
dans  la  résolution  du  premier  triangle  BDE. 

Pour  savoir  quelle  eireur  produit  sur  le  c6té  cherché  rerrem 
de  la  base,  supposons  constants  les  angles  opposés  (285),  et  nous 
aurons  (278)  les  erreurs  proportionnelles  à  la  grandeur  des  côtés; 
Soit  supposée  d'un  pied  Terreur  produite  par  celles  des  angles  sur 
chacun  des  côtés  BD ,  DE  du  premier  triangle.  U  s'ensuit  que  Ter- 
reur de  DG  ^ra  de  deux  pieds,  un  à  raison  du  côté  DE,  et  Tsfutre 
à  raison  des  angles  du  triangle  DGE.  L'erreur  de  DF  et  de  FG  sera 
de  trois  pieds ,  savoir  deux  à  capi^  de  DG ,  et  uii  à  cause  des  Bxt^ . 
gles  du  triangle  DFG.  En  procédant  ainsi  on  trouve  dnq  pieds 
pour  Terreur  de  CF.  Si  BC  eût  été  divisé  en  quatre  parties  ^  Teiv 
reur  de  la  quatrième  eût  ^té  de  sept  pieds ,  et  les  erreurs  ertiti 
Croient  ainn  toujours  en  progression  arithmétique  ^  si  le  nombr» 
des  parties  de  BG  étoit  plus  considérable.  Maintenant  si  VùBl 
'somme  les  erreurs.  1 ,  3 ,  5  pour  BD ,  DF,  FC ,  on  aura  neuf  pieds 
pour  Terreur  totale  dé  BC  déterminée  par  le  moyen  de  cinq  trian- 
gles. Au  contraire  en  n'employant  qu'un  seul  triangle  ABC ,  Ter* 
reur  ne  seroit  que  de  trois  pieds ,  c'est-à-dire  triple  de  Terreur  de 
BD,  puisque  BC  =£  3BD,  et  que  Terreur  provenant  des  angles 
est  proportionnelle  au  côté  cherché^  comme  nous  Tavons  vu  au 
commencement  de  cet  article.  Il  semble  donc  qu'on  devroit  ea 
conclure  qu'il  ne  faut  multiplier  les  triangles  que  le  moins  qu'il  se 
pourra.  Mais  on  doit  réfléchir  que  Terreur  de  neuf  pieds  sur  BG 
est  le  résultat  de  l'accumulation  de  toutes  les  erreurs  des  dnq  trian-. 
gles  ;  ce  qui  suppose  toutes  ces  erreurs  commises  dans  le  même 
sens.  Or  cette  accumulation  est  non-seulement  infiniment  peu  pro- 
bable ,  mais  elle  est  même  démentie  et  réduite,  pour  ainsi  dire ,  à 
zéro  par  Texpérience.   Pour  des  déterminations  importantes  et 
délicates,  on  mesure  deux  bases ,  Tune  au  commencement ,  Tautrit 
à  la  fin  des  triangles ,  comme ,  par  exemple  ,  B£ ,  CH  ;  c'est  le 
moyen  le  j^us  sûr  pour  vérifier  la  justesse  des  opérations  trigono^ 
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«étriqués  intermédiaires.  Or  les  Académiciens  François  ne  trou- 
irerent,  au  Pérou ,  que  deux  pieds  d'erreur  entre  la  mesure  et  le 
calcul,  sur  la  dernière  base ,  à  laquelle  ils  parvinrent  par  une  série 
de  28  triangles  qui  servirent â  déterminer  une  distance  BC  de  180 
milles,  ou  à-peu-près  de  yS  lieues  communes  de  France.  De  même 
Ferreur  ne  fut  pas  de  cinq  pieds  sur  la  seconde  base  ,  après  une 
chaîne  de  onze  triangles,  par  lesquels  M.  l'Abbé  Boscovich  déter- 
mina une  distance  de  i3o  milles  ou  de  54  lieues  environ.  Et-^i  les 
erreurs s'étoient  accumulées,  en  les  supposant  de  i5"  par  chaque 
angle,  l'erreur  de  la  seconde  base  eût  été  à-peu-près  de  28  toises  au 
Pérou ,  et  de  19  en  ItaUe  ;  en  faisant  les  calculs  d'après  ma  sup- 
position des  triangles  équilateres.  On  ne  peut  désirer  une  preuve 
plus  claire  de  ce  que  démontrent  d'ailleurs  les  règles  de  probabi- 
lité, -que  les  erreurs  se  compensent  lorsqu'on  multipUe  les  trian- 
gles. Il  est  évident,  au  surplus,  que  cette  compensation  a  lieu 
^'autant  plus  sûrement ,  lorsqu'on  observe  chacun  des  trois  angles 
de  chaque  triangle  ,  et  qu'on  réduit  teur  somme  à  180°,  (33i). 

336.  Peut-être  pensera-t-on  que  les  règles  précédentes  sont 
Tarement  utiles,  parcequ'on  ne  trouve  pas  facilement  des  clochers 
«t  autres  objets  élevés  et  distincts,  sur  lesquels  on  puisse  diriger 
^s  instruments ,  pour  former  des  triangles  avec  les  conditions  les 
"plus  avantageuses.  Mais  on  peut  très  souvent  suppléer  à  ces  objets 
par  des  signaux  plantés  exprès  dans  les  positions  où  on  les  desire. 
^.l'Abbé  Boscovich  élevoit  des  espèces  de  cabanes  quarrées 
ou  circulaires,  de  quatorae  pieds  de  diamètre,  et  d'une  élévation 
quelquefois  plus  grande ,  et  construites  avec  de  longues  branches 
enfoncées  profondément  en  terre ,  inclinées  entre  elles  vers  le 
iaîte ,  et  unies  par  des  branches  transversales  assujetties  avec  des 
Tordes  «t  des  clous.  Ces  cabanes  ,  revêtues  de  feuillages,  s'apper- 
xevoienty  même  avec  de  foibles  lunettes ,  jusqu'à  une  distance  de 
cinquante  milles ,  lorsqu'elles  étoient  posées  sur  le  sommet  des 
'hauteurs  les  plus  élevées,  de  maniere  à  ce  que  leur  image  fût  pro- 
jiettée  sur  le  Ciel.  Sans  cette<.iiemiere' condition,  il  &ut,  pour  les> 
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appercevoir,  ou  diminuer  la  distance ,  ou  couvrir  les  signaux  avec 
des  draps  ou  autres  matières  tirant  sur  le  blanc.  Dans  une  semr 
blable  circonstance ,  M.  TAbbé  Boscovich  se  servit  d'une  toile  de 
chanvre  enduite  de  chaux ,  et  alors  il  distinguoit  le  signal  à  a4 
milles  de  distance.  Picard  employa  des  feux  et  avec  succès.  Uh 
feu  large  de  trois  pieds  étoit  apperçu  à  une  distance  de  36  milles. 

De  ia  maniere  de  lever  les  Plans ,  et  de  dresser  les  Cartes  topoffa- 
\  phiques  et  les  Cartes  géographiques  de  peu  d'étendue. 

337.  On  nomme  plan  d*un  terrein,  d^une  ville,  &c.,  un  dessin 
où  sont  tracées  les  lignes  qui  représentent  les  contours  du  terrein 
et  de  ses  principales  parties,  de  sòrte  que  ces  lignes,  prises  en* 
semble ,  ferment  une  figure  parËdtement  semblable  à  celle  du  ter- 
rein  ou  de  la  ville  considérée  sur  un  plan  horizontal,  abstraction 
&ite  des  élévations.  Supposons  qu'un  clocher  soit  rasé  au  niveau 
du  sol  ;  la  figure  que  fermeront  les  bords  extérieurs  et  intérieurs 
'des  murs  du  clocher,  vus  sur  la  surface  plane  du  terrein,  sera  ce 
qu'on  appelle  le  plan  du  clocher.  Quand  on  fait  le  plan  d'un  seul 
bâtiment ,  on  peut  désigner  Tépaisseur  des  murs  par  un  double 
trait  ;  mais  lorsque  le  plan  contient  un  espace  plus  étendu,  on  ne 
peut  ordinairement  y  tracer  le  périmètre  des  édifices  que  par  de 
simples  lignes. 

Un  plan  est  topographique,  lorsqu'il  présente  toutes  les  parti- 
cularités du  terrein  dessiné,  par  exemple  les  églises,  les  maisons 
ou  les  grouppes  de  maisons ,  les  moulins ,  les  parcs  ,  les  jardins  9 
les  deux  rives  des  rivières,  les  canaux,  les  torrents ,  les  aqueducs, 
les  chemins  grands  ou  petits ,  &c.  Les  cartes  géographiques  dési- 
gnent simplement  la  situation  des  villes ,  des  bourgs ,  des  forêts  et 
des  montagnes ,  et  le  cours  des  fleuyes.  Nous  ne  parlerons  pour  le 
moment  que  de  celles  de  pays  peu  étendus  ;  car  la  construction  de 
la  carte  d'un  Royaume ,  ou  de  plusieurs  États ,  exige ,  comme  nous 
le  verrons ,  la  connoissance  de  la  Trigonométrie  sphérique. 

Nous 
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Nous  avons  vu  (3i5)  comment  on  forme  avec  la  planchette  le  FIg.3i 
quadrilatere  abdc^  exactement  conforme  au  quadrilatere  ABDC 
sur  le  terreîn  ;  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  comment  on  déter- 
mine la  position  des  deux  objets  C  et  D,  relativement  aux  deux 
stations  A  et  B.  On  déterminera  absolument  de  même  la  position 
d'un  nombre  quelconque  d'objets  qu'on  puisse  appercevoir  des 
stations  A  et  B,  au  moyen  de  lignes  tirées  des  points  a  et  b  dans 
la  direction  de  chacun  de  ces  objets  y  comme  on  a  fait  pour  les 
lignes  a^,  ad^  bc^  bd.  Ces  lignes  sont  ordinairement  tracées  au 
crayon ,  et  s'efFacent  avec  la  gomme  élastique  ou  la  mie  de  pain  , 
lorsqu'on  a  marqué  à  Tenere  les  points  C,  D,  &c.  La  base  même 
s'ef&ce  aussi,  lorsqu'on  a  déterminé  les  positions  de  tous  les  objets 
que  doit  renfermer  le  plan. 

Si  l'on  veut  de  plus  tracer  sur  le  plan  le  contour  dW  champ  ^ 
d'un  jardin ,  &c. ,  on  marquera  à  l'encre  les  lignes  du  périmètre  ^ 
tirées  successivement  d'un  angle  à  l'autre ,  telles  que  AB ,  BD  ^ 
CD ,  AC ,  en  supposant  que  ABDC  soit  le  contour  du  champ  ,  du 
jardin ,  &c.  Quant  aux  objets  qu'on  ne  verroit  des  stations  A  et  B 
que  sous  des  angles  trop  inégaux  (333^  334)  »  on  fera  bien  de  se 
transporter,  pour  déterminer  leurs  positions  par  l'obsefvation ,  aux 
extrémités  de  l'un  des  côtés  (par  exemple  de  AC  ,  ou  de  CD,  ou 
de  BD,  &c.)  qu'on  aura  d'abord  déterminés  des  stations  A  et  B, 
et  en  choisissant  celui  de  ces  côtés  qui  donnera  les  angles  les  moins 
inégaux.  Sur  ce  côté  choisi ,  qu'on  peut  appeller  une  seconde  base, 
on  opérera  de  la  même  maniere  que  sur  la  premiere  base  AB  ;  et 
l'on  passera  ainsi  de  base  en  base ,  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  sur  la 
carte  la  position  de  tous  les  objets  qu'on  veut  relever. 

La  premiere  chose  que  l'on  doive  Êiire  est  de  former  au  bas  du 
plan  une  échelle  correspondante  à  la  grandem:  qu'on  veut  donner 
au  dessin.  Sur  cette  échelle  on  prendra  la  longueur  que  doit  avoir 
la  base  qu'on  aura  mesurée  à  la  toise.  Je  suppose  que  cette  base 
soit  longue  de  mille  toises,  et  que  l'écheUe  soit  divisée  en  pouces 
et  lignes }  si  on  prend  sur  cette  échelle  un  intervalle  de  8  pouces 
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4  lignes ,  ou  de  loo  lignes ,  pour  représenter  la  base  sur  le  papier , 
alors  un  espace  d'une  ligne  sur  le  dessin ,  répondra  àio  toises  sur 
le  terrein.  On  fera  ensorte  que  la  base  soit ,  autant  qu'il  sera  pos-t 
sible,  au  milieu  du  terrein  dont  on  lèvera  le  plan,  et  que  ie9 
extrémités  de^  cette  base  soient  situées  de  maniere  que  de  ces 
points  on  puisse  découvrir  un  grand  nombre  des  objets  à  com- 
prendre dans  le  plan;  Selon  la  situation  de  la  base  sur  le  terrein  ^ 
relativement  à  son  périmètre ,  on  décrira  de  même  sur  le  papier 
la  ligne.qui  représentera  la  base ,  en  la  plaçant  soit  au  milieu ,  soit 
plus  haut  ou  plus  bas  ,  plus  à  droite  ou  à  gauche ,  et  prenant  la 
longueur  de  cette  ligne ,  comme  nous  Tavons  dit ,  sut  Féchelle» 
Cela  lait ,  les  intersections  des  lignes  tirées  d'après  l'observation 
dé  chaque  objet,  Êiite  de  deux  stations  différentes ,  donneront  la 
position  respective  de  chaque  objet  sur  la  carte,  et  le  plan  sera 
fevé. 

Pour  éviter  les  méprises,  il  est  à  propos  d'écrire  à  l'extrémité 
de  chaque  ligne  le  nom  de  l'objet  dans  la  direction  duquel  elle  ft 
été  menée.  On  ne  notera  que  quelques  points  des  chemins,  pour 
ne  pas  multiplier  confusément  les  lignes  sur  le  dessin  ;  on  préférera 
les  points  extrêmes  et  ceux  des  points  intermécEaires  qui  se  trou- 
vent aux  angles  les  plus  marqués  des  routes  ;  s'il  ne  s'y  trouvoit 
pas  des  objets  distincts  à  pointer,  on  y  feroit  planter  des  piquets 
ou  d^autres  signaux.  Tout  ceci^doit  s'entendre  aussi  des  rivieres» 
Nous  verrons  (SSp)  comment  on  peut  représenter  sur  le  dessin 
les  routes  entières  et  les  fleuves  avec  leurs  tortnosités  et  leur  lar- 
geur ;  de  même  que  les  contours  des  églises ,  des  maisons ,  &c.-, 
pour  lesquels  il  faut  employer  les  méthodes  précédentes  pour  dé-^ 
terminer  sur  le  plan  les  deux  points  extrêmes  de  la  largeur  d'une 
lace  quelconque ,  en  préférant  toujours  celle  qu'on  peut  observer 
le  plus  favorablement  de  deux  points  de  station. 

338.  Si  le  plan  qu'on  veut  lever  est  celui  d'ijne  ville ,  il  faut 
établir  les  stations  dans  les  carrefours,  et  mesurer  exactement  à  la 
toise  la  distance  de  l'une  à  l'autre  de  ces  stations,  lorsque  chacune 
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des  distances  ne  sera  pas  déterminée  sur  le  dessin  par  Pintersection 
des  lignes  tirées  de  deux  diverses  stations.  II  est  à  propos  de  com- 
mencer par  la  place  la  plus  grande  ;  et  pour  en  lever  le  plan ,  d'éta- 
blir à- peu -près  au  milieu  le  point  de  station.  Du  centre  de  l'ali- 
dade on  tirera  sur  le  papier  une  ligne  vers  chacun  des  angles  des 
rues  qui  aboutissent  à  la  place  :  on  mesurera  avec  attention  à  la 
toise  toutes  les  distances  de  chacun  de  ces  angles ,  au  point  du 
terrein  sur  lequel  répond  à  plomb  le  centre  de  l'alidade  ;  ensuite 
l'échelle  donnera  les  longueurs  des  lignes  du  plan,  correspondantes 
à  celles  du  terreîn.  Ayant  ainsi  fixé  les  extrémités  de  ces  lignes  , 
on  les  joindra  les  unes  aux  autres ,  en  laissant  néanmoins  en  blanc 
les  intervalles  correspondants  à  la  largeur  des  rues  qui  donnent 
dans  la  place.  On  aura  de  cette  maniere  un  assez  grand  nombre  de 
points  fixes  qui  serviront  pour  lier  entre  elles  toutes  les  rues,  à  partir 
de  la  place.  Mais  il  seroit  trop  long  de  détailler  minutieusement 
tous  les  procédés  de  l'art  de  lever  les  plans  ;  on  en  apprendra  plus 
^n  un  jour  d'exercice ,  que  parla  lecture  de  préceptes  multipliés. 

Lorsqu'un  Ingénieur  fait  beaucoup  d'usage  de  la  planchette , 
sur-tout  à  la  campagne ,  il  peut ,  avec  le  temps ,  être  en  état  d'esti- 
mer à  l'œil  simplement  les  angles  et  les  distances\  muni  au  plus 
d'un  demi-cercle  ou  d'un  rapporteur,  quelque  petit  qu'il  soit,  avec 
une  alidade  quelconque  pour  diriger  le  rayon  visuel,  il  relèvera  les 
angles ,  à  un  degré  près ,  plus  ou  moins  ;  et  s'il  est  exercé  à  mesurer 
les  distances  au  pas ,  il  pourra  dessiner  un  terrein  avec  une  exacti- 
tude très  approchante  de  la  vérité.  C'est  en  cela  que  consiste  sur- 
tout l'habileté  des  Ingénieurs-militaires ,  qui  ont  rarement  le  tçmps 
et  la  liberté  d'employer  la  planchette  ou  autres  instruments  pour 
lever  leurs  plans.  Les  Géographes  eux-mêmes  n'ont  souvent  pas 
besoin  d'une  plus  grande  précision  pour  placer  sur  là  carte  les 
lieux  ^e  peu  d'importance ,  quand  ils  ont  déterminé  avec  exacti- 
tude les  positions  des  villes  et  autres  lieux  remarquables.  Rarement 
les  cartes  géographiques  sont  d'une  échelle  assez  grande  pour  qu'un 
demi-mille  y  occupe  un  espace  sensible. 

Aaîj 
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339.  La  laideur  desroutes  se  mesure  à  la  toise.  Pour  avoir  celle 
des  rivières,  on  peut  mirer,  de  chacune  de  deux  stations,  comme  k 
Tordinaire ,  deux  objets  ou  signaux  posés  Tun  en  Êicé  de  Tautre 
sur  les  deux  mes.  Mais  le  moyen  le  plus  expéditif  pour  relever  les 
sinuosités  des  routes  et  des  rivières ,  ainsi  que  leur  laigeur,  c'est 

Fig*38  d'employer  k  boussole.  Il  Êtut  qu'elle  soit  d'un  grand  diamètre  i 
autant  qu'il  sera  possible,  très  sensible,  et  bien  montée  dans  «ne 
boite  quarrée,  dont  les  côtés  doivent  être  parallèles  aux  lignes 
AB ,  CD ,  destinées  à  indiquer  le  nord  ,  le  sud  ,  t'est  et  l'ouest» 
L'intérieur  de  I9  boite  doit  être  circulaire  et  divisé  en  36o  partiel  , 
ou  même ,  pour  avoir  le  demi-degré ,  en  720  ;  la  pointe  de  l'aiguille 
aimantée  doit  raser  le  bord  de  ces  divisions  sans  les  toucher,  pour 
qu'on  puisse  voir  avec  plus  de  certitude  et  de  précision  à  laquelle 
d'entre  elles  correspond  cette  pointe.  £n  dehors  de  la  botte  est 
une  piece  £F  de  forme  prismatique ,  parallele  au  diamètre  ÂB  ou 
k  la  ligne  nord  et  sud ,  et  qui  porte  sur  ses  extrémités  deux  pin-* 
nules  que  l'on  n'a  pas  dessinées  sur  la  figure ,  pour  éviter  la  confii*- 
sîon.  La  vis  V  sert  à  fixer  la  piece  EF,  qui  cependant  doit  pouvoir 
tourner  à  frottement  dur  sur  la  partie  lisse  de  la  vis  ,  ensorte  qu'oit 
puisse  diriger  les  pinnules  vers  les  objets  hauts  ou  bas ,  tandis  que 
la  beîte  de  la  boussole  reste  toujours  parallele  à  l'horizon ,  pour 
que  les  mouvements  de  Taiguille  s'exercelt  avec  liberté  et  exac- 
titude. 

Fîg.  1.  ^^ï^  posé ,  soient  K ,  H ,  deux  objets  dont  on  veut  prendre  k 
distance  angulaire  vue  du  point  C.  Dé  ce  point  on  observera  par 
les  pinnules  l'un  des  objets ,  par  exemple  K.  Je  suppose  que  dans 
cette  position  de  la  boussole  Taiguille  aimantée  se  trouve  dans  la 
direction  CF.  La  direction  CK  des  pinnules  étant  parallele  au  dia^ 
mètre  AB  (fig.  38)  de  la  boussole,  il  s'ensuit  que  l'angle  qiie  foii 
Taiguille  aimantée  avec  ce  diamètre ,  est  égal  à  l'angle  FCK.  On 
notera  la  grandeur  de  cet  angle,  indiquée  par  les  divisions,  et  on 
tournera  la  boussole  de  maniere  à  observer  par  ses  pinnules  l'objet 
H  :  l'aiguille  aimantée  prendra  encore  la  direction  CE,  et  indiquer* 
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iians  ce  cas  l'angle  FCH.  La  diflférence  des  deux  angles  observés 
sera  Tangle  cherché  KCH. 

Il  est  évident  que  si  les  deux  objets  étoîent  N,  K ,  c'est-à-dire 
s'ils  étoient  situés  l'un  à  la  droite,  l'autre  à  la  gauche  de  la  direction 
CF  de  l'aiguille  aimantée,  l'angle  cherché  NCK  seroit  la  somme  des 
deux  angles  observés  NCF,  FCK. 

Actuellement  il  nous  sera  facile  de  dessiner  les  sinuosités  du 
cours  d'une  riviere  et  sa  largeur.  On  plantera  des  piquets  aux 
points  D,  E,  F,  G,  H,  c'est-à-dire  aux  points  où  les  courbures  du  Fîg.Sp 
rivage  seront  plus  sensibles  ;  on  mesurera  à  la  toise  les  distanceà 
DE ,  EF,  FG,  GH ,  et ,  avec  la  J)oussole  ,  les  angles  qu'elles  font 
/entre  elles.  Jfe  suppose  que  la  direction  de  l'aiguille  aimantée  soit 
successivement  DN,  EN,  FN,  GN,HN.  Il  est  clair  que,  du  point  G 
par  exemple ,  en  observant  l'objet  H,  on  aura  l'angle  NGH  ,  et  en 
observant  l'objet  F,  l'angle  NGF;  la  somme  de  ces  deux  angles 
retranchée  de  36o'',  dans  le  cas  de  la  figure ,  donnera  l'angle  cher- 
ché FGH. 

Pour  ne  pas  multiplier  trop  les  stations  ;  en  même  temps  qu'on 
inesurera  les  bases  DE,  EF,  &c. ,  on  mesurera  aussi  leurs  distances 
perpendiculaires  au  rivage  ,  lorsque  ces  distarices  varieront  nota- 
blement entre  elles  ;  elles  sont  exprimées  dans  la  figure  par  les 
lignes  ponctuées  qui  tombent  sur  GH.  On  mesurera  de  même  les 
distances  des  stations  G ,  H ,  &c.  au  rivage.  Ces  perpendiculaires 
4ispenseroient  d'observer  les  angles  ,  si  l'on  traçoit  les  bases 
GH,  FG,  &c.,  sur  le  plan,  dans  la  direction  et  dans  les  propor- 
tions de  grandeur  qui  leur  conviennent ,  lors  du  relèvement  des 
objets  au  travers  des  pinnules  ou  de  la  planchette  ou  de  la  bous-^ 
sole. 

On  releveroit  par  les  mêmes  méthodes  les  contours  irréguliers 
d'un  terrein ,  d'un  bois ,  &c.,  et  les  tortuosités  des  chemins. 

Si  on  veut  prendre  la  largeur  d'une  riviere  par  le  moyen  de  Ja 
boussole  ,  on  observera  de  deux  stations ,  comme  F  et  G,  un  objet 
ou  signal  S  placé  sur  la  rive  opposée.  En  retranchant  des  angles 
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î'îg-îp  NGS ,  NFS ,  les  angles  NGF,  NFG,  on  aura  les  angles  SGF,  SFG. 
-  Ceux-ci ,  formés  sur  la  base  FG  du  plan ,  donneront  le  point  S. 

Il  faut  faire  cette  opération  dans  tous  les  points  où  la  laideur  de 
la  riviere  varie  sensiblement. 

Lorsque  Ton  a  sur  le  plan  Tune  des  Êices  (SSy)  d'un  édifice ^ 
d'un  enclos ,  d'un  grouppe  de  maisons,  &c.,  on  mesure  à  la  toise 
les  longueurs  des  autres  côtés,  et  on  releve  à  la  boussole  les  angles 
qu'ils  font  entre  eux  ;  c'est  ainsi  qu'on  peut  porter  tous  leurs 
contours  sur  le  plan. 
,  On  se  sert  aussi  de  la  boussole  pour  relever  les  angles  dans  les 
mines ,  dans  les  souterreins.  On  mesure  à  la  toise  les  longueurs  des 
galeries  du  souterrein;  et  on  parvient  ainsi  à  déterminer  sur  terre  9 
à  ciel  découvert ,  les  directions  et  les  sinuosités  des  mines  ,  et  à 
trouver  le  point  où  il  est  avantageux  jd'ouvrir  uli  nouveau  puits  qui 
puisse  aboutir  à  un  filon  donné.  Mais ,  dans  cet  usage  de  la  bous^ 
sole  y  la  direction  de  l'aiguille  magnétique  est  quelquefois  troublée 
par  la  proximité  de  mines  de  for,  du  voisinage  desquelles  il  faut  se 
idéfier. 

Avec  la  boussole  et  le  loch,  on  peut  encore  lever  à-peu-près  le 
dessin  d'une  plage,  d'un  port,  &c.  apperçus  d'un  navire.  La 
boussole  donne  les  d^tances  angulaires  entre  les  promontoires  et 
autres  objets  situés  le  long  de  la  côte  ;  le  loch  fait  connoitre  le 
chemin  parcouru  par  le  bâtiment  entre  deux  observations  faites  à 
des  heures  diâPérentes ,  des  distances  angulaires  des  mêmes  objets. 
Le  chemin  parcouru  sert  de  base ,  et  sa  direction  est  donnée  par  la 
boussole.  En  formant  sur  le  plan ,  aux  deux  extrémités  de  cette 
base,  tous  les  angles  relevés,  les  intersections  des  lignes  tirées  de 
ces  extrémités  donneront  les  positions  de  tous  les  points  observés. 

S40.  Enfin  la  boussole  est  sur-tout  essentielle  pour  orienter  les 
plans  ;  c'est  à  cet  effet  que  les  graphometres  sont  ordinairement 
garnis  d'une  boussole ,  (296).  Sur  un  plan  quelconque  on  indique 
par  une  croix  les  quatre  points  cardinaux,  en  distinguant  le  nord 
par  une  flèche  ou  ))ar  une  fleur-de-lys.  Cette  croix  fait  connoître  la 
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vraie  position  de  tous  les  objets  compris  dans  le  plan,  relativement 
aux  points  cardinaux.  Il  est  à  propos  de  fixer  ces  points  avec  exac- 
titude, et  de  se  souvenir,  lors  de  cette  opération,  que  l'aiguille  ai- 
mantée n'indique  pas  précisément  le  vrai  point  du  nord ,  et  que  sa 
déclinaison  varie  dans  des  temps  et  dans  des  lieux  différents  ;  à 
Paris  elle  est  actuellement  environ  de  20^  à  l'ouest,  quantité  qui, 
comme  l'on  voit,  ne  peut  pas  être  négligée.  L'imperfection  des 
petites  boussoles  dont  se  servent  la  plupart  des  Arpenteurs ,  le  peu 
d'attention  qu'ils  font  à  la  déclinaison  ,  et  la  sécurité  avec  laquelle 
ils  relèvent  les  petits  angles  mêmes ,  donnent  lieu  à  de  grandes 
erreurs  dans  leurs  plans.  Le  P.  Maire  assure  qu'il  a  observé  jus- 
qu'à 10  milles  d'erreur  dans  des  cartes  particulières  de  quelques 
provinces  de  l'État  de  l'Église ,  et  que  trois  villages  situés  réelle- 
ment sur  une  même  ligne ,  ont  plus  d'une  fois  formé  sur  la  carte 
un  triangle  équilatéral. 

-  On  peut  rapporter  à  une  ligne  quelconque,  dans  un  plan  , 
Findication  des  quatre  parties  du  Monde  :  il  est  plus  sûr  de  la 
rapporter  à  la  base.  On  observera  l'angle  que  l'aiguille  aimantée 
Élit  avec  cette  base  sur  le  terrein ,  comme  on  a  fait  ci-dessus  (339) 
pour  les  bases  DE,EF,  &c.  ;  on  tiendra  compte  de  plus,  dans  cette 
opération ,  de  la  déclinaison  de  l'aiguille  en  telle  année  et  en  tel 
Meu.  Cet  angle  ainsi  corrigé  se  formera ,  dans  le  plan ,  en  menant 
sur  la  base  une  ligne  tracée  au  crayon,  laquelle  indiquera  le  nord , 
et  servira  de  règle  pour  former  la  croix  dans  la  partie  du  plan  où 
il  paroîtra  plus  commode  de  la  placer.  L'usage  est  de  disposer  les 
plans ,  de  maniere  que  la  partie  septentrionale  occupe  le  haut  de 
la  carte. 

341.  Nous  avons  vu  comment  on  se  sert  de  la  planchette  et  de 
la  boussole  pour  relever  les  plans.  Il  ne  faut  pas  employer  la  der- 
nière lorsqu'on  veut  une  grande  précision.  De  même  aussi  on  pré- 
férera le  graphometre  et  le  quart  de  cercle  à  la  planchette,  sur-tout 
quand  il  s'agira  de  grands  triangles  et  de  la  carte  géographique 
4'une  province* 
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Lorsqu*avec  ces  instruments  on  a  mesuré  au  moins  deux  angles 
dans  chaque  triangle,  et  qu'on  a  calculé  toutes  les  réductions  y  de 
maniere  à  avoir  la  grandeur  définitive  des  angles  sur  un  horizon 
commun ,  il  Êiut  les  former  sur  la  carte ,  en  commençant  par  les 
angles  sur  la  base.  Mais  en  employant  pour  cette  opération  la 
méthode  même  la  plus  sûre  (295),  les  lignes  tirées  à  la  main  ne 
peuvent  jamais  avoir  une  exactitude  mathématique ,  et  les  erreurs 
peuvent  se  multiplier  jusqu'à  rendre  inconciliables  les  positions 
éloignées  de  la  base.  Pour  éviter  cet  inconvénient  et  quelques  au- 
tres 9  on  a  ima^né  de  rapporter  chacun  des  points  principaux  de 
la  carte  à  jtme  seule  ligne,  qu'on  appelle  méridienne  {^i6\y  et 
dont  la  direction  est  en  effet  précisément  du  septentrion  au  midi. 
Void  comme  on  s'y  prend. 
Fîg.40  Soient  A,  B,  C,  D,  F,  &c.  les  points  que  l'on  veut  placer 
convenablement  sur  la  carte.  Après  avoir  réduit  tousJes  angles 
BAC,  ACB,  &c.,  ilÊiut  résoudre  les  triangles  du  polygone  pour 
calculer  toutes  les  distances  ou  les  côtés  AB ,  AC ,  CD ,  &c.  On 
choisira  un  méridien  qui  passe  à-peu-près  par  le  milieu  du  poly- 
fione;  telle  est,  par  exemple  ,  dans  la  figure,  la  ligne  AN,  qui 
représente  le  méridien  du  point  A.  Il  faut  connoître  en  premier 
lieu  l'un  des  angles  BAN ,  CAN.  Soit  O  le  soleil  couchant  j  ou 
observera  la  distance  angulaire  entre  le  soleil  et  le  point  B,  c'est- 
à-dire  l'angle  BA0,  L'Astronomie  donne  des  règles  pour  connoître 
facilement  et  exactement  l'angle  NA©  au  moment  où  le  soleil  se 
couche.  La  différence  de  ces  deux  angles ,  dans  le  cas  de  la  figure , 
est  Pangle  cherché  BAN }  en  le  retranchant  de  BAC  ,  on  a  aussi 
CAN,  Soient  Be,  Cm  perpendiculaires  sur  la  méridienne;  cannois- 
sant  AB  et  BAN,  on  résoudra  le  triangle  rectangle  AeB  pour 
trouver  A^,  Be;  la  premiere  de  ces  lignes  est  la  distance  du  point 
Kà  la  perpendiculaire  qui  part  du  point  B  ;  la  seconde  est  la  disr 
tance  du  point  B  à  /a  méridienne.  De  même  connoissant  AC  et 
CAN ,  on  trouvera  Km ,  Cm ,  distances  semblables  à  celles  On 
dessus,  relativement  au  point  C.  Retranchant  ABe  de  ABC,  on  a 

CBe 
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CB^,  qm,  ajouté  à  FBC,  donne  Tangle  FBw,  par  le  moyen  du- 
quel et  de  FB,  on  trouvera  Fu  ou  ^e,  et  Bu.  Ajoutant  se  k  Ae^ 
ou  a  Aj;  retranchant  Bu  de  B^,  on  a  eu  =  Fs. 

On  calculera  de  même  les  distances  du  point  A  à  la  perpen* 
diculaire  de  chacun  des  points  qu'on  veut  mettre  sur  la  carte ,  et 
la  longueur  de  cette  perpendiculaire  elle-même ,  ou  la  distance  de 
chacun  de  ces  points  à  la  ligne  méridienne.  En  fixant  sur  la  carte , 
avec  ces  deux  seules  données,  la  position  de  chaque  point,  il  est 
évident  que  les  erreurs  ne  peuvent  plus  se  cominurifquer  et  se 
multiplier  ;  puisque  si  Ton  commet,  par  exemple,  une  erreur  sur 
la  position  du^int  C,  qu'on  a  déterminée  par  le  moyen  des  dis- 
tances Am ,  Cm ,  cette  erreur  ne  peut  influer  sur  la  position  du 
point  D,  qui  se  détermine  sur  la  carte  non  par  le  moyen  du  point 
C,  mais  par  celui  des  distances  A/i,  D/z.  On  voit  donc  qu'ayant 
une  fois  établi  sur  la  carte  le  point  A  et  le  méridien  AN ,  toutes 
les  positions  se  marc^ueront  indépendamment  les  unes  des  autres. 

Il  est  clair  que  si  au  lieu  de  l'angle  BAN  qu'on  déduit  de  l'ob- 
servation du  soleil  couchant ,  on  vouloît  l'angle  CAN ,  on  le  trou- 
veroît  de  la  même  maniere,  en  observant  le  soleil  à  son  lever. 

C'est  par  cette  méthode  exacte  et  ingénieuse ,  qu'on  a  levé  la 
plan  géométrique  très  étendu  du  Royaume  de  France ,  divisé  en 
180  cartes,  et  fondé  sur  la  mesure  de  19  bases  qui  confirment 
l'exactitude  des  opérations  et  des  calculs  trigonométriques  sur  un 
très  grand  nombre  de  triangles. 

Problêmes. 

342.  Déterminer  la  position  d'un  lieu,  duquel  on  apperçoit: 
trois  points  dont  la  position  est  connue,  tandis  que  de  ces  mêmes 
points  on  ne  peut  appercei^oir  ce  lieu  ;  ce  qui  arrive  lorsque  ,  par 
exemple,  on  ne  voit  que  la  pointe  d'un  clocher,  à  laquelle  on  ne 
pourroit  s'élever  pour  appercevoir  le  lieu  d'où  on  auroit  observé 
cette  pointe. 

Bb 
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FIg.32  la  longueur  des  segments  de  CD  formés  par  la  perpendiculairÊi 

Qu'on  imagine  une  perpendiculaire  du  point  A  sur  la  ligne  d>» 
En  mesurani:  une  base  AB ,  et  opérant  comme  on  a  dit  (314)^  cm 
connottra  les  valeurs  des  côtés  AC^  AD,  et  de  Tangie  compris 
CAD.  Alors,  par  la  formule  (245)^  on  trouvera  les  segments  de 
cet  angle ,  et  Ton  aura  par  conséquent  deux  données  dans  chacun 
des  deux  triangles  rectangle^  formés  par  la  perpendiculaire  \  et  les 
formules  ordinaires  (21 3)  doimeront  la  valeur  de  cette  ligne  et 
celles  des  segments» 

346.  Par  un  poini  accessible  A ,  mener  une  parallele  à  une 
droite  inaccessible  CD. 

Après  avoir  fait  ce  que  nous  avons  enseigné  (3i4)  pour  con- 
noitre  AC,  AD  et  CAD,  on  résoudra  le  triangle  CAD,  pour  trouver 
la  valeur  de  CDA.  Alors  pour  avoir  la  parallele  cherchée ,  il  ne 
reste  plus  qu'à  former  au  point  A ,  avec  la  ligne  AD  ,  un  angle  ég^l 
à  CDA.  Cet  angle  se  formera  au  mbyen  des  instrum^ts  ;  et  en 
^plantant  des  jallons  dans  k  direction  indiquée  par  la  lunette  ou 
parles  pinnules,  on  aura  la  position  de  la  parallele,  déterminée 
sur  le  terrain. 

34.7.  Continuer  une  ligne  sur  le  terrein  par-delà  un  obstacle 

qui  ne  permet  pas  de  voir  la  direction  de  cette  ligne. 

Fîg.42        Soit  CD  la  ligne  qu'on  veut  continuer  en  EF.  On  choisira  un 

point  A  duquel  on  apperçoive  les  objets  C  et  D ,  efd'où  l'on 

puisse  aussi  découvrir  le  terrein  où  rom  cherche  à  déterminer  la 

position  de  EF.  On  mesurera  CD  à  la  toise  ;  et  après  avoir  relevé 

les  angles  du  triangle  CDA,  on  calculera  AC.  On  mesurera  avec 

un  instrument  Tangle  CAE^  prenant  pour  AE  la  direction  qu'on 

jugera  la  plus  commode.  Supposant  CD  prolongé  jusqu'en  E ,  on 

connoîtra  dans  le  triangle  CAE  les  angles  et  le  côté  AC  ,  et  l'on 

trouvera  AE.   Sur  la  direction  AE  donnée  par  l'instrument ,.  on 

mesurera  à  la  toise  une  distance  AE  égale  à  celle  donnée  par  le 

*  calcul  ;  et  on  connoîtra  le  point  E  par  lequel  passeroit  la  ligne  CD 

prolongée.  Alors  on  formcfa  en  E  un  angle  AEF  égal  au  supplé* 
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ment  de  Tangle  connu  AEC ,  et  on  aura  la  direction  cherchée  EF. 

Si  la  distance  CD  étoit  inaccessible ,  il  faudroit  mesurer  une 
autre  base  AB  ;  en  opérant  sur  cette  base ,  comme  nous  l'avons 
dit  (3i4),  on  détermineroit  AC  et  AD ,  ou  bien  BC  et  BD,  et 
de-là  Fangle  DCA ,  ou  l'angle  DCB.  Le  reste  est  évident  et  con- 
forme à  la  marche  que  nous  venons  de  suivre  pour  arriver  à  EF. 

Si  Ton  veut  un  grand  nombre  de  problêmes  de  Trigonométrie 
et  de  Géométrie-pratique ,  on  trouvera  l'abondance  à  cet  égard  ^ 
réunie  à  la  méthode  et  à  la  clarté,  dans  TOuvrage  de  M. Giannini^ 
premier  Professeur  au  College  Militaire  de  Ségôvie,  intitulé  :  Prac- 
ticas  de  Geometrìa  y  Trìgonometrìa,  Segovia ,  1784* 
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CHAPITRE     XIL 

Résolution  numérique  de  toutes  les  Equations  du 
second  et  du  troisième  degré,  par  le  moyen  de  la 
Trigonométrie. 

348.  X  ouTE  équation  du  second  degré  est  représentée  par  cette 
formule  générale  : 

(A) x^  '•+'  px  =  ç. 

D'où  l'on  tire 

(B) X  =  ^ip  ±   y/C^p^  ^  q). 

Si  p  et  g  sont  des  quantités  ou  grandes  ou  fractionnaires ,  le 
calcul  de  cette  équation  devient  laborieux  ;  mais  la  Trigonométrie 
donne  des  moyens  aussi  prompts  que  faciles  pour  en  tirer  la  valeur 
de  x^  soit  exacte  soit  approchée,  suivant  les  cas.  Car  on  sait  que 
si  la  quantité  sous  le  signe  radical  n'est  pas  un  quafré  parfait  ^ 
il  n'est  pas  possible  djfvoir  la  valeur  de  x  autrement  que  par  ap- 
proximation. 

Si  l'on  examine  le  cas  où  le  radical  est  positif,  Téquatioii  (B)- 
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se  peut  alors  exprimer  aînsî  :x  =  — ;j[?^i  —  yz  H-^)  »  (i4)-» 
ÎEn  faisant,  {206)^  .  « 

(C)......  lang.A  =  ij^, 

et  par  con^^etìtl^  ==  ^^^y  où  aura  A  =  —  "V/^ 

(1       \  COS.À  V^W       ^^        1    —  COS.A  t    —  «Oi.A       ^^  y 

Donc  (I.  4o*) 

(D) X  =3  tang.îA  y^^;. 

Or  on  a  déjà  par  Féqliâtidn  (C)  la  YiÂetir  de  A  ;  àA  aura  tlonc 
celle  de  x  parVéquaiion  (D). 

349»:;$uppb8on$  maintenant,  dans  Inéquation  (B),  le  ndical 
n^tif;  Féquation  (C)  sera  la  même  ,  et  on  aura  x  =  —  i^  X 

(.         i     \  COS.A  v/f  y    I  +  COS. A I  +  COS.A  wV  y^ 

*   "^  ^STÏy  sinA.       ^       CO..A       aiiuA        ^  K  T^ 

Dônc-la  seconde  valeur  de  x  sera  <n.  41*) , 
'(E) a;  s=  —  cot.jA  \/q. 

350.  On  trouvera,  par  la  même  méthode,  que  les  formules  pré- 
cédentes s^appliquent  aussi  au  cas  où  Féquation  à  résoudre  (A) 
est  de  cette  forme  of  —  /7X  =  ^.  La  seule  différence  est  que  la 
valeur  négative  de  x  est  donnée  par  Téquation  (D),  et  sa  valeur 
positive  par  l'équation  (E). 

35 1.  Soit  maintenant  Téquatîon  à  résoudre  (A)  de  cette  formé 
rc*  H-  /7x  =  —  ^;  on  aura  x  =  — kp  ^  V^dp*  —  9)é^:Or 
on  sait  que ,  lorsque  q  est  négatif,  il  faut  qu'il  ne  soit  pas  plus 
grand  que  \p*  ;  autrement  là  quantité  sous  le  signe  radical  seroic 
imaginaire ,  et  il  n'existeroit  aucune  valeur  réelle  de  x  qui  satisfit 
à  Féquation.  Cela  posé ,  en  considérant  d'abord  le  radical  comme 

positif,  on  a   a:  =  — zp  Tx  —  Vi  —  ^J.  Et  en  faisant, 
(208), 

(F) sin.A  =   -îj^, 

ce  qui  donnes/?  =  -i^;  on  aura  a;  ses  ^—  r^  (1  — cos.A)as} 
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-^  teng.lA  \/qy  (H.  4o'),  c'est-à-dîre  qu'on  aura  l'équation  (D) 
avec  le  signe  négatif  au  second  membre. 

Considérons  actuellement  le  radical  comme  négatif;  ce  qui  n'al- 
lere  pas  l'équation  (F)  j  nous  aurons  x  j=z  —  i^(i^  cos*  A)  = 

~  -l^(i  -i-  COS.A)  =  —  cot.sAV^,  (IL  41');  c'est-à- 
dire  que,  dans  ce  cas,  nous  aurons  l'équation  (E). 

352.  Si  l'équation  à  résoudre  (A)  étoit  de  cette  forme ,  y*  -^ 
^x  =  —  ç,  ce  qui  n'altère  pas  l'équation  (F),  on  trouveroit 
que  dans  le  cas  du  radical  négatif,  la  valeur  de  x  est  celle  de 
Féquation  (D);  et  dans  le  cas  du  radical  positif,  celle  de  l'équa- 
tion (E),  avec  le  signe  positif  pour  le  second  membre. 

353.  Concluons  que  les  équations  (D),  (E)  dojjient  les  deux 
valeurs  de  x  dans  tous  les  cas  :  q  est-il  positif?  on  aiurà  l'arc  A  par 
la  formule  (C ) ,  et  les  deux  valeurs  de  x  seront  toujours  de  signes* 
contraires  :  q  est-il  négatif  ?  on  cherchera  l'arc  A  par  la  fopnule 
(F) ,  et  les  valeurs  de  x  seront  tqutes  deux  négatives  si  p  est  po- 
sitif, toutes  deux  positives  si  p  est  négatif. 

354.  Exemple.  Soit  à  résoudre  l'équation  x*  -H  -Z.  ^   ^^^^ 

^.  On  aura,  (C),  (D), 

^ang,A=f  v/l^, 

x  =  tang.iA  /^, 
tfcquations  dont  voici  le  calcul. 

log.  1695  =  3,2291(^97 

compi,  log,  12716  =  5, 8956495 

somme       9 , 1 248 1 92 

demi-somme       9,5624096 

log.88  =  1,94448267 
compl.log.  7  =  9, 1.5490196 
sommeoulog.tang.A  =  0,6617942    =  log.tang.  77^ 4^^'  3i  ",  725 

l0g.tang.4A  =  9,9061115 
dèmi-somme  ci-dessus      9,5624096 

Somme  ou log.x  =  9, 4.68521 1   =  log.o,294i  1 76*. 
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Pour  savoir  si  cette  valeur  posîdve  approchée  de  x  peut  être 
exprimée  par  une  fraction  exacte^  dont  les  deux  termes  soient  des 
nombres  entiers  de  peu  de  chines  ;  je  prends  le  complément  de 
log.o:,  et  le  considérant  comme  un  logarithme  négatif  (164),  je 

trouve  -i-  0,5314789  =  log.  5^  exactement;  et  multipliant  cette 
fraction  par  5,  j'ai  x  =  —  • 

Ceux  qui  voudront  calculer  cette  valeur  de  x  par  le  moyen  de 
la  formule  ordinaire  (B),  auront  lieu  de  reconnoitre  combien  la 
solution  trigonométrîque  est  plus  prompte  et  plus  i&cile. 

*;  355.  Dans  le  calcul  précédent ,  si  au  lieu  de  log.  tang.^Â ,  on 

emploie  son  complément,  on  aura  log.  —  x  =z  9,6562981  = 
log.  —  Oi45o^oS5.  Cest  la  valeur  approchée  négative  dex,  selon 
la  formule  (E).  Si  Ton  prend  le  complément  de  log.  —  x^  on 

trouve  x  =s  —  ^  V  ,  ce  qui  n'est  pas  non  plus  une  valeur 

exacte  ;  de  sorte  qu'on  ne  peut ,  dans  ce  cas ,  la  réduire  en  une 
fraction  exacte  et  composée  d'entiers  dans  ses  deux  termes.  Mais 
'd'ailleurs  il  suffit  d'avoir  trouvé  la  valeur  exacte  de  -+•  x  :  on  sait 
que  g  est  le  produit  de  toutes  les  racines,  et  que  dans  le  cas  pré- 
sent les  deux  valeurs  de  x  doivent  avoir  des  signes  contraires 

(353)  ;  donc,  en  divisant  -—^  par  —  ,  on  aura -|  pour  la 

seconde  valeur  exacte  de  x.  On  peut  vérifier  le  calcul  par  le  moyen 
de  cette  autre  règle ,  que  la  somme  des  deux  racines  doit  être 
égale  à  ;;. 

356.  Passons  à  la  solution  des  équations  du  troisième  degré.  On 
ssut  qu'après  avoir  fait  évanouir  le  second  terme ,  on  peut  repré- 
senter toute  équation  du  troisième  degré  par  cette  formule  géné- 
rale : 

(G) a;*  H-  ^x  -H   7  =   o; 

La  solution  analytique  de  cette  équation  est 
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Je  Técm  sous  la  forme  suivante  (14)  :  x  =    .•..•... 

et  faisant,  (206),  ^^  =  tang.*B  ,  ou 
(K) tang.B  :=^  f^   X   ^V'ïP. 

il  en  résulte  a:=^(—i^  X  1— c-sb)-^V^(— ^^  X  1 -4-^). 
Soit ,  pour  plus  de  simplicité,  2  v^?;?  =  R,  ce  qui  donne  ^  =  |R*; 
Téquation  (K)  deviendra  tang.B  =  -^  ;  d*où  Ton  tire  q  =^  .g. 

En  sifbstituant  cette  valeur  de  ç,  onao;  =  m/ — gj^jpg  X  ^^^èosh  ' 

,      ^V_        ^'       V  ^^^^  -^  *  »  P  /  V'  —  cos.B 3/1  4-  cos.BN  

■^   V  8  tang.B  '^        cos.B        »^\^V       «n.B  V       sin.B     J 

(I.  4o%  41^  ^R  (y^tang.^B  —  y^cot.Jfi)  ou  a:  =  —  R  X 
V^cor.iB^^  V^rang.4:B,  ^.^   ^j^  33,^^  ^^^"^^    ^    ^^^"^  "^  ^-"^'^  ;  en 

comparant  les  deux  dernières  équations ,  et  faisant    . 

(L) tang.A  =s    V'tang.iB, 

et  par  conséquent  cot.A  ==  \/cot.iB,  on  aura  a:  =  —  R  X 
cot.2A,  Donc,  en  remettant  la  valeur  de  R,  on  a  pour  équation 
finale 

(M) X  =  —  cot.2A  X  ^\/ip. 

Ainsi  l'on  parvient  à  trouver  la  valeur  de  x  par  le  moyen  de  trois 
équations  très  simples:  l^  par  l'équation  (K)  on  trouve  un  arc  B; 
2^  par  Téquation  (L)  on  trouve  un  arc  A  ;  3"*.  par  l'équation  (M) 
on  a  la  valeur  cherchée  de  ^. 

Si  l'équation  à  résoudre  (G)  étoit  de  cette  forme,  o:^  -f-^c^a:  — 
^  =  o ,  alors  dans  la  solution  analytique  (H) ,  —  s  ^^  deviendroit^ 
positif.  En  procédant  comme  ci-dessus,  on  parviendroit  aux  mêmes 
équations  (K),  (L),  (M),  avec  cette  seule  différence  que  le  se* 
cond  membre  de  la  dernière  auroit  le  signe  positif. 

Ce 
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357.  Supposons  maintenant  que  Téquadon  à  résoudre  (G)  êeSit 

de  cette  forme  : 

:r*—  ^x-+-^=xo; 

cequirend  ^p^  négatifdanslasolutîonanalytîque(H).Onauraxs= 

Si  on  ftit,  (aqS)  »  ^  s=s  sin.*B,  ou 

(N). 8m.B  =  ^  X  »\/iPy 

il  en  résulte  x  =:  v^(— 57  X 1 — cos.B)  ■+■  \/f — Iq  Xi-f-cos3\ 
Mais  réquatien  (N)  donne  9  =  7^-51  en  faisant  toujours  R  = 
^V^iPi  et  pai  conséquent  p  ==}R\  Donc  a:  =  y  — îR'  X" 

-s:5-"+-v— 8^  X- rin.b    =---RX — =— ^ ^. 

Mais  (I.  9'),  ""«•*  ;^  "'-^  =  -r^.  Donc,  en  adoptant  l'équa- 

tion  CL)^  on  aura  x  =  — •  sTTa  »  ^^ 

(O) a:  =  —  î^.'  ^ 

On  trouve  donc  ainsi  là  valeur  de  x  par  le  moyen  dès  troîS 
équations  (N),  (L),  (O). 

On  reconnoîtra  que  les  mêmes  équations  servent  encore,  lors-* 
que  l'équation  à  résoudre  (G)  est  de.  cette  former 

c^   —  px  —  q   =   G. 
Mais  le  second  membre  de  Téquation  (O)  devient  positif. 

Cette  solution  exige  que  ^^  ne  soit  paj  plus  grand  que  i  ; 

autrement  on  ne  pourroît  supposer  ^^  =  sin.^B,  pirisqu'un  sînusî 
ne  peut  jamais  être  plus  grand  que  le  rayon. 

358,  Si  donc  il  arrive  que  p  étant  négatif,  i^p^  soit  >  27  q^^ 

ou^p^  >Ì9%  la  quantité  v  1  —  ~;  se  présente  sous  un^ 
forme  imaginaire,  et  c'est  ce  qu'on  a  nommé  le  cas  irréductible jf 
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parcequ'on  n'a  pu  en  trouver  une  solution  analytique  générale 
délivrée  d'imaginaires,  si  ce  n'est  sous  la  forme  de  séries  infinies. 
Pour  juger  de  la  difficulté ,  peut-être  même  de  l'impossibilité  de 
cette  solution  générale ,  on  peut  lire  la  Dissertation  de  M.  le  Che- 
valier Lorgna,  savant  Géomètre ,  (Memorie  della  Società  Italiana , 
Tom^  I.  Verona ,  1782).  On  sait  cependant  que,  dans  le  cas  irré- 
ductible,  l'équation  a  ses  trois  racines  réelles ,  quoiqu'elle  n'en  ait 
qu'une  dans  tous  les  autres  cas  que  nous  venons  d'examiner  et  de 
résoudre; 

^    JS5^.  Pour  trouver  par  la  Trigonométrie  les  trois  racines  dans 
le  cas  irréductible ,  il  faut  abandonner  la  solution  analytique  em- 
barrassée de  quantités  imaginaires,  et,  parmi  les  formules  trigono^ 
métriques,  en  chercher  une  qui  soit  comparable  à  ^équation* 

x^  —  P^    zh    ^   =   G,. 

qu'il  s'agit  de  résoudre. 

Si  on. prend  l'équation  (  1 25),  sîn.3 A  =  Ssin.A  —  4sih*^A,- 
qui,  rendue  homogène  (55)^  devient  R*  sin. 3 A  =  3R*  sin.A  — 
4  sin. ^  A  ;  en  divisant  par  4  et  transposant ,  on  aura 

CP)......  sin.^A  —  |R*  sin.A  H-iR^  sin.3A=  o. 

Comparant  cette  équation  terme  à  terme  avec  la  proposée,  dàn^. 
laquelle  je  prends  d'abord  17  comme  positif;  si  on  fait  x  =  sin.A, 
on  aura  l^  p  =  |R%  ce  qui»  dònne  R*  =  |;7,  et  R  =r  2  y/ s/7  ; 
2^  (f  =  JR*  sin. 3 A  =sp  sin.3A;  d'où  l'on  tire  sin. 3 A  =  ^.. 

Ce  sinus  est  proportionnel  au  rayon  de  l'équation,  qui  est,  comme' 
nous  venons  de  le  voir,  2 \/%pi  pour  le  trouver  dans  les  tables,, 
il  faut  donc  (25)  le  diviser  par  ce  même  rayon.,  et  alors  on  aur^a 

(Q) sm.3A  =  Lv  X  ~j^.. 

La  valeur  de.  3  A  étant  connue  par. cette  équation,  celle  de  A.Ie^ 
£era. aussi,, et  par  conséquent  celle  de  0;=?  sin.A.  Mais  coome^ 

*  Çcij, 
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sin. A  se  prend  dans  les  tables,  où  R  =  i ,  il  faut  ensuite  le  mul- 
tiplier par  le  rayon  de  l'équation.  Donc 

(S) X  =  sin. A  X  '^ViP^ 

36o.  Si  dans  Téquation  (P)  on  met  lao**  -4-  A  au  lieu  de  A^ 
il  faudra  mettre  360**  H-  3 A  au  lieu  de  3 A.  Mais  sin.(36o*  H-  3 A) 
=  sin.  360**  COS.3A-I-  cos.36o*'  sîn.3A  =  sin.3A,  (4^)î  Téqua- 
tion  (Q  )  est  donc  la  même  quand ,  au  lieu  de  x  =  sin.  A ,  on  fait 
X  =  sîn.(i2o**  -H  A).  C'est  donc  une  seconde  valeur  de  x  qui 
satisfait  à  l'équation  (P).  Mais  sin. (i  20** -H  A)  =  siii.(6o*' —  A)- 
On  aura  donc 
(T) x  =  sîn.(6o^  —  A)  X  2v/i/7. 

De  même  â  dans  l'équation  (P)  on  met  240^  -f*  A  au  lieu 
de  A,  ce  qui  donne  720**  H-  3  A  au  lieu  de  3 A,  on  aura  aussi 

sin.(72a^  -4-  3A)  =  sin.(36o^  -h  36o^ -+-  3A)=  sin.3A,  et 
Téqùation  (Q)  subsistant  toujours,  on  aura  une  troisième  valeur 
de  x^  qui  sera  x  =  sin. (240*  -+•  A).  Mais  sin. (240*  -+-  A)  = 

sîn.(i8o*  H-  60**  -H-  A)  =  —  sin. (60^  -H  A).  Donc 

(Z) a:  =  —  sin.(6o^  -H  A)  X  ^\/ip* 

L'équation  (Q)  suppose  évidemment  que  l'on  n'ait  pas  4/>'  <C 
27 <7*.  Aussi  ces  solutions  ne  sont  applicables  aux  cas  résolus  (357) 
que  quand  4/7^  =  27^*  précisément  :  alors  les  formules  (S) ,  (T) 
donnent  deux  valeurs  égales  de  x,  et  la  formule  (Z)  une  troisième 
valeur,  tandis  que  la  méthode  (357)  ^^^  donne  qu'une  valeur  de  x, 
c'est-à-dire  la  dernière  (Z). 

Qu'on  remarque  le  grand  avantage  des  solutions  trigonométrî- 
qiles  pour  le  cas  irréductible.  Par  le  moyen  de  qu^  :;**  équations 
seulement,  (Q),  (S),  (T),  (Z),  dont  le  calcul  esi  très  court, 
puisqu'elles  renferment  toutes  un  facteur  commun,  2  }/\p  1  ces 
solutions  font  connoître  les  trois  valeurs  ou  exactes  ou  approchées 
de  X,  valeurs  que  l'analyse  ne  trouve  ordinairement  que  par  des 
voies  laborieuses ,  et  le  plus  souvent  sous  la  forme  de  séries  infinies. 
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36i .  Ces  mêmes  équations  ,  en  changeant  seulement  le  signe 
du  second  membre,  donnent  encore  les  valeurs  cherchées,  lorsque 
q  est  négatif,  de  sorte  qu'on  ait  pour  l'équation  à  résoudre,  x^  — • 
px  —  ^  =  G.  En  effet ,  comme  alors  —  q  =iR*  sin.3A  =|p 

sin.3  A,  il  s'ensuit  que  sin, 3  A  = ^  ;  ce  qui  fait  voir  qu'au 

lieu  de  3A,  on  doit  prendre  180°  H-  3 A,  (38),  et  par  consé- 
quent 60°  -H  A  au  lieu  de  A.  Donc  pour  premiere  valeur  on  a 
X  =  sin. (60"*  -H  A),  c'est-à-dire  l'équation  (Z)  avec  le  signe 
positif  au  second  membre.  En  ajoutant  360*"  à  180®  -h  3  A,  et 
prenant  le  tiers,  on  a  pour  seconde  valeur  x  =  —  sin.  (1 80''  H-  A) 
=  —  sin, A,  c'est-à-dire  l'équation  (S)  avec  le  changement  de 
signe.  De  même  en  ajoutant  720**  à  180**  -h  3A,  et  prpnant  le 
tiers,  on  a  poiu*  troisième  valeur,  x  =  —  sin.(3oo**  -i-  A)  = 

—  sinY3()o°  —  300*"  H-  A^  =  —  sin.(6o''  —  A),  c*est-à-dire 

l'équation  (T)  avec  le  changement  de  signe. 

On  reconnoîtra  facilement  qu'en  ajoutant  plus  de  deux  fois  la 
circonférence  du  cercle,  on  n'auroit  jamais  d'autres  valeurs  de  a: 
que  les  trois  déjà  trouvées;  et  que  si  l'on  ajoutoit  un  arc  plus  grand 
ou  moindre  que  la  circonférence ,  on  n'auroit  plus  un  sinus  égal  à 
sin»3  A  :  ce  qui  confirme  la  théorie  des  équationsv,  suivant  laquelle 
l'équation  (P)  ne  peut  avoir  que  trois  racines. 

Il  y  a  donc  trois  sinus  qui  résolvent  l'équation  (P) ,  savoir 
$în.A,  sin.  (60°  —  A),  et  — ^  sin.  (60"*  -H  A),  ^^^e  mêine  que  nous 
avons  eu  ces  trois  racines,  on  trouvera  facilCTrent  celles  de  cha- 
cune des  équations  des  tables  (i25),  et  ces  racines  seront  en  aussi 
grand  nombre  qu'il  y  aura  d'unités  dans  le  facteur  de  A. 

362.  Si  on  ^t  A  ==  5  fl,  et  qu'on  appelle  z  la  corde  de  l'arc  f  a^ 
on  a  5Z  =  sìlvia  =  sin. A;  de  sorte  qu'en  faisant  R  =  i,  l'équa- 
tion (P)  donnera 
(P') U^  —  §2  -l-^cord.2a  =  o. 

À  l'article  12  d'un  Mémoire  de  M.  d'Alembert,  sur  les  quan- 
tités négatives  {Opusc.  Matlu  T.  VIJI,  pag.  275,  276),  article 


Qto6  ChAP.  XII.     RlSSÒLUTIÒN  DES  tqxikf lOÌXS     . 

que  je  croîs  n'avoir  pas  été  relu  par  cet  Auteur  célèbre  i  piiîs- 
qu'en  peu  de  lignes  il  contient  plusieurs  erreurs ,  les  quantités 
suivantes  sont  données  comme  racines  de  Téquation  |  z'  H-  ì  Ajk 
==1  cord.  2  a ,  laquelle ,  sous  une  forme  peu  digerente,  est  la  même 
queféquation  (P')  :  cependant  le  diviseur  de  cord.sa^  danii 
celle-ci,  est  altéré  dans  celle-là;  mais  nous  le  supposerons  10 
même ,  parce  que  cette  altération  est  évidemment  une  erreur. 

Racines }  cord.f a,  cord.Cóo^'H-fa),  cord.(i2o''-i-|a)  ,  ou 
2sin.îa,  2^.(3o^  H-îû)i  2sin.(6o®  -hta); 

n  est  Êidle  de  démontrer  l'inexactitude  des  deux  dernières  rad* 
nés,  en  donnant  une  valeur  déterminée  à  Farcia*  Par  exemple 
isoit,  pour  plus  de  Êicilité,  ^a  -==  3o'';  ce  qui  donne  i\  z  =5 
2SÎn.3o*'  -=  j  ;  2^  z  =?=  28Ìn^^o''  =  \/3,  (4^)  ;  5**  z  = 
^éjcL.^o*  s^c  2  ;  en  substituant  séparément  ces  trois  valeurs  de  s 
dans'  Téquation  (P') ,  qui ,  multipliée  par  8 ,  devient  z*  —  3z  -f* 
cord.2a  =  o,  on  a  i^  i  —  3-H2=:o,ce  qui  est  vrai; 
2*.  3  v/3  —  3  v/3  -H  2  =  o ,  ce  qui  n'est  pas  juste;  3".  8  -^' 
6  -t-  2  =  o ,  ce  qui  ne  Test  pas  davantage. 

Les  trois  racines  exactes  de  l'équation  z^  —  3z  •+■  cord. 2  a 
=  o,  ou  cord.* fa  —  Scord.fa  -+-  2sîn.a  =  o,  se  trouvent 
facilement  par  la  méthode  que  nous  avons  suivie  (36o).  La  pre- 
miere racine  est ,  comme  nous  venons  de  le  voir,  cord.  |  a.  Si  au 
lieu  de  a  on  écri|A6o*  -4-  a ,  ce  qui  n'altère  ni  la  valeur  ni  le 
signe  de  sin. a,  la  seconde  racine  sera  cord. (240**  -t-fa),  ou 
2sîn.(i20**  -h  5  a).  Enfin  si  l'on  écrit  720®  -H  a  au  lieu  de  a,  on 
aura  pour  troisième  racine,  cord.  (48o''-+-|  a),  ou  2  sin.  (240**-+-  5  a), 
racine  négative  (4^)* 

Le  but  de  cette  petite  digression  étoit  sur-tout  de  démontrer, 
en  trouvant  une  racine  négative ,  que  les  cordes  peuvent  avoir  le 
signe  négatif,  quoiqu'il  n'y  ait  pas  deux  cordes,  dans  un  même 
cercle,  dont  les  directions  soient  absolument  opposées.  C'est 
donc ,  ainsi  que  le  peuse  l'illustre  Auteur  que  nous  venons  do 
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dter,  un  principe  snjet  à  erreur,  que  de  regarder  Topposition 
des  signes  comme  la  suite  de  la  direction  diamétralement  opposée 
des  lignes  de  même  espece.  En  général  si  on  fait  360**  ==  c ,  et 
a  <  c ,  les  sinus  positife  seront ,  d'après  les  règles  et  la  formule 
élémentaires  (42, 5i),  sin.^a,  sin.^ac  -4-  a),  sin.5(4c-Ha),&c.; 
et  les  négatifs,  sin.îrCc  H-  a),  sin.3(3c  H-  a),  sin,K5c  -H  a), 
&c.  Donc  les  cordes  positives  sont  cord. a,  cord.(2C  H-  a), 
cord.(4c  H-  a),  &c.  ;  les  négatives^  cord.(c  -H  a),  cord,(3c  -h  a), 
cord.  (5c  H-  a),  &G.  Ce  changement  alternatif  dans  les  signes  est 
absolument  conforme  à  la  règle  de  M.  de  l'Hôpital ,  {Analyse  des 
Infiniment" petits ,  art.  4^)*  qui  ^st  celle  que  j'ai  donnée  {16) J 
La  corde  de  l'arc  a  croît  en  même  temps  que  cet  arc ,  et  avec  le 
signe  positif,  de  0°  jusqu'à  180°,  point  où  elle  arrive  à  son  maxi- 
mum. L'arc  continuant  à  croître ,  la  corde  diminue  progressive- 
ment ,  sans  qu'aucune  cause  ait  dû  altérer  son  signe  positif,  et 
enfin  elle  se  réduit  à  zéro  ,  lorsque  l'arc  parvient  à  36o**.  Si  l'arc 
croît  encore  dans  le  même  sens,  (car  la  circonférence  du  cercle 
rentrant  en  elle-même,  on  peut  considérer  cette  courbe  comme  fai- 
sant sur  eBe-même  une  infinité  de  révolutions),  cord.(c  -4-  a)  doit' 
être  négative,  puisque  cette  corde  a  passé  par  zéro.  En  raisonnant 
ainsi,  on  trouvera  que  la  corde  dtoit  changer  de  signe ,  chaque  fois 
que  l'arc  a  achevé  de  décrire  en  croissant  une  circonférence  en-î 
tiere. 

363.  Exemples  de  la  résolution  des  équations  du  troisième 
âfigré,  par  la  Trigonométrie. 

Soit  à  résoudre  l'équation  o:^  H-  ao:  -H  33  =  o%  C'est  le  cas 
de  la  formule  (G),  (356).  On  aura  donc 

tang.B   =  5.32^  X  2v/|=  è  X  v/r 

tang.A  =  y^tang.îB 

:C  =:î:  —   C0t.2A    X     V^i 

Voici  le  calcul  de  ces  équations.  ' 
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log.8  sss  0,90308999 
compKlog.3  s=s  9,521287875 

^  somme         0,42596874 

■  ■      ■ 
demi-somme         0,21 2984^7  =s  log.  v/| 

log,  2  =  o,3oio3 

compLlog.99.  =r  8,0043648^ 

log.tang.B  =s  8^5183792 

B  =3  i^5S'22",i6 

log.tang.ìB  s=  8,2172311 

letieisdelog.tang.^B,oul0g.tang.Â  ==  9,4057437 

A  ==  ifj^^l^'»49 

log.cot.2A  =  0,2641368 
log.>/Ì  =  0,2129844 

somme  ou  log.  •---  x  ss  o,477i2i2=h^«— ^3i^ 

Proposoos^nous  maintenant  de  résoudre  Téquation  x^  «~  ^  j» 
H-  ^  =  o,  dans  laquelle  /f  étant  négatif,  il  faut  d'abord  recon- 
noître  combien  de  racines  réelles  elle  doit  avoir.  Or  4/?^  =  4  X 
(0)N  et  279^  =^  27  X  {^r\  etlog.4p'  =  o,485,  log.27  9*  = 
0,422.  Donc  4p^  >  27  q\  Cest  donc  le  cas  que  l'analyse  regarde 
comme  irréductible.  Nous  aurons  par  conséquent  (359),  (^^o)t 


*:„  2  A    ^  X  46   ^    441    ^  i 414   ^         i 

8m.:>A j^  X   5^5    X    ^     /    40a      =  53   X   "7T2TÎ 

Les  trois  valeurs  de  x  seront  donc 


1*.  o:  rc  sm.A  y/ 733 

2%  a;  =   sin.(6o  -  A)  y/i^ 

3^  a:  =  ~  sin.(6o  -H  A)  y/i|i| 
Voici  le  calcul  de  ces  quatre  équations. 
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log,l(îl2   =   3,2078650 

còtftpLlòg.iSiS  =  6,8784402  ^ 

somme        o,  o858o52 
demi-somme       .  0,0429026    log.  constant 

compi,  du  log.  constant       9, 9570974 

log.414  =  2,61700084 
compi,  log.  4o3  =  7,39469495 

Donc  log. sin. 3 A  ==  9,9687927  =  ròg.sìn.68*32'i^",  55 

log.sin.A  =  9,5891206 
log.  constant         o,  0429026 

i*" log^o:  =  9,6820282   =   log.     0,4^85714 

Iog.sîn.(6o°  —  A)  =  9,7810061 
log.  constant         o,  0429026 

a"* log.  a:  =  9,8289087  =    log.     0^6666666 

log. sin.  (60**  -h  A)  =  9,9966060 
log.co^sta^t        o,  0429026 

S*".  ....  .  log.  —  X  =  0,0895086  =    log. — 1,095288 

On  observera  en  premier  lieu  que  la  valeur  négative  est  égale  à  la 
somme  des  deux  positives,  comme  elle  doit  l'être;  ce  qui  prouve 
Texactitude  du  calcul.  Ensuite  il  est  facile  de  voir  que  la  seconde 
valeur  de  x  est  f.  Pour  savoir  si  les  deux  autres  valeurs  peuvenJt 
être  de  même  exprimées  par  des  fractions  exactes,  on  aura  recours 
àTexpédient  que  j'ai  suggéré  (854)  »  ^^  ^^  ^^^a  pour  la  premiere 
valeur,  compi,  log.x  = —  0,8679768  =  ^^g- 73^555»  et  il  est 
aisé  de  voir  qu'en  multipliant  par  8  la  dernière  fraction ,  on  a 
*  =  |.  En  effet  log.|  est  9,6820282 ,  c'est-à-dire  précisément  le 
logarithme  de  la  premiere  valeur  de  x.  Mais  la  valeur  négative 
doit  être  égale  à  la  somme  des  deux  positives,  prises  avec  un  signe 
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contraire  ;  elle  sera  donc  —  |  »— ^=  ■—  §.  On  aura  donc,  pour 
les  trois  valeurs  de  x  dans  Téquation  donnée  j  «+-|,  -+- 1\  —  §•  £ii 
substituant  séparément  chaame  d'elles  dans  Téquation,  on  pourra 
s'assurer  de  leur  justesse. 

J'ai  rassemblé  ^  pour  plus  de  commodité ,  dans  la  table  V,  à  la 
£n  de  cet  Ouvrage ,  les  solutions  de  toutes  les  équations  du  second 
et  du  troisième  degré. 


CHAPITRE    XIIL 

De  la  Résolution  numérìqttó  de  toutes  sortes 

364.  A.VAif  T  dVxf«5ër  Ja  softitioâ  directe-de  ceiftaines  équations 
trîgonomé  triques ,  soit  finies  soit  infinies,  qui. peuvent  se  .présenter 
plus  fi'équemment ,  je  crois  devoir  donner  une  méthode  générale 
indirecte ,  qui  m'a  paru  très  commode  dans  la  pratique  pour  la 
résolution  numênque* d'une  équation  quefconque,  et  dont  }'eu* 
d'abord  l'idée  en  cherchant  la  solution  de  l'équation  suivante  ^ 

^A)...   a  sin. a:  H-  b  tang.x  =  n  , 

par  laquelle  je  voulois  trouver  l'arc  ce.  Cet  ait  étant ,  dans  ce  cas  ^ 
Représenté  par  deux  différentes  lignes  trigonomé triques,  ilfaudroit 
conimencer  par  ieh  éliminer  une,  si  l'on  vouloit  résoudre  l'èqua- 
•lìóii  direclfetìient.  En  substituant,  par  exemple,  à  tang.o:  sa  valeur, 

Yl.  S4*),  on  auroit  a  smîx  n — ""'"'i^ ,  *   =  n,  ouy  eniàisant 

^dispraroître,  comme  il Seroît  nécessaire,  le  signe  radical ,  a^sin.^o: 

^■^^dn  sîn.^a;  -4-  (è*  -H  /z*  —  a^)  sin.^j:H-  lun^xw.x  = /i% 

x' est-à-dire  une  équation  du  quatrième  degré  ;  et  l'on  sait  assefc 

Combien  'la  sotetM>tid'tìne  pareille  équation  est  laborieuse  ;  tandis 


•jqwVwçcTOÇ  (XU  ^fux  fausses  posilions,  on  trouver^  très  facilement, 
tfomme  U  suit  ^  la,  valeur  cherchée, 

En  diff^Teutiant  r^uation  (A),  oft  a  (IL  3.7%  3^*),  a  cqs.x  X 

<B)...  8^x  ==  ^ J-. 


a  COS.X    .     ^,^,^ 


Si  on  calcule  Téquation  (A)  en  supposait  ppur  x  une  valeur 
quelconque ,  on  aura  une  valeur  fausse  de  /i;  puis  en  appéllant  8^/1 
Terreur  de  cette  valeur ,  on  aura,  par  le  calcul  de  Téquation  (B) , 
la  correction  "^x  qu'il  faut  faire  à  la  valeur  supposée  de  x ,  pour 
avoir  sa  valeur  exacte ,  ou  du  moins  beaucoup  plus  approchée.  En 
substituant  de  nouveau  dans  Téquation  (A)  cette  nouvelle  valeur 
de  X ,  s'il  reste  une  erreur  8^« ,  elle  sera  beaucoup  moindre  que  la 
premiere  ;  ensorte  que  par  Véquatiçoi  (B)  on  obtiendra  une  seconde 
correction  beaucoup  plus  exacte  de  la  valeur  de  x  ;  et  en  conti- 
.nuant  d'opérer  ainsi ,  on  arrivera  pramptep^entà  cette  valeur  avec 
autant  de  précision  qu'il  sisra  pos$iblç. 

Comme  il  est  rare  que  rpn  p'ait  pas  dWançe  quelque  idée  de 
la  valeur  approchée  ide  l'incouuue^  il  ^ufEra  le  plus  squvent,  pour 
la  trouver,  de  calculer  une  fois  seulement  les  deux  équations.  Au 
surplus  la  répétition  4^  ces  calculs  n'est  pas  fat^ante ,  attendu  les 
quantités  constantes  çt  l'uniformité  des  opérations.  Cette  métliode 
a  Favantage  d'être  applicable  avec  une  jégaile  facilité  aux  équations 
les  plus  compliquées ,  $QÌt  algébriques  soit  trigonométiiques  ^  et 
même  aux  équations  transcendantes  ;  et  elle  se  présente  si  natu- 
rellement,  que  je  suis  étonné  qu'on  n'^it  pas  pensé  à  en  ûire  usage 
dans  un  grand  nombre  de  problêmes,  et  spécialement  dans  celui 
de  Kepler  (7^9),  qu'aucun  autre  moyen  ne  peut  résoudre  avec 
plus  de  promptitude  et  de  simplicité.  La  seule  condition  nécessaire 
pour  que  cette  méthode .  convienne  dans,  tous  les  cas  ,  c'est  que 
h^n  soit  notablement  plus  petit  que  n  i  ce  ^qu'on  obtiendra  en 
calculant  l'équation  proposée ,  avec  ui^^eçoi^e  supposition pofir 
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la  valeur  de  x,  lorsque  la  premiere  aura  donné  ^n  trop  grande.  La 
raison  en  est  claire  ;.  en  diflFéreritiant ,  on  néglige  les  puissances  dte 
^Xj  (i33),  et  par  conséquent  les  résultats  seront  d'autant  plus- 
loin  de  la  vérité ,  que  les  différentielles  seront  plu3  éloignées  d^étre 
infiniment  petites* 

Démontrons,  par  quelques  exemples,  Futilité  de  la  méthode 
proposée. 

365.  Soit  à  résoudre  réquation: 

Ssin.o:  -H  tang.x  v/7So3  =  55  =  /z.. 

Je  suppose  x  =  35%  et  j'ai  8sîn.35'*  =     4,5886t 

tang.35°  v/7803  =  6 1,85254. 
somme  ou  valeur  fausse  de  n  66,441  ^5- 

'.y 

Donc  8^Ai  =  66, 44ii5  —  55  :=:  ii,44i^i5. 

Cette  valeur  de  3j/z  est  trop  grande  pour  qu'on  puisse  espérer^ 
au  moyen  de  l'équation  diflférentielle  (B),.  une  valeur  très  appro- 
chée de  â^x.  Mais  pour  avoir  moins  d'erreur ,  f  observe  que  8^/i 
égale  à-peu-près  un  sixième  de  la:  valeur  fausse  trouvée  pour  n  ; 
et  faisant  de  même  ^x  =  6**,  c'est-à-dire  à-peu-près  un  sixième 
de  la  valeur  supposée  de  x,  j'emploie,  dans  le  calcul  de  l'équation 
(B),  cos-Sa^'aulieu  de  cos.35°;  ce  qui  m'est  indiqué  par  les  diffé- 
rences finies  du  sinus  et  de  la  tangente  (IL  3o%  32* ) ,  dans  les- 
quelles je  vois  qu'au  lieu  de  cos.a:^  je  dois  à  la  rigueur  employer, 
lorsqu'il  s'agit  du  sinus,  cos.(a:  —  j  8^-3:),  (nous veiTons  ci^dessous 
là  raison  de  la  différentielle  négative) ,  et  lorsqu'il  s'agit  de  la  tan- 
gente, COS. a:  cos.(x  —  3^^)>  ce  qui  revient,  à  très  peu  près>. 
à  COS.* (or  —  ih\Oo).  J'ai  donc 

8cos.32°  =       6,784 

somme         129,61 

et  divisant  ^n  par  celte  somme  ,  puis  multipliant  par  R'' ,  (263)^ 
je  trouve  d\^  =  5"3'  28'^ 


i^ts    ìquationsv  ^      ai3 

-  Si  dans  ce  calcul  je  n'avois  pas  eu  Tattentlon  d'employer 
«>s.32''  au  lieu  de  cos.35%  j'auroîs  trouvé  8^x  =  4**  44'  36",  et 
1*00  verra  bientôt  combien  cette  valeur  s'éloigne  davantage  de  la 
valeur  exacte  de  "^x. 

J'observe  que ,  dans  Téquation  (B),  ^x  et  ^n  ont  le  même 
signe,  et  qu'ayant  trouvé  ci-dessus  une  valeur  trop  grande  pour  n^ 
il  en  résulte  que  8y/i  et  par  conséquent  B^x  sont  négatives.  En 
retranchant  donc  S*'  3'  (la  valeur  de  S^o:  est,  dans  ce  cas-ei ,  trop 
grande,  et  ne  peut  être  assez  exacte  pour  qu'on  tienne  compte 
des  secondes)  de  35'',  premiere  valeur  supposée  de  x ,  fai ,  pour 
valeur  très  approchée ,  x  =  ^p""  5j-.  En  calculant  de  nouveau  avec 
cette  valeur  l'équation  proposée ,  j'ai  8  sin.  29°  5j  '  -t-  tang.  29°  5y  ' 
v/7803  =  54,89112,  seconde  valeur  presque  exacte  de  ni  d'où 

je  tire  ^n  =  o,  10878  =  ^  environ*  Donc,  en  supposant  8^^ 
=  ^  ou,  en  nombres  ronds,  j^  ou  3'  à-peu-près,  j'aurai 
d\^  =  0^20878 ^ —    ^^    ^^  effectuant  le  calcul 

acos.29    DO    ."H:^^,..,ç*58/^ 

du  dernier  membre  ,  et  multipliant  par  R",  ^x  =  3'  exac- 
tement. Ici  ^x  est  positif;  donc  il  faut  l'ajouter  à  la  valeur  appro- 
chée 29"*  Ô'j'  déjà  trouvée  pour  or,  et  l'on  aura  x  =  3o®  dans 
l'équation  proposée. 

Nous  venons  de  voir  par  quels  artifices  on  peut  abréger  le  tra- 
»  vaildans  cette  méthode  :  appliquons-la  maintenant  à  un  problême 
utile. 

366.  Trouver  la  limite  commune  de  là  convergence  des  deux 
séries  (U),  (i53),  et  (Z),  (i56). 

le  but  de  la  solution  de  ce  problême  est  de  reconnoître  quelle 
est  la  plus  convergente  de  ces  deux  séries  pour  calculer  la  tangente 
d'un  arc  donné. 

Si  on  veut  calculer  une  tangente  par  le  moyen  de  la  série  (Z) 
des  cotangentes ,  il  faut  employer  90**  —  A  au  lieu  de  A.  Cette 
^substitution  faite,  sii' on  compare  deux  termes  également  distants 
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éa  pffetsîer  dàw  les  dau  tfftries,  la  convcigeace  sera  k  OièmB 
loisqtfe  CM  Jeux  teimes  turont  desinalenss  ^ates»  Celle  comfth 
nkèû  M  doit  pas  ètïé  Êdte  entre  les  premien  tenses,  h  série  k 
plus  conveigente  étant  celle  dans  kquelle  les  fcermes  dkniiMfiia 
le  pihs  de  Vâtlenr  à  mesure  ^^3s  s^ékngnent  du  premier.  Je 
fyreiids  donc  le  huitième  terme  de  k  série  (U),  qui  est  (tS5>t 

y  A'  ^^'^'/^S  i5^  ^'  ^  m6me  le  huitième  terme  de  k  série  (Z)^ 
V^  ^^  fT^TT^nins*  ^  ^^  mettant  en  équatum»  et  multipliant 
les  deux  membres  par  3\  5\  7. 9  •  1 1  •  i3^  )*ai  p^  X  A"*  s:^ 
4(90^  — A)»» t>u  2^  X  A*'=  (90^  —  AyN  équation  dék- 
quelle  il  s^agjit  de  tirer  k  valeur  de  A.  Soîti  pour  plus  de  simplicité^ 
2^S2  =:  a.  En  tirant  k  racine^  1 3%  j*aurai  y^a  A**  =  90*  —  A^ 

et  par  conséquent  a"  A°  +  A  s:  90""  =  n.  Désignons  par  B 
une  valeur  cb  A  supposée  à  vitlonté,  et  soit  d*abord  B  =:  40%  Je 
£us  le  calcul  suivant  ; 

log.  40  =  li  ($0205999 
(2^2)1  compl.log.R**  =  8,24187737 
log.B  =  9,84393735 
log.B**  ou  i5  log.B  =  7,5590604 

^  log.  929559      =  5,9582815 

compi,  log.  1 40  =  7 ,  8538/20 

log.aB*^  =  1,4812140 

^log.aB*^  ==  0,1139395 

Pour  avoir  y^aB"^  en  degrés,  j'ajoute  log.R**  =  1,7581225 

somme         1,8720621 

Donc  y^aB''  =  74%  48385' 
B  =  40^ 
Somme  (que  je  désignerai  par  n')       11 4"*,  48385 
La  véritable  valeur  de  n  est        90'' 

Eireur,  ou  8^/i%  (354)        24%  48385 
Cette  erreur  est  conadéiafale  e  t  mérifiecoit  une  :seGonde  supposition 


log.a  =  | 
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amt  de  faiie  i^age  du  calcul  difiërendeL  Mats  nous  nous  en  dis- 
penserons, et  nous  obtiendrons  une  correction  presque  juste  en  em-- 
plaçant  9  dans  le  calcul  numérique  de  Péquation  différenfîelte  quer 
aous  allons  £>rmer ,  une  valeur  B  —  i9^B  au  lieu  de  B ,  â  Fimitar 
dan  de  ce  que  nous  a;?ons^t  (365).  En  difFérentîant  réquation 

odculée,  û*  B*  ^  B  =  «M'aurai  ^n'  =^  a*  B^-^^  gjB  H- 

8^B  =  8^3(1  H-i|a*B*)î   d'où  je  tire  8jB=--^r^, 

et  puisque  8^/1^  =  ^n^  â-peu-près,  si  Je  suppose  de  même  d^B 
=  JB  ^  8%  j'aurai  B  —^  8^B  =  36*»  pour  la  vafeur  à  em- 
ployer (dans  réquation  diffêrentieUe ,  dont  voâci  Jb  ^calcul ,  dans 
lequel  j'appelle  D  la  quantité  B  — zdfi  : 

log.  36  =  i,5563o25o 

compi.  log.K**  =  8^24187737 

log.D  =  9,79817987 

Idem  r=  9,79817987 

Je  tire  du  calcul  précédent  log.  a  =  3,&22i536 

Iog.(zD*  ==  3, 4 1 85 1 334 
-jlog.aD*  ==  0,26296256 
log^i5  =  1,17609126 
compl.log.  1 3  =  8,88665665 
somme        o,*325iio5 
Donc  J|  y^izD*  =  .2,:ir4oâ 
€ompLlog.3,ii4o3  =-9,5066776 
iog.d\n^  =  log.  —  24,48385  =  1,3888797 
somme  ou  log.  —  3(B  =  0,^95557 

Donc  âiB  =:  —  7,862  =::  —  Y  ^^'1  ^^  P"  conséquent  fe 
trouve  pour  la  valeur  cherchée  de  A,  32**  8';  ce  -qui  ne  difieœ 
que  de  peu  d&secondes  de  la  véritable  valeur^  comme  onpeut  le 
reconnoître  par  une>seconde  opération.  Mais  dans  la  solution  du 
problême  dont  il  s'agit,  plus  d'exactitude  seroit  inutile  ,  et  nous 
pouvons  conclure  que  pour  calculer  une-taigente  y  la  plus  couver* 
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gente  des  séries  (U)  et  (Z)  est  b  premiere  quand  Tare  ekmbukdre 
que  3aV  et  fa  sebonde  quand  Tare  es t  de  plus  de  32^    *  '.pir.  ; 

^  Si  dans  les  deux  problèmes  que  nous  venons  àe  résoudre ,  ùk. 
essaye  d'êmploy^les  réglés  ordinaires  pour  la  correction  des  Êuisses* 
,positions ,  on  reconnoitra  que  la  méthode  que  lious  proposons  est», 
(dans  bien  des  cas,  préférable  à  Ces  règles  :  pour  le  prouver  d'au- 
tant mieux,  sous  allons  appliquer  cette  même,  méthode  à  diveift 
problèmes  relatif  à  la  quadrature  du  cercle,  qu'Euler  a  résoW 
au  moyen  d-un  grand  nombre  de  fausses  posilicns ,  {Anal,  infinti^ 
tib.  II,  cap.  XXII)*      '  -  .   .     ï^.. 

367.  Dans  le  premier  de  ces  problèmes ,  il  s'agit  de  trouvw 
quel  est  Parc  égal  à  son  cosinus.  Uéqtiation  à  résoudre  est  dono 
A  =  COS.A. 

Je  suppose  d'abord  pour  A  une  valeur  quelconque ,  que  je 
nomme  P;  j'appelle  Q  la  valeur  que  j'aurai  pour  A  dans  le  second 
membre ,  lorsque  j'aurai  mis  P  dans  le  premier  ;  ce  qui  me  don- 
nera . 
(C) F  =  cos.Q. 

En  diflférentiant ,  j'ai  8^P  =  —  8»Q  sin.Q.  Je  fais  8^P  =  A  oo 
P;  d'où  il  suit  que  3^Q  =  A  00  Q  ,  et  que  par  conséquent  A  == 
P  H-  8^P  =  Q  -H-  â^Q.  Donc 

(D) 3^P  =  Q-.P+8^Q. 

Donc  aussi  Q  —  P  -+-  8^Q  =  —  S^Q  sin.Q  ,  ou  Q  —  P  =  — . 
8^Q(i-t-sin.Q)  =  — 8^QX  2sin.H45^-HiQ),(L  ix*).D'où 
je  déduis 

Les  équations  (C) ,  (E)  nous  donneront  promptement  la  valeuj: 
cherchée  de  A, 

En  effet  supposons  d'abord ,  avec  Euler  ,  P  =  3o^ 

log.  3o  =  1,477121 
(262),  compi,  log.  R*'=  8,241877 
log.  P  =  log.  cos.Q  =  9, 7 1 8998 } 

ce 
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ce  qui  donne  Q  =  58*  26'  :  donc i(Q  —  P)  =  14*  i^—  H%  ^ 
à-peu-prês;  et  45*  -i-  îQ  =  74*  i3' .  En  calculant  Téquation  (E) , 

on  aura  par  conséquent 

log.  14)2  =  1, 15229 

compLlog.sin.  74**  1 3' =0,01669 

0,01669 
log.— 8^Q=  1,18567; 
ce  qui  donne  8^Q  = —  i5%  33  =  —  l5''2o^  Pour  avoir  cette 
valeur  plus  approchée  ^  je  corrige  Terreur  la  plus  grave  (260)  de 
la  formule  (E) ,  en  employant  Q  H-  5  8^Q  au  Ueu  de  Q  dans  l'ex- 
pression sin. (45^ -4- ïQ)  I  comme  renseignent  les  différentielles 
finies  des  lignes  trigonométriques  ;  et  j'ai  Q  -h  îS^Q  =  58**  26'  — 
f  40^  =  5o"  46' ,  et  45^  ^-  i(Q  ^-.  i^<5)  =:  70^  23* .  Alors  l'équa- 
tion (E)  donne  8^Q  =  —  -4f j^  =  —  i6^  donc  A  ou  Q  H^ 

^q  =  58°  26'  —  1^°  ==  42°  26'. 

Cette  valeur  de  A  ne  peut  être  exacte ,  parceque  l'erreur  Sj^Q 
est  trop  grande  ;  mais  elle  est  assez  approchée  pour  qu'en  faisant 
encore  une  autre  supposition  seulement,  on  parvienne  àia  valeur 
cherchée.  Soit  donc,  pour  seconde  supposition,  et  en  prenant 
pour  les  minutes  un  nombre  qui  puisse  se  réduire  exactement  ea 
dixièmes  de  degrés,  P  ^=  42''  24'  =  42°,  4.  En  calculant  l'équa- 
tion (C),  on  a 

log.4^»4  =  1,62736586 
compi.  log-R**  =  8,24187737 
log.cos.Q  =  9,8692432 
Donc  Q  =  42**  16^  o^',  89,  et  KQ  —  P)  ==—  ^'^9"^  555. 
Alors  l'équation  (E)  donne  8^Q  =  §ji^  =  286",  5;  et  en 
employant  Q  "+-3  8^Q  au  lieu  de  Q  dans  le  dénominateur,  on 
aura,  avec  toute  la  Mpsion  que  peuvent  donner  les  logarithmes 

à  sept  déchnales  ,  IJq  =  ,J^^:^.^^,^,  =  286",  36.  Donc  A 
ouQH-8^Q  =  42*^i6'o'',89-t-4'46",  36  =  42^ 20^47'', 25. 
Euler  Eut  sept  suppositions  et  calcule  trois  règles  de  tfois  pour 

Ee 
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arriver  à  cette  valettr.  Au  lieu  àe  t5'^'  =  o",  a5,  il  trouve  14"* 
par  une  erreur  dans  la  dernière  dtó  proportions  qu'il  emploie  fr 
mais  au  surplus  les  logarithmes  à  sept  décimales  ne  peuvent 
donner  exactement  les  tierces  ;  et  si  je  tiens  compte  des  cen- 
tièmes de  secondes ,  c'est  dans  la  seule  vue  d^avoir  les  dixièmes 
avec  précision* 

Ce  problème  est  utile  pour  trouver  le  sinus  qui  divise  en  deux 
parties  égales  Taire  du  quart  de  cercle ,  et  pour  trouver  la  corde 
qui.  divise  en  deux  parties  égales  Taire  du  demi  -  cercle  ^  comme 
on  peut  le  voir  dans  le  troisième  et  le  quatrième  problême  d'Euler. 

Dans  le  second  problème  qu'il  se  propose  y  il.  s'agit  de  trouver 
le  secteur  que  la  cerde  divise  en  deux  également  ;  dans  ce  cas  on 
a  à  résoudre  Téquation  A  =  sin.  a  A.  Je  fais  P  =  sin.2Q,  et  j'ai 
%P  =  2  8^Q  C0S.2Q  =  Q  —  P  -^  8^Q ,  suivant  la  formule  (D). 
Donc  Q  —  P  =  23^Q  (C0S.2Q  —  3)  =  28^Q  CCOS.2Q  —  cos.6o*7 
=  48^Q  sin.(3o*  —  Q)  sin.(3o*  -+-  Q),  (H.  23*)}  et  par 
conséquent 


8^Q 


sin.(3o^  —  (^)   sin.(io*  -h  Q)  * 

5o 


Faisons  maintenant,  avec  Euler,  P  =  So*";  nous  aurons  -^  =: 

sîn.2Q  =  sin. 60"*  4^'  =  sin.  119*  14'?  (19).  Cette  dernière 
valeur  est  celle  qu'il  convient  d'employer,  puisqu'elle  donne  pour 
Q  une  valeur  plus  approchée  de  celle  de  P  ;  cette  valeur  sera 
59^37'  =  Q.  DanciCQ—  P)  =  2^24'  à-peu-près,  et  (i54), 

^Q  =  -:,m.^-'vsi».89'6/  =  —  4%  8;  puis,  en  employant 
Q  -H  ih\Q,  au  lieu  de  Q,  ce  dont  nous  n'avertirons  plus,  B^Q  = 

>-,in..7'r3'^in,8ri3'    =    —    ^^   ^^^     ^^'  COUSéqUCUt    A    OU    Q    H- 

^Q  =  59^  37'  —  5°  i5'  =  54^22'.  H, 

Soit  donc  pour  seconde  hypothèse  P  =  64°  21'  =  -^j^  = 
sin, 2Q  :  alors  Q  =  54°  1 3'  34 '\  5  ;  et  par  conséquent  ;(Q  —  P) 
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i»73'';  et  enfin ,  avec  toute  ia  préciston  (|u'on  peut  désirer,  ^Q  ==:: 

-  sin.^'^^^!,^  .s>  ^»  =  ^7^  "  ^  ^9-  Pone  A  =r:  Q  H-  ^Q  = 
54»  i3'  34" ,  5  H-  4'  3a" ,  4  ^  54'  :8'  6^ ,  9. 

La  soluâon  de  ce  ^obîêmB  à  coûté  à  £uler  six  hypothèses  et 
âeux  iregles  de  trois. 

Dans  le  cinquième  |>i<obl^e  £uler  propose  de  tirer  d'an  point 
delà  circonférence  deux  cordes  <|tti  coupent  l'ûr-e  du  cerde  en  troi^ 
parties  égales.  On  a  à  résoudre  l'équation  A  =  sin.  (60°  —  A).  Je 
feis  P  =  sin.(do»  —  Q),  et  j'ai  BjP  ^  —  ^Q  cos.(6o»  —  Q)  = 
Q— P  -t-  8,Q  ;  d'où  je  lire  Q  —  P  is=  w_  ^Q  (m-  cos.6o*— Q) 
=  —  2  8,Q  cos.'(3o*  —  sQ),  (1. 124*)  ;  et  par  conséquent 

Faisons  actuellement,  comme  Euler,  P  =  ao*.  Nous  aurons  ^  = 
8Ìn.(6o°  —  Q)  ==  sin.ao'aó';  ce  qui  donne  Q  =  39°  34', 
et  KQ  —  P)  =  9'  47'  ==  9%  8  à-peu-prêjs.  Donc  ^Q  == 
coTmo'Ìì'  =  —  ïo%  M  et,  plus  exactement,  8^Q  ==  ^,f;,%i 
=  —  io%  3.  Donc  A  =  Q  -+-  3,Q  r=  39»  34'  —  10"  18'  =: 
39»  16', 

Soit  donc ,  pour  seconde  supposition,  P  =  29"*  i5'  =  ^^  = 
sm.ióo"  —  Q)  ;  ce  qui  donne  Q  =iï  29»  18'S" ,  17.  Alors  ÎCQ— P) 
=  i'34",o85;  et  8,Q  =^5i^=— ici";  et  plus  exacte- 

«»«°^  ^Q  =  co.7?5.;;'fo'^  =  -  101  ",  18.  Donc  Q  -t-  8»Q 
OU  Â  =  29**  16'  27",  comme  le  trouve  Euler  au  moyen  de  six 
suppositions  et  de  deux  règles  dç  trois. 

L'objet  du  sixième  problême  d'Euler  est  de  trouver  un  arc  qui 
soit  égal  à  la  somme  du  rayon  ,  du  cosinus  et  du  sinus.  On  a  à 
résoudre  l'équation  180''  —  A  ==  1  -4-  cos.A-t-  sin.A.  A  Punite 
je  substitue  la  valeur  du  rayon  en  degrés ,  laquelle  est  Sj''^  29578^ 
comme  vm  peut  le  déduire  de  log.R**,  (aôa)  ;  et  j'ai  122*,  70422  — 

£e  ^ 
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A  =  ««.A  -4-  ân.A  s=  8iii.(45»  •+-  A)  \/a,  (il.  f)^  Soîit, 
pouraibr^er,  iaa% .70423  =  C;  nous  aurons,  toujours  par  la 
même  méthode,  C  -^  P  =  sîn^(45'  -h  Q)  \/a,  et  — -  9^P 
=s  8iQ  «os.(45'  Hr  Q)  >/»  s=  F  —  Q  —  8jQ  :  d'où  l'on 
dre  F  —  Q  =  8jQ  (\/è  -H  cos.45»  -H  Q)  >/a  ==  8iQ 
(oos:45<i  -H  COS.45'  -t-  q)  \/a  a=  aS^Q  co8.(45«  -f-  iQ) 
cos.sQ  v^a ,  (IL  15^*).  Et  par  conséquent 

«O f  (P  -=^  Q)  :  * 

Soit ,  avec  Euler,  F  =  40°  ;  alors  Ç  —  P  s  8a%  7c4aa..  Mt^ 

j[7^]|'  est  >  1  »  tandis  que  cette  quandté  doit  ètie  %de  4 

•inr(45^  -f-"  Q  )  ;  donc  la  valeur  supposée  pour  P  est  trop  petite. 
Park  seconde  supposition  d'EuIer,  P  s=  43**;  .ce qui  dÎoiàu» 

*^,y  ~  sîn..(45»  rf-  Q) >»  àà^M^  5a',  et  par  con«&qÌM& 

Q  s=  3^»  5aM(P  —  Q>  =  1»  4'  =  i%07  à  très  peu  pr&i,:it 

^Q  *=  SïIJfîsnS??^?^  =  i%9  =  i'54'?  et,  pluseiaci^ 

ment,  a>Q.=  ,o...o-a4''';o'Zé^-a4V»  =  ^°' 9^  =  x»  56'.  Donc 
Q  -t-  8»Q  ou  A  =-39»5a'  -4-  x'56'  =  41°  4.8'. 

Soit  donc ,  pour  dernière  hypothèse ,  P  ==  41°  48'  =i  4r°,  8. 

Alors C  —  P  =  8o\  9042a;  et  ^^^  =  sin.86^  49»^^  36" ,  4  ; 

ce  qui  donne  Q  =  41*  49'36",  4,  etKP  —  Q)  =— 48",.2. 

Donc  a,Q  =  co,.ao»57' foI'66-s5 va  =  —  89",  4-  Cette  quantité 
est  si  petite ,  qu'il  est  inutile  d'appliquer  au  dénominateur  la  cor- 
rection ordinaire.  On  a  donc  A  =  Q  -+-  8^Q  =  41° 48'  7", o, 
valeur  qu'Euler  obtient  par  quatre  suppositions  et  deux  règles  de 
trois. 

Dans  le  septième  problême,  Euler  cherche  un  secteur  qui  soit 
égal  à  la  moitié  du  triangle,  formé  par  le  rayon ,  par  la  tangente  et 
par  la  sécante.  L'équation  à  résoudre  est  a  A  =  tang.A.  Je  fais 

aP  =  tang.Q,  et  j'ai  a8,P  =  j^  =  a(Q  ^  P  -t-  8,Q), 
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ei  Q  -  P  =  S,Q  (,^  -  i)  =-8,Q  X  ^^i,^  =- 
SkQ  X  ^,(1.23-).  Donc 

^^    """  COS.2Q 

Actuellement  faisons ,  avec  Euler,  P  =  60"*  :  nous  aurons  ~?  = 
tang.Qî  Q  =  ^4^29';  2(P  —  Q)  =  —  8^  58'  =  —  8%  c)5 
à.peu.près;  3,Q  =  -  ^^^^^Slï^  =  ^^  ^4  =  ^%  38';  et, 

plus  exactement ,  8^Q  =  —  ^'tl.^aV'Só'^'^  ^^^  ^'''  ^^^'  I^o'^^ 
A  ou  Q  H-  8^Q  =  (î^^  45'. 

Soit  donc ,  pour  seconde  supposition ,  P  =  6^%  75  ;  et  par 
conséquent  ^  =  tang.Q.  Alors  Q  =  66^^'  18",  72  j 
a(P  -Q).=  -  157",  44;  8^Q  =  -  ''^";^.S^;r'''  = 
35"i,  et,  scrupuleusement,  8,Q  =  -  ''^^;^.;^;|fy.'^-  = 
35",  5i.  Donc  A  =  Q  -4-  8^Q  =  ^6*^46'  54",  23. 

Euler  parvient  à  ce  résultat  au  moyen  de  six  suppositions  dont 
le  P.  Fontana  a  aussi  fait  usage  récemment  (Tom.  II  des  Mémoires 
de  la  Société  Italienne)  :  ce  qui  me  donne  lieu  de  croire  qu'on 
n'^avoit  point  encore  eu  Tidée  d'abréger  la  méthode  de  fausse  po- 
sition ,  à  l'aide  du  calcul  différentiel. 

Enfin,  dans  le  huitième  problême,  Eufer  se  propose  de  déter- 
miner un  arc  qui  soit  égal  à  sa  còrde  continuée  jusqu'à  la  ren- 
contre du  prolongement  du  rayon  qui  passe  à  po'"  de  l'origine  de 
cet  arc.  L'équatîon  à  résoudre  est  A  sin.3  A  =  1.  Je  l'écris  ainsi , 
A  =  coséci A,  expression  qui  conduit  pluspromptement  à  l'èqua*- 
tion  différentielle  ci-après.  Je  fais  ensuite ,  comme  dans  les  opé- 
rations précédentes,  P  =  coséciQ  ,  et  réduisant  à  la  forme 
infinitésimale  la  différentielle  finie  de  la  cosecante  (712)  ,  jlai. 

8iP=-èS,Q  X^  =  Q-P  +  8,Q,etQ-P  =  — 
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Maintenant  feisons  avec  Euler  P  =  70'.  On  a  22  =  cosccsQt 
ou  ^=  sin.iQ  =  sm.54°56':  donc  Q  =  lop'Sa',  et  Q  — • 
PrTspoSa'  =  39%  87  à-peu-pròs.  Mais  Sw  =  °'^^^^: 
donc  8,Q  =  -  i^  ^  -  27%  9.  Plus  exactement,  ^^ 
=  0,60735,  et^Q  =  -  -^  =  —  24% 8.  Donc  A  ou 

Q.-H  8,Q=:85»4'. 

Soit  donc,  pour  seconde  supposition,  P=  85'  V  =  85%  o5. 

Nous  aurons  g^  =  sin.ìQ  =  8ÌB.42'iai  '  3" ,  9;  et  par  con^ 
quent  Q  =  84*42'  7".,  8  ;  et  Q  —  P  =—  20'  5a",  a  =  — 
ia5a",  a.  Mais  ^^^  =  0,814^^:  <Jonc  a,Q  =  ^^1^  = 
^^po" ,  2  =  n  '  3o" ,  2.  Plus  rigoureusement,  ^^^^^J^^y  56"\\  ^^ 
t>,8i2D9«ì  doiic^Q=i^g^  =  ^91", 02=  ii'3i'',02i 

Donc  A  =  Q  H-  ^Q  =  84^53'  38 '\  82-  Euler  trouve  une 
valeur  un  peu  moins  approchée  :  il  y  parvient  après  six  supposi- 
tions* 

Les  équations  résolues  dans  cet  article  sont  du  genre  des  èqua* 
lions  transcendantes j  parce  qu'elles  contiennent  l'arc  A  sous  deux 
formes  hétérogènes  (129),  c'est-à-dire  parce  que  l'arc  y  est  com- 
paré et  égalé  à  des  lignes  droites ,  telles  que  les  lignes  trigonomé- 
triques  de  cet  arc  ou  de  ses  multiples. 

368.  Il  est  facile  de  résoudre  par  notre  méthode  l'équation  de  cette 
forme,  sin./iA  =  m  sin. A,  que  propose  M. d'Alembert,  {Opusc. 
Math.  Tom.V,  p.  222),  et  de  laquelle  il  s'agit  de  tirer  la  valeur  de 
l'arc  A.  Je  fais  sin./iP  =  m  sin,Q ,  et  j'ai  /z^^P  cos.nV  =  m^Ç^ 
cos.Q.  Substituant  la  valeur  de  ^^P,  (36/) ,  (D),  je  trouve  3^Q  = 

— — V  —    )        ^    Deux  suppositions  donneront  la  valeur 

—  cos.Q  —  cos.n? 

de  A,  pourvu  que  l'on  observe ,  dans  Tune  et  dans  l'autre  de  ces 
suppositions ,  de  faire  deux  calculs  pour  avoir  la  valeur  de  B^Q  ^ 
en  employant  dans  le  second  de  ces  calculs  cos./i(P  H-  îS^P) 


•tcos.(Q  •+•  h^Q)  au  Keu  de  cos^/jP  et  de  cm.Q,  conformé- 
ment  à  ce  que  nous  avons*  fait  06^}. 

Au  reste  ce  problême  et  ceux  deTartide  précédent  peuvent  se 
Résoudre  directement  par  les  séries  infinies*  Par  exemple,  Téqua- 
tìon  de  M.  d'Alembert  sa  transforme  en  celle-ci,  (145^),.  (W),^ 

hA  — i/i^A*H-î^/î^A^— &c=m(A— iA'-+--;î^A^  — &cO.- 
Donc  (/z  —  m)  A  —  i(/i'—  m)  A?  -t-  ^(/i^  —  m)  A^  — &c. 
=  o.  Divisant  par  A  et  transposant ,  on  a 

n—^m=:  i(n?  -*  m)  A*  ~^(n^--.  m)  A^  ^  &c.. 

Qu*on  fasse  A^  =  /,  et  cette  équation  comparée  à  l'éqUation  (P), 
(148),  en  observant  qu'ici  n —  m  tient  lieu  de  m  dans  l'èqua- 
tìon  (P),  donnera  une  autre  équation  de  la  forme  (Q)^  de  Jaquelle 
on  tirera  la  valeur  de^,  et  par  conséquent  celle  de  A. 

3(^9.  Nous  avons  donné  une  méthode  indirecte  peur  résoudre 
une  équation  quelconque.  Il  nous  reste  à  faire  voir  combien  la 
Trigonométrie  donne  de  facilité  pour  arriver  à  de  certaines  solu- 
tions qu'on  n'obtient  qu'avec  peine  par  la  voie  de  l'analyse. 

Soit  l'équation  générale 

(F) aco6.A  -H  h  sïxlA  =  /t,V^ 

de  hquelle  on  veut  tirer  k  valeur  de  Parc  A.  Je-Êns  /t  =0  m  >C 
COS. (A  co  B),  et  par  conséquent  a  cos.A  -4-  b  sin.  A  7^  m  cos.A 
C05«ftiM-  m  sin.  A  sin.B  :  m  étant  indéterminée ,  ^e  puis  supposer 
0ZSZ  m  cos.B;  substituant  cette  valeur  de  a,  réduisant  et  divisant 
par  sin.  A,  j'ai  b  =:  m  sin.B.  Cette  équation  et  la  précédente^ 
a  :=;;z  m  cos.B,  donnent  m  =  j~  =  -^j^,  et  par  conséquent 

(G) tang.B  =A. 

Et  puisque ,  par  la  supposition ,  cos.(A  00  B)=  -^,  substituant 
la  premiere  valeur  de  m,  j'aurai 

(H>..-- cos.(A  C/5  B)=:^^ 


I — ^ 
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des  équations  de  la  fonne  (F)  se  réduit  donc  à  cher* 
cher  I  Téquation  (G)  un  arc  B,  et  par  l'équation  (H)  un  arc 
A  c/>  B  :  la  différence  de  ces  deux  arcs  est  Tare  cherché  A, 

Si  quelqu'un  des  termes  du  premier  membre  de  Téquation  (F) 
étoit  négatif^  ondonneroîtT  dans  les  équations  (G),  (H),  lesîgre 
négatif  à  celui  des  coëfTlcieiits  a  et  A  qui,  dans  Téquation  (F)| 
se  trouveroU  précédé  de  ce  signe  ;  et  on  observeroit  les  règles  dei^ 
signes  (42).  • 

Cette  méthode  donne  toujours  la  valeur  de  A  moindre  que 
90^  Lorsqu'on  aura  lieu  de  croire  que  cette  valeur  doit  être  plus 
grande,  on  calculera  avec  la  valeur  trouvée  Téquation  (F)  ;  et 
si  le  calcul  ne  donne  pas  pour  n  sa  valeur  connue ,  il  s'ensuivra 
que  A  est  en  effet  obtus.  Alors  on  changera  le  signe  de  a  cos.  A 
'  dans  la  formule  (F),  ou  le  signe  de  a  dans  les  formules  (G),  (H)  t 
ces  formules  donneront  alors  le  supplément  de  la  véritable  valeur 
de  A. 

370*  Soit  maintenant  à  résoudre  Téquation 

a  tang,x  H-  b   cot-o;  =  n: 

En  multipliantiféciuation  par.  ^^  «  et  transposant ,  on  a.  tang.*;6 

—  ^  tang.o;- i==»  =—  — ,  équation  facile  à  résoudre  par  la  mé- 

ihpde  (352)1    '  *:. 

r  Si  dans  ia  proposée  les  signes  ^toîent  différents ,  on  T^ipie^ 
roit  toujoiit^^e  même  à  une  équal^n  du  second  degré ,  dont  on 
auroit  là  a#Ì2(ìon  dans  k  table  V^ 

3/1 .  Soit  enfin  proposée  Téquation  suivante  1  finie  ou  infinie  : 

(IL),,,  z  s=  £^  H^  a  sin^w  H-  b  sin.2w  -t-  c  sin.3u  -f-  &c., 

dans  laquelle  on  cherche  la  valeur  de  u.  Cette  équation  est  du 
genre  des  transcendante  (367).  La  solution  la  plus  facile  ,  dans 
les  cas  particuliers  I  est  celle  que  fai  donnée  <364).  Mais  si  Ton 

ve^jt 


i 
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veut  une  formule  générale  infinie ,  dans  laquelle  la  série  soit  con^- 
verde  analytiquement  comme  il  suit,  f* 

(L).o.  u  =2  z  ^  A  sin.z  -f-  B  sîn.az  -+-  C  sin.Sz  H-  &c., 

* 

les  méthodes  trîgonométnques  que  nous  avons  vues  jusqu'à  pré' 
sent  sont  extrêmement  laborieuses  ;  ce  qui  m'a  donné  lieu  de 
chercher  la  méthode  beaucoup  plus  simple  que  je  vais  exposer. 

Si  dans  la  série  (K)  on  substitue  les  valeurs  de  sin.u,  sin.2u, 
sin.3u,  &c. ,  données  par  la  série  (W),  (i49)>  on  aura,  en 
réuaissant  les  coëfEcients  de  chaque  puissance  de  u , 

(M)...  z  =  (i-f-  a  -t-  aè  -f-  3c  H-  8k.)  u  —  è(a  H-  2'^  -+■  3'c-f-&c.)  a' 

•   -*-  T^  (^  -+-'  2*^  -h  3*c  -+-  &c.)  u'  —  &c 
En  traitant  de  même  la  série  (L) ,  elle  deviendra 
(N). . .  M  =  (  n-^ -f- 25-4- 3C -+- &c.)  z — ^  (^ -+- 2»5 -h  3»C -H&c.)  ^ 

Poiu"  plus  de  simplicité  exprimons  ces  deux  séries  comme  il  suit: 

z  =  mu  —  nu^  -+-  pu^  —   <fu^  -+-  ru^  —   &c. 
M  ==  Mz  —  iVz'  -K   Pz^  —  Qz'  -+•  Rz9  —  &c. 

Substituons  ensuite  dans  la  dernière  les  valeurs  de  z ,  z*,  z*,  &c. , 
prises  de  la  précédente  ;  et  ordonnant  les  termes  relativement  aux 
puissances  de  u,  (14S),  nous  aurons 

Mz  =Mmu  —  Mni^  -h     Mpu^  —     Mqu''-+-      Mm' —  &c. 
^— iVz*=  —  JVot'  -^ZNiren  ^ZNmy  -hSNm^g    —  &c. 

—  3iVm/z'  ■+-6Nmnp   — &c. 

-+.      Nn^   —  &c.: 

«=(-4-Pz'=  Pm*    —  5Pm*n -^  5Pm*p    —  &c. 

-hioPmV  —  &c- 

f~^Qz''=:  —    Çm^   -^'jqm^n    —  &c., 

-Rz'=  ■+■     Rm?    —  &c.' 

,— &c. 

Ff 
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D  OÙ  nous  tirerons  par  la  méthode  exposée  (148)1 

Ttt 

N  =  —4 

p    ,__   3w*  —  pm 

12/1'  —  Bmrfp  +  ^tn* 

U     65 n*  —  BSmn^p  -^  lom'wf  ^  5m*p*  '—  /^ 

Ce  sont  les  équations  finales  du  problème^  puisquen  substituant 
dans  ces  équations  les  valeurs  de  M^  N^  P,  &c,^  m^  n^  py  Sec, 
prises  dans  les  séries  (N) ,  (M) ,  il  ne  reste  plus  qu'à  les  résoudre 
par  les  méthodes  ordinaires,  pour  en  tirer  les  valeurs  des  indéter- 
minées AyByCy  &c.  Nous  en  allons  faire  un  essai  sur  le  pro* 
blême  de  Kepler,  en  nous  bornant  à  la  quatrième  indéterminée  D. 

372,  Au  lieu  de  M  =  ^  ,  on  a  par  les  séries  (N) ,  (M)  » 


-t-  ^  -^  2B  -h  3C  -f-  40  =  - 


-h  a  +  3^  H-  3c  H"  ^d  ^ 
a  ^  ^h  -\-  \c  -\-  4d 


ou 


(0). . .  ^  ^-  25  H-  3c  H-  4i>  -  - .  :Tr  j-4  ;rr4^ • 

Au  lieu  de  iV  =  —  -^ ,  on  a  à(^  -H  85  -h  37C  -+-  64D) 


n 
m 

fl  4-  8^  4-  27c  -f-  ójd        . 

'  6(1  -h  a  4-  2^  4-  3c  -f*  4</)*  ' 


OU 


(P>..  ^  ^  85  -H  27C  -H  64Z)  = 


a  "h  8^  "h  27c  -4-  641/ 
(1  4-  a  -i-  aA  4-  3c  -h  4i/)*  * 


Gr,  dans  le  problême  de  Kepler,  a  ==  2e,  ^'=|e*  -f-èe% 
c  =  ie^,  c?  =  ^e%  (en  désignant  par  e  Texcentricité  de  l'orbite 
d'une  planète).  Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (0)  ,  et 
réduisant ,  on  a 

-«-4-2X1-!-    OU   -1-417    ,  4.ae-+-ie'4-e*-hi^' 

Qu'on  effectue  la  division,  en  négligeant  les  puissances  de  e  supé- 
rieures à  la  quatrième  que  nous  avons  prise  pour  limite,  et  on  aura 

(Q)...  ^-H25h-3C-h  4l>  =  —2eH-  le^  —  Se'H-^eV 


1 
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Pour  simplifier  de  la  même  maniere  Féquatîon  (P),  il  faut  premiò-^ 
rement  élever  à  la  quatrième  puissance  la  valeur  (i  -4-  ae  -h  |  e* 
•4-  ^  H-  Je*)  de  1  -H  a -+-  2^  H-  3c  -+-  ^d.  Dans  cette  opéra- 
tion on  peut  négliger  même  la  quatrième  puissance  de  e^  parceque 
dans  la  division  elle  n'influe  que  sur  la  cinquième.  Alors  on  a  fad- 
lement  (  i  -4-  ae  -H  |e*  H-  e^y  =  i  -f-  8e  H-  3oe^  -H  yie^. 
En  divisant  par  le  second  membre  de  cette  équation  la  valeur  de 
û  -H  8A  -H  27c  -h  6^d^  qui  est  2e  •+•  6e^  -+-  pe^  -H  iie% 
Féquation  (F)  deviendra 

(R). ..  -^  H-  85 -H  27C -4-  64D  ==  —  2e  -+-  loé*  —  29e*  -f-  65e\ 

Dans  le  problême  de  Kepler,  la  série  (K)  a  cette  propriété, 
que  les  coefficients  a,  c,  8cc. ,  correspondants  aux  multiples  im» 
pairs  de  u^  contiennent  seulement  les  puissances  impaires  de  e, 
c'est-à-dire,  de  l'excentricité,  et  que  les  coefficients  6,  ^,  &c., 
correspondants  aux  multiples  pairs  de  w,  renferment  seulement 
les  puissances  paires  de  e.  La  même  loi  doit  avoir  lieu  par  analogie 
dans  la  série  (L)  composée  sur  le  modèle  de  la  série  (K),  et  on  en 
a  la  preuve  par  l'équation  de  la  forme  (L)  déjà  calculée  par  plu- 
sieurs Mathématiciens,  d'après  d'autres  méthodes*  Si  donc  on 
admet  pour  principe  que  la  valeur  des  indéterminées  y/,  C,  doit 
être  exprimée  par  les  puissances  impaires  de  c,  et  celles  de  5,  D 
par  les  puissances  paires ,  on  pourra  tirer  la  valeur  de  ces  quatre 
inconnues  des  deux  seules  équations  (Q),  (R),  en  les  décompo- 
sant en  quatre  autres ,  comme  il  suit  : 

y^H-  3C  =  — 2e— .  3e^;  25-4-  4D  =  fe^H-  Çe^; 
-^H-27C  =  —  2e  — 29e^         85 -H  640=  loe*^-  65eU 

C'est  par  cet  artifice  que  des  cinq  équations  finales  seulement 
(371),  j'ai  tiré  la  valeur  de  9  indéterminées,  en  poussant  l'ap- 
proximation de  la  série  (L)  jusqu'à  sin. 9 2  et  à  la  9*  puissance  de 
l'excentricité,  comme  on  le  verra  (771). 

373.  Dans  l'analyse  trigonométrique  on  a  quelquefois  besoin 

Ffij 
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de  développerlesvaleurs approchées  de  sîn.(/z  sin. a), sin. (/i  còs.a); 
cos.(n  sm.â)|  co$.(n  cos.a).  En  considérant  nsm.a  comme  uà 
are,  on  a  par  la  série  (W),  (149),  ' 

sin.(/i  sìn.a)  =  n  sìn.a  —  î^îî^  H-  =1?^^  —  &c.        * 

Si  Fon  veut  cette  valeur  exprimée  non  par  les  puissances  du  sinutf 
de  a^  mais  par  les  ^u&des  multiples  de* a,  on  substituera  les 
valeurs  de sin.^ a,  sîn.^a9&c.9  prises  dans. la  table  (127)9  etToa 
aura 

sm.(n  sin.a)  ===(«-— ^-H^—&c.)sîn.a^- (J  —  ^-^^ 
H-  f -2- &cA  sm.5a  -+-  &c. 

On  développeroit  de  même  les  autres  sinus  et  cosinus  propor 
ses ,,  ea  se  servant,  pour  les  cosinus ,  de  là  série  (Y) ,  (1 54)» 
*  Il  est  facile  de  voir  que  Futilité  de  ces  opérations  dépend  de  là 

conveiçence  des  séries  formées  comme  ci- dessus,  et  que  cette 
convergence  scrfi  d'autant  plus  grande,  que  la  quantité  n  sera 
plus  petite. 


CHAPITRE     XIV. 

Définitions  y  Notions  et  Propositions  préliminaires, 
particulières  à  la  Trigonométrie  sphéricjue. 

374.  JuA  Trigonométrie  sphéricjue  enseigne  à  résoudre  les  trian- 
gles formés  par  trois  arcs  de  grands  cercles  sur  la  surface  d'une 
sphère.  Les  côtés  de  ces  triangles  sont  par  conséquent  des  arcs , 
et  s'évaluent  comme  les  angles ,  en  degrés ,  minutes ,  &c.  Trois 
parties  étant  connues  dans  un  triangle  sphérique,  la  Trigonométrie 
sphérique  donne  les  moyens  de  trouver  toutes  les  autres  dans  là 
plupart  des  cas. 
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'375.  Sì  Ton  prend  pour  centre  un  point  à  volonté  dans  Funî- 
vers ,  tous  les  points  situés  à  une  même  distance  de  ce  centre  ap- 
partiendront à  la  surface  d'une  sphère  ayant  cette  distance  pour 
rayon.  U  est  donc  indifférent  que  le  globe  sur  lequel  s'exerce  la 
Trigonométrie  sphérique ,  soit  réel  ou  seulement  imaginé ,  petit 
ou  grand ,  plein  ou  vuide  intérieurement  en  totaUté  ou  en  partie  : 
les  propositions  trigonométriques  sont  générales  pour  une  sphère 
quelconque  ;  il  suffit  que  dans  une  même  démonstration  ,  dans 
une  même  formule,  on  n'emploie  pas  en  même-temps  desspberes 
de  diverses  grandeurs ,  des  arcs  de  rayons  différents. 

376.  On  appelle  grands  cercles  ceux  qui  ont  pour  centre  et 
pour  rayon  le  centre  et  le  rayon  de  la  sphère.  Tous  les  grands 
cercles  sont  donc  égaux  entre  eux.  Si  on  conçoit  que  le  demi- 
cercle  AEDB  fasse  une  révolution  entière  autour  du  diamètre  AB,.  Fîg.4Ï 
le  point  D ,  que  je  suppose  à  égale  distance  des  points  A  et  B , 
décrira  dans  cette  révolution  ta  circonférence  d'un  grand  cercle  y 
dont  le  rayon  est  celui  CD  de  la  sphère,  et  le  centre  celui  C  de 

la  sphère.  Maïs  chaque  autre  point,  comme  E,  de  la  demi-cir- 
conférence AEDB  décrira  un  petit  cercle  ayant  pour  rayon  upe 
ordonnée  EF,  et  pour  centre  un  point  F  différent  du  centre  C  de 
la  sphère.  Il  est  évident  l^  que  les  petits  cercles  sont  égaux  entre 
eux ,  lorsqu'ils  ont  leurs  centres  à  une  même  dislance  du  centre 
dé  la  sphère  ;  2°.  que  les  petits  cercles  sont  d'autant  plus  petits 
que  leur  centre  est  plus  distant  de  celui  de  la  sphère. 

377.  Si  on  divise  une  sphère  en  deux  parties  égales,  le  plan 
coupant  passera  par  le  centre ,  et  par  conséquent  la  section  de  la 
surface  de  la  sphère  sera  un  grand  cercle.  Mais  par  chaque  point  de- 
là surface  on  peut  faire  une  section  qui  passe  par  le  centre  de  la 
sphère  et  qui  la  d^ivise  par  le  milieu  ;  donc  le  nombre  des  grandi 
cercles  de  la  sphère  est  infini. 

378.  On  sait  par  la  Géométrie  élémentaire ,  que  trois  poînts 
qui  ne  sont  pas  en  ligne  droite  déterminent  la  position  d'un  planl^ 
3i  donc  le  plan  coupant  passe  par  le  centre  de  la  sphère  et  pat 
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Flg.43  deux  points  donnés  sur  sa  sur&ce  9  la  dîrecdon  du  plan  coupant:  ^ 
et  par  conséquent  la  section  de  la  superficie ,  seront  déterminées. 
Donc  d^un  point  à  un  autre  sur  la  surface  de  la  sphère ,  on  peut 
toujours  tracer  ou  concevoir  un  arc  de  grand  cercle ,  et  il  ne  peut 
y  en  avoir  qu^un  seul, 

379.  Puisque  le  centre  de  la  sphère  est  commun  à  tous  les 
grands  cercles,  toute  ligne  d'intersection  de  leurs  plans  passera  par 
le  centre  commun ,  et  sera  par  conséiquent  un  diamètre  coounun 
à  la  sphère  et  aux  cercles  coupés.  Ainsi  ÂB  est  le  diamètre  de  la 
sphère,  du  cercle  ADBL  et  du  cercle  AGB  (duquel  la  moitié  seu- 
lement se  voit  obliquement  dans  la  figure).  Mais  tout  diamètre 
divise  la  drconfërence  en  deux  parties  égales  ;  donc  i*".  les  grandi 
cercles  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales  ;  a\  ks 
points  d'intersection  des  circonférences,  comme  A  et  B,  sontéour 
jours  distants  de  180^  l'un  de  l'autre. 

380.  On  peut  donc  renfermer  avec  deux  arcs  seulement  une 
portion  de  surface  de  la  sphère ,  pourvu  qu^ils  soient  chacun  de 
180"*.  Alors  la  superficie  comprise,  comme  AEDBKGA,  se  nomme 

fuseau. 

38 1.  On  appelle  axe  d'un  grand  cercle  celui  des  diamètres  de 
la  sphère,  qui  est  perpendiculaire  au  plan  ou  à  un  diamètre  que^^ 
conque  de  ce  cercle.  Si  on  conçoit  que  dans  la  fig.  43  le  rayon  CD 
de  la  sphère  soit  élevé  perpendiculairement  au-dessus  du  plan  sur 
lequel  est  décrit  le  grand  cercle  AEDBL ,  CD  sera  le  demi- axe 
de  ce  cercle.  De  même  AB  est  Taxe  du  grand  cercle  dont  la  cir- 
conférence passeroit  par  les  points  D  et  L ,  et  dont  le  plan  seroit 
perpendiculaire  au  cercle  ADBL. 

382.  Les  points  extrêmes  de  Taxe  ,  tels  que  A  et  B ,  se  nom- 
ment les  pôles  du  grand  cercle  dont  AB  est  Taxe.  L'arc  AD  = 
90**  =  BD  mesure  sur  la  superficie  de  la  sphère  la  distance  des 
pôles  à  la  circonférence  ;  et  par  conséquent  chaque  point  de  la 
circonférence  est  distant  de  90^  de  chacun  des  pôles.  Deux  grands 
cercles  ne  peuvent  donc  avoir  les  mêmes  pôles. 
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383.  On  peut  concevoir  une  infinité  de  petits  cercles  parallèles 
à  chaque  grand  cercle.  Si  EF  est  parallele  à  CD,  le  petit  cercle 
qui  a  pour  rayon  EF  se  nomme  et  est  en  effet  parallele  au  grand 
cercle  décrit  par  le  rayon  CD  dans  la  révolution  du  demi-cercle 
ADB  autour  de  la  droite  AB.  Or  entre  les  pôles  A  et  B  de  ce 
grand  cercle ,  on  peut  concevoir  une  infinité  d'ordonnées  à  Taxe 
AB,  parallèles  à  CD,  comme  EF.  Donc,  &c. 

U  s'ensuit  que  toute  section  de  la  sphère  est  un  cercle,  même 
lorsqu'elle  ne  passe  pas  par  le  centre ,  puisqu'on  peut  toujours 
imaginer  une  section  parallele  qui  passe  parle  centre,  (Byy). 

384.  Les  pôles  d'un  grand  cercle  sont  aussi  ceux  de  tous  s^s 
parallèles ,  et  tous  les  points  de  chaque  circonférence  sont  à  une 
même  distance  de  l'un  ou  de  l'autre  des  pôles.  Il  est  évident ,  par 
exemple ,  que  la  révolution  du  rayon  FE  autour  de  l'axe  AB  n'alr 
1ère  en  aucun  point  les  distances  EA ,  EB. 

D'après  ces  principes  il  est  aisé  de  déterminer,  avec  des  compas 
sphériques ,  sur  la  surface  d'un  globe ,  les  pôles  d'un  cercle  donné, 
ou  de  décrire  d'un  pôle  donné  un  grand  ou  un  petit  cercle. 

385.  Soit  DAE  un  arc  de  grand  cercle  décrit  d'un  rayon  CD  Fig-44^ 
de  la  sphère  ;  et  soit  DBE  un  arc  terminé  aux  mêmes  points  D,  E , 

mais  décrit  d'un  rayon  plus  petit  FE.  On  "voit,  par  l'opération 
même  du  compas ,  que  l'arc  décrit  d'im  rayon  plus  petit  a  une 
courbure  plus  grande.  Donc  l'arc  du  grand  cercle  esi  le  plus  court 
ijuon  puisse  mener  d'un  point  à  un  autre  sur  une  surface  sphé' 
rique^ 

L'arc  de  grand  cercle  est  la  mesure  naturelle  et  unique  de  toute 
distance  sphérique ,  parceque  c'est  une  mesure  constante. Les  petits 
cercles  (376)  étant  au  contraire  inégaux,  la  Trigonométrie  n'en 
fait  aucun  usage.  Aussi  quand  nous  parlerons  simplement  de  cer-^ 
clés  ou  d'arcs,  nous  entendrons  toujours  les  grands  cercles  ou  les 
arcs  de  grands  cercles. 

386.  Considérons  dans  la  fîg.45  le  fiiseau  AEDBKGA  de  la 
£g.  43 }  et  cherchons  à  évaluer  l'angle  formé  sur  la  surface  de  la^ 
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L  Fîg,45  sphère  parla  renconhe  de  deux  arcs,  par  exemple  Tangle  DAM, 
H^  Il  est  clair  que  l'angle  DAM  est  le  même  que  Tangle  EAG  :  U 

^1^  grandeur  d'un  angle  sphérique  ,  de  même  que  la  grandeur  d'un 
^^^B  angle  rectUIgne,  est  indépendante  de  celle  des  côtés;  puisqu'un 
^^^^  angle  sphérique  n'est  que  l'ouverture  ou  VincUnaison  mutuelle  de 
^H  deux  arcs^  considérée  ddns  les  points  immédiatement  contigus  à 

^^  celui  dans  lequel  ils  se  rencontrent.  Maïs  Fare  infiniment  petit  se 

\  ,  confond  avec  sa  tajigente  ,  puisqu'ils  ont  leur  origine  au  même 

I  point,  et  qu'ils  sont  Vun  et  Tautre  perpendiculaires  au  rayon  qui 

\  aboutit  à  ce  point.  Donc  un  angle  sphérique  quelconque,  EAG  , 

^B  formé  par  le  concoui^  de  deux  arcs  AE ,  AG ,  est  le  même  que 

^m  l'angle  formé  par  le  concours  des  tangentes  de  ces  deux  arcs.  Or 

r  les  tangentes  des  arcs  AE ,  AG ,  sont  respectivement  parallèles  aux 

r  rayons  CD,  CM,  qui  sont  perpendiculaires  à  AC,  en  supposant 

AD  =  90**  :=  AM.  Par  conséquent  l'angle  formé  par  ces  tangentes 
sera  égal  à  DCM.  Mais  cet  angle  ayant  son  sommet  au  centre  de 
la  sphère,  il  a  pour  mesure  l'arc  DM.  Donc  i"*.  un  angle  sphérique 
a  pour  mesure  rare  compris  entre  ses  côtés  ^  à  ^o""  de  distance  dû 
leur  intersection. 

387.  L'angle  DCM  est  aussi  celui  qui  sert  de  mesure  à  Tindî- 
naison  mutuelle  des  deux  plans  AEDB,  AGRB.  Si,  pour  mesurer 
cette  inclinaison ,  on  prenoit  un  angle  quelconque  formé  par  des 
lignes  non  perpendiculaires  à  la  commune  section  AB ,  les  lignes 
diversement  inclinées  donneroient  des  angles  différents ,  qui  paît 
conséquent  ne  seroient  pas  propres  à  fixer  une  quantité  déter- 
minée pour  ririclinaison  des  deux  pkns.  Et  en  effet ,  quand  deux 
plans  sont  perpendiculaires  l'un  à  l'autre  ,  leur  angle  d'inclinaison 
est  nécessairement  droit  ;  or  il  est  facile  de  voir  qu'il  ne  seroit  pas 
droit ,  si  on  le  considéroit  formé  par  des  lignes  qui  ne  seroient 
pas  perpendiculaires  Tune  et  l'autre  à  la  commune  section.  Donc 
2^  un  angle  sphérique  a  pour  mesure  VincUnaison  des  plans  dés 
deux  arcs  qui  le  forment. 

388.  En  appliquant  à  Tangle  DBM  tout  ce  que  nous  venoni 

de 


-a 


331   LA  Trigonomiêtrie    SPHÌRIQUE.  233 

de  dire  (  38^,  387  ),  on  démontrera  de  même  qu'il  a  aussi  pour  me- 
sure Tare  DM.  Donc  l^  les  circonférences  de  deux  cercles  formenc 
deux  angles  égaux,  aux  deux  points  de  leur  intersection  ;  o?.  ces 
deux  points  sont  les  pôles  (379 ,  382)  de  l'arc  qui  sert.de  mesure 
commune  à  ces  deux  angles. 

389.  Pour  qu'un  angle  sphérique  soit  de  90"*,  il  faut  donc  que 
ses  côtés ,  prolongés  s'il  est  nécessaire,  passent  par  les  pôles  Tun 
de  l'autre.  En  effet  l'inclinaison  des  plans  est  visiblement  égale 
à  celle  de  leurs  axes  (38i)  ;  si  donc  deux  plans  sont  perpendi- 
culaires entre  eux ,  l'axe  de  l'im  sera  nécessairement  dans  le  plan 
de  l'autre. 

Ainsi,  dans  la  pratique,  si  l'on  veut  former  un  angle  droit  à 
l'extrémité  D  d'un  arc  DE  ,  on  prendra  sur  DE ,  prolongé  s'il  le 
Êiut ,  un  arc  DA  ==  90°.  Ensuite  du  point  A  pour  pôle  et  de  l'in* 
tervalle  AD ,  on  décrira  un  arc  DM  ;  et  on  aura  ADM  ==  90% 
puisque  DE  prolongé  passe  par  le  pôle  A  de  l'arc  DM ,  et  que 
DM  prolongé  jusqu'à  ce  qu'il  fût  de  90"*,  se  termineroit  à  un  point 
distant-,  par  la  construction,  de  90**  des  points  A  et  D,  et  qui 
par  conséquent  (382 ,  878)  seroit  le  pô||  de  l'arc  DE. 

390.  On  peut  donc ,  d'un  point  quelconque  de  la  surface  de  la 
sphère ,  mener  un  arc  perpendiculaire  sur  un  arc  donné ,  prolongé 
s'il  est  nécessaire  ;  puisqu'il  suffit  pour  cela  de  tracer  un  arc  qui 
passe  par  le  point  donné  et  par  le  pôle  de  l'arc  donné.  D'où  il  suit 
que  tous  les  arcs  perpendiculaires  à  un  cercle  ^ont  se  couper  aux 
pôles  de  ce  cercle  ;  et  réciproquement  qu'un  arc  qui  coupe  deux 
ou  plusieurs  arcs  à  90"^  de  distance  de  leur  commune  intersection , 
les  coupe  tous  perpendiculairement.  Par  exemple  ADM  =  90* 
=  AMD. 

391.  L'arc  mené  du  pôle  d'un  cercle  au  pôle  d'un  autre  cercle  ^ 
mesure  évidemment  l'inclinaison  réciproque  des  axes  de  ces  cer- 
cles :  mais  l'inclinaison  des  axes  est  la  même  tjue  celle  des  plans 
de  leurs  cercles  respectifs  (38i)  ;  donc  la  distance  des  pôles  de 
deux  cercles  est  égale  à  Vinclinaison  de  leurs  plans. 
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392.  Loi"sque  des  petits  cercles  se  trouvent  dans  un  problème , 
on  peut  les  éliminer  de  deux  manières.  Soit  EGun  arc  de  parallele; 
au  lieu  de  cet  arc  on  peut  introduire  soit  Tare  de  grand  cercle 
compris  entre  les  mêmes  points  E,  G,  soit  l'arc  parallele  de  grand 
cercle ,  DM ,  ou,  ce  qui  revient  au  même  (386),  l'angle  au  pôle , 
EAG,  opposé  à  Fare  EG  de  petit  cercle  qu^on  veut  éliminer*  Pour 
parvenir  à  l'une  ou  à  Fautre  de  ces  substitutions  ,  il  Éiut  d'abord 
établir  le  théorème  suivant* 

On  sait  que  les  circonférences  ou  leurs  parties  homologues  ^ 
c'est-à-dire  les  arcs  d'un  même  nombre  de  degrés ,  sont  propor- 
lionnelles  aux  rayons  ;  il  s'ensuit  qu'un  arc  de  grand  cercle  est  à 
l'arc  homologue  d'un  petit  cercle  dont  le  rayon  est ,  par  exemple» 
EF,  comme  CE  est  à  EF  I  !  i  I  sin,  AE-  C'est-à-dîrc  qu'un  arc  de 
grand  cercle  esi.  à  un  arc  de  même  nombre  de  degrés  d'un  peiu 
cercle  j  comme  le  rayon  de  la  sphère  est  au  sinus  de  la  disiance  du. 
petit  cercle  à  son  pôle;  analogie  qui  donne  la  longueur  d'un  arc  de 
petit  cercle  en  parties  de  grand  cercle, 

393»  Cela  posé ^  i**.  soit  DEE  un  arc  de  petit  cercle,  au  lieu 
duquel  on  veuille  employer  Fare  DAE  de  grand  cercle  (385), 
Menant  la  corde  commune  DE,  on  aura  (247),  iDE=  CE  X 
5În.ïC  =  EF  X  sin.jF.  Mais  EF  est  égal  (392)  au  rayon  de  la 
sphère ,  multiplié  par  le  sinus  de  la  distance  du  pôle  au  petit  cercle 
dont  EF  est  le  rayon;  substituant  dans  la  dernière  équation  cette 
valeur  de  EF ,  on  en  tire  la  suivante  :  sin.;a;r  cherché  de  grand 
cercle  =  sin.ia/r  de  petit  cercle ,  sous- tendu  par  la  même  corde 
X  sin,  de  la  distance  de  ce  petit  cercle  à  son  pâle. 

394.  2^  Les  rayons  FE,  FG,  de  l'arc  de  parallele  EG,  étant 
perpendiculaires  (376)  sur  AB,  et  par  conséquent  respectivement 
parallèles  à  CD,  CM  y  l'angle  EFG  que  forment  ces  rayons  est 
égal  à  Fangle  DCM.  Il  s'ensuit  qu'un  arc  DM  de  grand  cercle  est 
du  même  nombre  de  degrés  qu'un  arc  quelconque  EG  parallele 
et  compris  entre  les  mêmes  arcs  AD  et  AM  qui  se  réunissent  à 
leur  pôle  commun  A.  On  a  donc  (392),  DM  I  EG  \\  x  \  siii.ÀE:> 


-\ 
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mais  DM  =  DAM,  (386)  ;  donc  un  arc  de  petit  cercle  égale 
r angle  au  pôle  qui  lui  est  opposé,  multiplié  par  le  sinus  de  la  dis- 
iance  de  cet  arc  au  pôle.  Au  moyen  de  cette  équation ,  on  pourra 
substituer  l'angle  au  pôle  au  lieu  de  l'arc  opposé  de  petit  cercle. 

SpS.  Si  dans  l'analogie  (394)  on  écrit  (42),sin.9o''  ou  sin.  AD  , 
au  lieu  de  1 ,  on  pourra  l'exprimer  généralement  comme  il  suit  : 
les  arcs  homologues  parallèles  sont  entre  eux  comme  les  sinus  des 
distances  respectiç^es  au  pôle  commun. 

3^6.  La  plus  grande  distance  entre  deux  cercles  ADB ,  AMB , 
(ou  la  plus  grande  largeur  d'un  fuseau  quelconque  AEDBRGA) 
est  à  90**  des  points  d^ intersection  de  ces  deux  cercles.  Car  la  pro- 
portion DM  \  £G  !I  1  I  sin.AE,  (394),  fait  voir  que  comme 
aucun  sinus  n'est  plus  grand  que  le  rayon,  de  même  l'arc  EG  de 
parallele ,  quelle  que  soit  sa  distance  du  pôle ,  ne  sera  jamais  plus 
grand  que  DM.  Il  en  seroit  de  même ,  et  à  plus  forte  raison  (  385  ), 
si  EG  étoit  un  arc  de  grand  cercle. 

Nous  n'en  dirons  pas  plus  sur  la  comparaison  des  petits  et  des 
grands  cercles. 

397.  Si  l'on  entend  bien  les  principes  que  nous  venons  de 
développer  avec  quelque  étendue,  il  ne  restera  aucune  difficulté 
dans  la  Trigonométrie  sphérique  ;  tout  ce  qui  suit  est  appuyé  sur 
ces  principes. 

Puisque  l'angle  rectUigne  que  font  ensemble  les  tangentes  de 
deux  arcs  au  point  de  leur  intersection,,  est  égal  à  l'angle  sphé- 
rique formé  par  ces  mêmes  arcs  (386),  les  propriétés  suivantes  des 
angles  rectilignes  conviennent  nécessairement  aux  angles  sphéri- 
ques. 

l^  Un  angle  sphérique  est  toujours  moindre  que  de  i8o*. 

2*^.  Un  arc  qui  tombe  sur  un  autre  arc  fortie  deux  angles,  égaux 
ensemble  à  deux  droits. 

3*".  Les  angles  opposés  au  sommet  que  forment  deux  arcs  qui  se 
coupent ,  sont  égaux. 
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4^  La  somme  des  angles Jformés  par  riiitersectîon  de  deux  ares 
est  de  36p^ 

398.  Pour  enfermer  avec  trois  arcs  une  portion  de  surface  de 
la  sphère  ^  c^est-à-dire  pour  former  un  triangle  sphérique  j  il  est 
Fig.45  nécessaire  que  deux  arcs,  par  exemple  AN,  AK,  soient  coupés 
par  un  troisième  comme  NK,  avant  que  les  deux  premiers  se  réu- 
nissent (38o)  au  point  B ,  à  iSo*"  de  Fautre  point  A  d'intersection. 
Ce  que  nous  disons  de  AN  et'  AK  est  également  vrai  de  AN  et 
NK,  ainsi  que  de  AK  et  NK.  Donc  un  câté  quelconque  de  inangk 
sphérique  est  nécessairement  moindre  que  de  l8o^ 

Cette  r^e  et  la  suivante  expriment  deux  conditions  saens  les- 
quelles il  n^est  pas  possible  de  construire  un  triangle  sphérique 
avec  trois  arcs  donnés. 

-  399.  Puisque  Tare  qui  passe  d^un  point  à  un  autre  est  sur  là 
sphère  la  mesure  la  plus  courte  de  la  distance  de  ces  deux  points 
(385),  un  côté  quelconque  d'un  triangle  sphérique  est  nécessid^ 
rement  moindre  que  la  somme  des  deux  autres  côtés. 

400.  Donc  NK  est  <  (BN  -h  BK).  Mais  BN  ^-  BK  =: 
360*^  —AN  —  AK;  donc  (NK  -4-  AN  -4-  AK)  est  <  36o%  ou  la 
sómme  des  trois  côtés  d'un  triangle  sphérique  est  toujours  moindre 
que  de  360^*. 

401.  La  somme  des  trois  angles  est  toujours  moindre  que  de 
540%  (397,  1*)  :  nous  allons  prouver  qu'elle  surpasse  toujours 
180'' Ì  ce  qui  forme  une  différence  essentielle  entre  les  triangles 
sphériques  et  les  rectilignes. 

Fïg.46  402:.  Dans  un  triangle  sphérique  quelconque  ABC ,  si  on  prend 
successivement  pour  pôle  les  sommets  des  trois  angles  A,  B ,  C^ 
et  qu'on  décrive  à  90*"  de  dislance  les  arcs  DE,  EF,  DF,  ces  arcs 
formeront  par  leur  rencontre  un  triangle  comme  DFE» 

Par  cette  construction  le  point  E  est  à  90**  des  points  A  et  B  ; 
donc  E  est  le  pôle  (382 ,  378)  de  Tare  AB.  Par  la  même  raison, 
D  est  le  pôle  de  AC ,  et  F  le  pôle  de  BC. 

Du  pôle  E  prolongea  AB  jusqu'en  G,  et  du  pôle  D  prolongeât 
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AC  jusqu^en  H;  vous  aurez  par  la  construction  GE  ==  90**  =  DH. 
Donc  GE  -H  DH  =  180**  =  GE  -4-  DG  -h  GH  =  DE  h-  GH. 
Mais  GH  est  la  mesure  de  Tangle  A,  (386)  ^  donc  DE  est  le  sup- 
plément de  A. 

On  trouvera  de  même  que  EF  est  le  supplément  de  B ,  et  DF 
de  G. 

Maintenant  si  du  pôle  E  on  prolonge  GA  jusqu'en  L ,  GL  sera 
la  mesure  de  Fangle  E.  Mais  GA  =r  90P  =  BL ,  et  par  conséquent 
GA  -+-  BL,  ou  GL  h-  AB  ==  l8o^  Donc  l'angle  E  est  supplé- 
ment de  l'arc  AB. 

On  trouvera  de  même  que  D  est  supplément  de  AC  ^  et  F 
de  BC. 

Donc  les  angles  et  les  côtés  du  triangle  DEF  sont  les  supplé- 
ments des  côtés  et  des  angles  respectivement  opposés  dans  le 
triangle  ABC,  et  vice  versa.  On  doit  faire  attention  à  cette  pro- 
priété des  triangles  DEF,  ABC,  (dont  l'un  se  nomme, -relative- 
ment à  l'autre,  triangle  polaire  ou  supplémentaire)  j  parcequ'elle 
est  d'un  grand  usage  dans  la  Trigonométrie  sphérique.  Nous  allons 
dans  ce  moment  déterminer  sans  peine,  par  le  moyen  de  cette  pro» 
priété,  quelle  est  la  limite  en  moins  de  la  somme  des  trois  angles 
d'un  triangle  sphérique. 

4o3.  Puisque  les  trois  côtés  DE ,  EF,  DF  sont  suppléments  des 
trois  angles  A,  B,  C,  il  en  résulte  que  DE  -H  EF  ^-'  DF  -f-  A  -+* 
B  H-  C  =  &io\  Mais.(DE  -f.  EF  -H  DF)  est  <  36o%  (400). 
Donc  1*".  la  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  sphérique  sur-- 
passe  toujours  180^.  Et  il  en  résulte  2^  que ,  si  le  triangle  est  èqui-- 
latere ,  V angle  formé  par  la  rencontre  de  deux  arcs  est  plus  grand 
que  V angle  rectiligne  formé  par  leurs  cordes. 

404-  Lorsque  chacun  des  côtés  AB  y  AC,  BC  est  moindre  que 
de  90"",  chacun  des  angles  du  triangle  supplémentaire  DEF  est  plus 
grand  que  90^.  Et  si  les  angles  A,  B,  C  sont  tous  aigus,  chacun 
des  côtés  du  triangle  DEF  sera  de  même  plus  grand  que  90"*.  Enfin 
lorsque  chacun  des  côtés  AB,  AC ,  BC  sera  de  90°,  le  triangle  ABC 
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se  confondra  avec  le  triante  supplémentaire.  Donc  un  triàngtê 
sphértque  peut  awir  ses  angles  ei  ses  côtés  tous  égaux  à  po'",  ou 
tous  plus  petits  ou  tous  plus  grands  que  ^''. 

405.  Donc  (4o3,  4<>^)  ^^  somme  des  trois  angles  d'un  triangle 
sphérique  peut  wmer  de  180''  jusqu'à  B^d"  exclusivement.  Par 
conséquent  de  la  connoissance  de  deux  angles  on  ne  peut  pas  dé- 
duire la  valeur  du  troisième  y  comme  dans  la  Trigonométrie  recti- 
Bgne  :nnais  en  échai^e  on  a  cet  avantage»  que  les  trois  angles  étant 
donnés,  on  peut  trouver  la  valeur  d^un  côté  quelconque  »  comme 
nous  le  verrons  en  son  lieu. 

406.  Qu^on  observe  combien  les  variations  des  an^es  difie- 
rent  de  celles  des  côtés.  Si  les  côtés  sont  infiniment  petits ,  ils  ne 
surpassent  leurs  cordes  respectives  que  de  quantités  infiniment 
petites  du  troisième  ordre,  du  cinquième  ordre,  &c.  (iSa).  Le 
triangle  peut  donc  alors  être  considéré  comme  rectiligne,  et  par 
conséquent  la  somme  des  angles  est  de  iSo**.  C'est-Iàlecas  dek 
moindre  grandeur  possible  tant  des  côtés  que  des  angles.  Suppo- 
sons maintenant  que  le  triangle  infiniment  petit  croisse  jusque  ce 
que  chacun  des  côtés  soit  de  po'*.  Alors  chacun  des  angles  sera 
droit  (404)  ;  ensorte  que  la  somme  des  angles  sera  accrue  de  90^, 
tandis  que  celle  des  côtés  sera  augmentée  à  très  peu  près  trois  fi)is 
autant  :  le  contraire  anive  si  Taccroissement  des  côtés  continue, 
puisque ,  quel  qu'il  soit ,  jamais  il  ne  sera  de  90**  pour  les  trois 
côtés  à  la  fois  (400)  ;  tandis  que  celui  des  angles  peut  être  à  très 
peu  près  de  trois  fois  90**,  (4o5). 

407.  Ùeux  triangles  sphériques  sont  égaux ^  lorsque  les  trois 
cotés  de  Vun  sont  respectii^ement  égaux  aux  trois  côtés  de  l'autre. 
Car  en  posant  les  côtés  égaux  Tun  sur  l'autre ,  il  est  aisé  de  se 
convaincre  qu'ils  coïncideront  dans  tous  leurs  points.  D'où  il  suit 
que  les  angles  seront  respectivement  égaux. 

'  408.  Si  dans  deux  triangles  sphériques  les  angles  sont  respectr- 
vement  égaux ,  leurs  triangles  polaires  auront  les  côtés  respective- 
ment égaux ,  comme  suppléments  d'angles  égaux.  Donc  les  deux 
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triangles  polaires  auront  leurs  angles  respectivement  égaux  (407). 
Par  conséquent  les  suppléments  de  ces  angles ,  qui  sont  les  côtés 
des  triangles  donnés,  seront  respectivement  égaux.  Donc  (407) 
deux  triangles  sphénques  sont  égaux  ^  si  les  trois  angles  de  l'un 
sont  respectis^ement  égaux  aux  trois  angles  de  Vautre.  Cest  encore 
une  différence  essentielle  entre  les  triangles  sphériques  et  les 
triangles  rectilignes. 

409.  Deux  triangles  sphériques  sont  de  même  égaux  i"*.  lors-- 
qu'ils  ont  deux  cotés  et  l'angle  compris  respectis^ement  égaux  ; 
a*,  lorsqu'ils  ont  deux  angles  et  le  côté  compris  respectivement 
égaux;  3°.  lorsqu'ils  ont  deux  côtés  et  les  deux  angles  opposés  res- 
pectivement égaux. 

Ces  trois  propositions  se  démontrent  par  la  superposition  , 
comme  dans  les  triangles  rectilignes. 

410.  On  peut  toujours  j  par  trois  points  donnés  sur  la  surface 
d'un  globe ^  faire  passer  un  cercle,  lequel  sera  un  grand  cercle  dans 
le  cas  seulement  où  les  trois  points  donnés  seront  tous  trois  dans 
un  même  plan  passant  par  le  centre  de  la  sphère  (378). 

En  effet  soient  A,  B,  C  les  trois  points  donnés.  Menez  les  p 
arcs  de  grand  cercle  AB ,  BC  ;  par  les  points  du  milieu  de  chacun 
de  ces  arcs ,  c'est-à-dire  par  E  et  par  D ,  élevez  les  arcs  perpendi- 
culaires EP,  DP  qui  se  rencontreront  en  un  point  quelconque  P  ^ 
et  menez  les  arcs  AP,  BP,  CP. 

Les  deux  triangles  APE,  BPE,  rectangles  en  E,  seront  égaux 
(409,  1^)  ;  donc  AP  =  BP.  On  a  de  même  BP  =  CP.  Donc  si, 
de  l'intervalle  AP  =  BP  =  CP,  et  du  point  P  pour  pôle ,  on 
décrit  un  cercle ,  il  passera  par  les  points  A ,  B ,  C. 

On  peut  donc  toujours  circonscrire  un  cercle  à  un  triangle  sphé^ 
rique  quelconque. 

4  j  I .  Les  angles  à  la  base  d'un  triangle  isoscele  sont  égaux. 

En  effet  si  AB  =  AC,  qu'on  prenne  à  volonté  AD  =  AE,.  Fig.4& 
et  que  l'on  mene  les  arcs  BD ,  CE.  Les  triangles  ABD,  ACE  sont 
égaux  (409 1  x*".).  Donc  BD  =  CE.  Par  conséquent  les  triangles 
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BCE,  BCD  sont  égaux  (407).  Donc  les  angles  lioinologiies  sont 

égaux;  et  par  conséquent  EBC  :=:  DCB,  ou  ABC  :=  ACB, 

Au  moyen  du  triangle  supplénientaîre  >  on  démontre  facilement 
la  proposition  inverse  ;  c'est-à-dire  que  si  un  triangle  sphérique  a 
deux  angles  égaux  y  les  deux  cotés  opposés  sont  égaux  entre  eux. 

412.  De -là  il  suit  que  dans  tout  triangle  sphcrique  les  côtés 
égaux  sont  opposés  à  des  angles  égaux ,  et  réciproquement  ;  en* 
sorte  que  tout  triangle  sphérique  écjuiangle  est  aussi  equilatere^  ei 
réetproquemenL 

4 13.  Dans  tout  triangle  sphérique  le  plus  giand  coté  est  opposi 
an  plus  grand  angle  ^  et  le  plus  petit  coté  au  plus  petit  angle* 

rîg*49        Soit  BAC  >  B  :  meneau  un  arc  AD ,  de  sorte  que  A  =  B  ; 

.  vous  aurez  AD  =  BD  »  (411).  Donc  BC  =  AD  H-  DC.  Mais 

I  (  AD  H-  DC)  est  >  AC ,  (  3<^9)  ;  donc  BC  est  >  AC.  C'est  ce  que 

L nous  avions  à  démontrer, 

^^B  414.  Dans  tout  triangle  sphérique  t angle  extérieur  est  plus 

^^^m        petit  que  les  deux  intérieurs  opposés. 

^^^  D  -H  ADC  ===  i8o^  (397,  2^),  Mais  (A  -h  B  -4-  D)  est  > 

^  x8o%  (4o3)  :  donc  (A  -+-  B  H-  D)  est  >CD  ^  ADC),  ou 

(A  H-  B)  est  >  ADC  ;  ce  qu'il  s'agissoit  de  démontrer;, 
flg.45  4i5.  Si  A  et  B  sont  les  pôles  d'un  arc  DM ,  chacun  des  arà 
AD,:AM,  BD,  BM  est  de  90**,  et  par  conséquent  (4C7)  les 
triangles  ADM ,  BDM  sont  égaux ,  et  chacun  d'eux  est  k  moitié 
du  fuseau  AEDBMGA.  Si  on  imagine  un  arc  qui ,  partant  du  point 
•^  A ,  vienne  partager  par  le  mifieu  l'arc  DM ,  le  demi-fuseau  ou  te 

triang^  ADM  sera  divisé  en  deux  triangles  égaux  (407).  Il  en  sera 
4e  même  du  triangle  BDM,  si  on  prolonge  jusqu'au  point  B  l'arc 
supposé.  Donc  un  demi-cercle  qui  partage  également  l'arc  DM  ^ 
et  qui  se  termine  aux  pôles  A  et  B  de  cet  arc ,  divise  en  deux 
fuseaux  égaux  le  fiiseau  AEDBMGA.  Donc  les  fuseaux  sont  entre 
eux  comme  les  arcs  DM  qui  mesurent  leur  plus  grande  largeur 
(396).  Si  l'arc  DM  croît  jusqu'à  36o%  le  fiiseau  AEDBMGA  de- 
vient  évidemment  égal  à  toute  la  6urâice  de  la  spherç.  Donc  la 
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surface  de  la  sphère  est  à*3(îo'*  comme  un  fuseau  quelconque  est 
à  Parc  DM  qui  mesure  la  plus  grande  largeur  de  ce  fuseau.  Mais 
DM  est  aussi  la  mesure  (386)  de  l'angle  DAM  ou  DBM  d'un 
fuseau  quelconque  AEDBMGA.  Donc  la  surface  d'un  fuseau  quel- 
conque pourra  toujours  se  trouver  par  l'analogie  suivante  :  36o** 
sont  à  la  surface  delà  sphère  comme  V  angle  d'un  fuseau  à  la  sur- 
face de  ce  fuseau.  Cette  analogie  sera  encore  utile  pour  déterminer 
facilement  la  surface  d'un  triangle  sphérique  quelconque  (499)- 

4 1 6.  Si  A  et  B  sont  les  pôles  du  globe  terrestre,  ensorte  que 
AB  soit  l'axe  autour  duquel  se  fait  la  rotation  diurne  de  la  Terre , 
le  cercle  auquel  appartient  l'arc  DM  se  nomme  Véquateur;  tous 
les  cercles  qui  passent  par  les  pôles  ,  comme  ADB ,  AMB  ,  se 
nomment  méridiens  ou  cercles  horaires ,  et  la  position  géogra- 
phique d'un  lieu  se  fixe  de  la  maniere  suivante.  Soit  A  le  pôle 
arctique ,  B  l'antarctique,  le  point  G  la  ville  de  Paris  sur  le  globe 
teirestre ,  et  ADB  le  méridien  qui  passe  par  l'isle  de  Fer ,  lequel 
*a  été  adopté  pour  premier  méridien  par  un  grand  nombre  de  Géo- 
graphes. L'arc  GM  qui  hiesure  la  distance  du  point  G  à  l'équateur, 
■est  ce  qu'on  appelle  la  hauteur  du  pôle  ou  la  latitude  géographique 
boréale  de  Paris,  laquelle  est  de  48''  5o';  et  l'arc  DM  qui  mesure 
la  distance  du  méridien  AGMB  du  lieu  G  au  premier  méridien  , 
se  nomme  la  longitude  géographique  de  Paris,  el  elle  est  de  20"*. 
la  latitude  des  lieux  situés ,  comme  le  point  K ,  entre  l'équatèur 
et  le  pôle  antarctique ,  se  nomme  latitude  australe.  Ce  sont  ces 
deux  données,  la  longitude  et  la  latitude ,  qui  déterminent  la  posi- 
tion exacte  d'un  lieu  quelconque  sur  une  carte  géographique. 

De -là  vient  que  les  distances  à  la  perpendiculaire  (  341)  ré-, 
duites  en  degrés,  minutes,  &c.  (290),  s'appellent  encore  dij^é- 
renées  de  latitude;  et  les  distances  à  la  méridienne  (34i),  diffë- 
renées  de  longitude.  Ces  dénominations  sont  à  la  vérité  impropres 
et  inexactes,  et  nous  donnerons  (533)  un  exemple  des  corrections 
convenables  pour  obvier  à  ce  défaut  d'exactitude. 

Hh 


Résolution  des  Triangles  sphériques  rectangles. 


417*   Un  triangle  sphérîque  peut  avoir  deux  de  ses  an^es  et 
même  ses  trois  angles  (4^»^)  de  90^ 
*     ,  Or  1^  si  chacun  des  trois  angles  est  droit,  chacun  des  côtés  est 

aussi  de  90%  et  réciproquement,  (4^4)'  Dans  ce  cas  on  n  a  point 
de  solution  à  chercher;  toutes  les  parties  du  triangle  sont  évidem- 
ment connues,  a^  Si  deux  angles  sont  droits,  les  côtés  opposés 
sont  aussi  de  90%  et  réciproquement,  (SSp,  390).  Mais  ces  don- 
,  >        nées  ne  suffisent  pas  pour  faire  connoître  le  troisième  côté  et  Tan- 

•  gle  opposé:  on  sait  seulement  (386)  qu'alors  cet  angle  et  ce  côté 
sont  égaux  entre  eux. 

4i8,  Enfin  si  le  triangle  sphérique  n'a  qu'un  angle  droit  ^  sa 
résolution  dépend  de  deux  théorèmes  fi>ndamentaux,  dont  le  se- 
cond donne  ordinairement  beaucoup  de  peine  aux  Commençants» 
Je  prends  la  démonstration  du  premier  dans  les  Élémenu  d^  Ma^, 
thématiques  de  M«  TAbbé  Marie,  et  j'espère  ^nroir  réduiHì||le  du 

*  second  au  même  d^é  de  clarté  et  de  simplicité* 

Fîg.So  Soit  £  le  centre  de  la  sphère ,  et  soient.sur  la  sur&ce  trois  arcs 
AB,  AC,  .BC,  qui  fcnment  un  triangle  rectangle  en  A^  Qu'on  pro^ 
longje  chacun  des  arcs  BA,  BC  jusqu'à  ce  qu'on  ait  3H  s=:  ^,  =3: 
BF,  On  aura  i\  BEF  =90*'=  BËH,  puisque  (^  angles,||^iit 
mesurés  par  les  arcs  de  90%  BF,  BH;  par  conséquent  F£v  H^ 
wnt  perpendiculaires  à  BE  :  a^.  FE  ==  HE  =  CE  =  AE  =f;  BE^ 
puisque  t(mtes  ces  lignes  sont  myons  de  la  sphère  :  3°.  FH  sera  la 
mesure  <386)  de  l'angle  ABC  que  yd  nommerai  B.  Qu'on  abaisse 
les  perpendiculaires  FG  sur  EH^  CL  sur  A£>  CD  sor  fi£  ;  qu'on 
inene  la  Kgne  DL^  à  laquelle  CL  sera  perpendiculaire ,  puisque 
DL  est  dans  le  même  plan  que  AE.  Les  triangles  rectanj^es  CLD;^ 
FGE  seront  semblables  et  leurs  plans  parallèles  y  CD  et  FE  étant 
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parallèles  entre  elles,  et  FG,  CL  perpendiculaires  sur  le  même 
plan  BAHE  ;  d'où  il  suit  que  DL  est  aussi  parallele  à  GE ,  et  per- 
pendiculaire à  B£. 

Cela  posé,  DC  I  CL  :  I  FE  :  FG.  Mais  DC  est  le  sinus  de 
BC ,  CL  le  sinus  de  AC ,  FG  le  sinus  de  FH  ou  de  B.  Donc 

sin.BC  •   sin.  AC    1 1    i    I   sin.B. 

En  prolongeant  CA,  CB,  du  point  C  jusqu'à  ^^  on  trouve- 
roit  par  la  même  méthode  que 

sîn.BC  I    sin. AB   II    i  l  sin.C. 

Donc ,  premier  théorème  ;  dans  tout  triangle  sphénque  rectangle 
le  sinus  de  rhypothénuse  est  au  sinus  d'un  côté,  comme  le  rayon 
est  au  sinus  de  l'angle  opposé  au  même  côté. 

419.  Les  triangles  rectangles  EDL,  ELC  donnent  (211 ,  210) 
EL  =  -r^  =  7-^^  MaisDL  I  CL  :  I  GE  :  FG  1 1  i  : 

sin.DËL  tang.CEL 

tang.FEH  1 :  1  I  tang.B.  Donc  -^^  =  j^^.  Mais  DEL=: 
AB  et  CEL  =  AC.  Donc 

1    \  tang.B  \\  sin. AB  \   tang.AC. 

fr  par  conséquent,  second  théorènie;  dans  tout  trianglç  sphérâflue 
rectangle  le  rayon  est  à  la  tangente  d'un  angle  ,  comme  le  sinus 
du  côté  adjacent  est  à  la  tangente  du  côté  opposé. 

420.  Ce  théorème  fait  voir  que  dans  les  triangles  sphériques 
rectangles,  un  côté  quelconque  est  de  la  même  espèce  que  l'angle 
opposé)  puisque  tang.B  et  tang.  AC  ont  un  même  signe  dans  Fana^ 
logie ,  et  que  par  conséquent  Tune  ne  peut  devenir  négative  que 
l'autre  ne  le  devienne  aussi. 

Les  règles  ordinaires  des  signes  suffisent  pour  déterminer  Tés- 
pece  de  la  chose  cherchée  dans  tous  les  cas  non  douteux ,  et  pour 
dispenser  de  former  des  règles  particulières  et  d'indiquer  l'espèce 
dans  chaque  cas,  comme  on  le  fait  ordinairement. 

421.  Pour  qu'on  puisse  connoître  d'un  coup-d'œil  tous  les  cas 
douteux  ;  supposons  KN  perpendiculaire  sur  ADB  :  les  triangles 

Hh  ij 


1^.45^  ANK;  BNK-iPectettgle»  en  N"  a  NK  commun  et 

KAN  =  I^N,  (388).  Oïl  vmt  -qtt'àkMrS  la  connoîssance  des  va- 
leurt  de-^Nll  et  de  Tai^e  opposé  né  détermine  pas  auquel  des 
dei»  iaâai^iai  ces  dóm 

les  diioefistances  dit  problème  ne  lerent  pas  rincertltude,  on  ne 
^     peut  savoir  par laTt^onométrie  si  rhypothéause  est  moindre  que 
dé^9ofi  cpmine  J3K  t  ou  plus  g^de  comme  AK,  e£  de  même  si 
^"  k^côté  étr^g^e  inconnus  sont  BN  et  BKN,  ou  leurs  suppléments 

AN  et  AKN.  Conchiops  qu^iM  (m^  et  le  cdié  opposé  étan  t  donnés^ 
•  feiq^sep  de  chacune  dès  autres  parties  dun  triangh  sphêrique  ree- 

imile  esid^ààûse. 
\  4^!à«  CoiÀine  uâ  sinus  ne  peu  t  jamais  être  plus  grand  que  te 
f%.5a  i«r|i^n ,  on.  ne  peut  jamais  avoir ,  dans  P analogie  (419),  tang.  AC 
^^  |ai^»B«^MsÉs  i^  et  B  ^nt  toufours  de  la  même  espece  (420). 
BraScIilMr  kàiâimgiesèphériques.mctangies  un  angle  obUcjue  ne 
pmtjpmaàét^M^  petit  s'il  est  aijpij  plus  grand  s'il  ast  obius^ 
qm  le  côté  qut*0Ê^  opposé. 

4a3.  Laré^e  (4^0)  Eut  voir  que  Tare  perpendiculaire,  sll  est 
moindre  que  de  90*,  est  le  plus  court ,  et  s'il  est  plus  grand  qM 
*  de  90**,  le  plus  long  qu*on  puisse  mener  sur  la  sphère  d*un  po^ 

donné  à  un  cercle.  En  effet,  dans  le  premier  cas  il  sera  opposé  à 
un  angle  aigu,  et  par  conséquent  il  sera  moindre  (4i3)  que  tout 
autre  arc  mené  du  point  donné  au  même  cercle,  lequel  arc  sera 
^rhypothénuse  du  triangle  résultant  de  cette  canstruetîon.  Dans  le 
second  cas ,  il  sera  opposé  à  un  angle  obtus,  et  dès-lors  plus  grand 
qu*une  hypothénuse  quelconque.  Donc  dans  un  triangle  sphérique  ' 
rectangle  tout  côté  moindre  que  de  90**  est  plus  petit  que  Thypo^ 
thènuse,  et  tout  côté  plus  grand  que  de  90**  est  plus  grand  que 
Vhypothénuse. 

424.  Puisque  (418),  FG  :  CL  :  :  FE  :  DC  ::  sîn.BF  : 
sin.BC,  il  s'ensuit  que  les  distances  FG,  CL  de  deux  cercles  en 
divers  points ,  mesurées  par  des  lignes  perpendiculaires  au  pkn  de 
Tun  BH  des  deux,  sont  proportionnelles  aux  sinus  des  distances^ 
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BF,  BC  entre  ces  points  et  le  point  B  de  l'intersection  des  deux 
cercles ,  mesurées  sur  l'autre  BF  de  ces  cercles, 

425.  Si  les  trois  côtés  du  triangle  sont  infiniment  petits ,  les 
arcs  se  confondront  avec  leurs  sinus  et  tangentes  (i52,  i53),  et 
le  triangle  sera  rectiligne.  En  effet ,  en  mettant  dans  les  analogies 
(418,  419)  l^s  côtés  au  lieu  de  teiurs  sinus  et  tangentes,  on  a 
BC  I  AC  ;i  1  I  sin. B,  et  i  l  tang.B  II  AB  I  AC,  c'est-à-dire 
précisément  les  proportions  d'un  triangle  rectiligne  ABC  rectangle 
en  A,  (21 3;  10%  i').  C'est  ainsi  qu'on  applique  en  général  les 
formules  des  triangles  sphériques  aux  triangles  rectilignes.  Jusqu'à 
présent  on  n'avoit  pas  cru  susceptibles  de  cette  application  les  for- 
mules dans  lesquelles  entrent  les  cosinus  des  côtés.  Quelques  Au- 
teurs ont  encore  refusé  cet  avantage  aux  formules  dans  lesquelles 
entrent  les  cotangentes  des  côtés.  La  Caille  (Élém.  Astr.  Traité 
prélim.  art.  218)  paroît  êtie  de  leur  avis.  D'autres  substituent  l'in- 
fini au  cosinus  du  côté  ;  ce  qui  n'est  ni  utile  ni  trop  intelligible. 
Pour  nous ,  il  nous  semble  que  la  difficulté  n'est  qu'apparente  :  car 

cot.  du  côté  =  j^ïîp;^^  ,  et  on  peut,  au  Keu  de  ,,,^}^^^,- ,  écrire 

jj-~j^  ,  et  l'unité  au  lieu  de  cos.  du  côté  (*) ,  valeurs  qui  résultent 

de  la  considération  du  triangle  infiniment-petit  (i53  et  i54).  Mais 

avec  cette  règle  seulement,  on  ne  peut  traduire  qu'une  partie  des 
formules  sphériques  dans  lesquelles  entrent  des  cosinus  de  côté^; 
dans  le  cas  où  une  même  formule  renfermera  plusieurs  de  ces  co- 
sinus >  on  aura  recours  aux  infiniment- petits  du  second  ordre,  et 
on  substituera  au  cosinus  de  chaque  côté  les  deux  premiers  termes 
delà  série  (Y),  (i54),  c'est-à-dire  la  différence  entre  l'unité  et  la, 
moitié  du  quarré  du  côté  respectif.  Et  quand  deux  cosinus  de  côtés 
se  trouveront  multipliés  l'un  par  l'autre,  on  négligera  le  rectangle 


(*)  Cest  ce  qu'a  hix  M.  FAbbé  Boscotich  pour  les  formules  difTëren^eUes  qu'il  a  données 
dans  im  Opuscule  que  ce  célèbre  Mathématicien  m*a  envoyé  pendant  Timpression  de  cette 
Trigonométrie,  et  qui  est  le  quinzième  du  Tom.  IV  de  ses  Ouvrages  imprimés  récemment  à 
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des  deux  quarrés  de  ces  mêmes  côtés ,  qui  n'est  qu'un  infimmenC- 
^  pedt  du  quatrième  ordre.  Enfin  on  fera  chaque  tosinus  de  cAlé 
éffl  à  Punite  seulement ,  s'il  se  trouve  multiplié  par  une  ligne  tri* 
gonométrique  quelconque,  à  moins  que  cette  ligne  ne  soit  le  co- 
sinus d'un  autre  côté.  ^ 

De  toutes  les  formiiles  sphériques  que  contient  ce  Traité ,  je 
n'en  connois  jusqu'ici  que  deux  (en  exceptant  néanmoins  celles 
auxquelles  lés  triangles  rectilignes  se  refiisent  par  leur  nature)  qui 
ne  puissent  pas  se  transporter  des  triang^s  sphériques  aux  trian- 
gles rectilignes  ^  au  moyen  des  règles  que  nous  venons  d'indiquer. 
Nous  donnerons  plusieurs  exemples  de  l'application  de  ces  règles; 
et  nous  ferons  voir  (727)  quelle  utilité  résulte  de  cette  généralité 
^       des  formules  sphériques. 

En  transférant  ces  formules-  à  la  Trigonométrie  rectiligne,  nous 
supposons  les  triangles  rectilignes  infiniment  petits  :  mais  elles 
leur  convien^oient  de  même,  de  quelque  grandeur  qu'ils  fussent^ 
puisque  la  grandeur  de  ces  triangles  n'altère  pas  leur  nature.  On 
ne  peut  tirerles  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique  de  celles 
de  la  Trigonométrie  rectiligne ,  parce  que  jamais  un  triangle  rect»- 
lîgne  ne  peut  être  sphérique ,  tandis  qu'un  triangle  sphérique  ne 
peut  devenir  infiniment  petit  qu'il  ne  devienne  rectiligne. 

426.  Des  deux  théorèmes  (418,  419)  on  en  déduit  quatre 
autres ,  comme  nous  allons  le  voir. 
Fîg.Si  Soit  le  triangle  ABC  rectangle  en  A ,  dont  les  côtés  et  l'hypo- 
thénuse  prolongés  jusqu'à  90*"  seront  BE ,  BF,  AD.  D  étant  le  pôle 
de  l'arc  BF,  (389),  l'arc  décrit  du  point  B  comme  pôle  passera  par 
les  points  D,  E,  F,  (382),  et  les  angles  E,  F  seront  droits  (390). 

Par  cette  construction  on  voit  que  DE  est  le  complément  de 
EF  =  B,  CE  le  complément  de  Thy pò thénuse  BC,  AF  ==  D  le 
complément  du  côté  AB,  et  CD  le  complément  de  l'autre  côté  AC. 
Aussi  DCE  se  nomme-t-il  tnangle  complémentaire  de  ABC.  C'est 
en  appliquant  au  triangle  DCE  rectangle  en  E  les  deux  théorèmes 
(418 ,  4^9)  qu'on  en  tire  les  quatre  qui  suivent. 
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i^  Le  théorème  (418)  donne  sin. CD  I  sin. CE  W  \  \  sîn.D. 
l^renant  les  compléments  dans  le  triangle  donné  ABC ,  Tanalogie 
devient 

COS. AC  !   cos.BC  !I   1  !  cos.AB, 

Et  par  conséquent  dans  tout  tnangle  sphérique  rectangle  le  cosinus 
d'un  côté  est  au  cosinus  de  Vhjpothénuse,  comme  le  rayon  au 
cosinus  de  Vautre  côté. 

4:27-  2^  Le  théorème  (418)  donne  aussi  sinXD  \  ââda.D£  W  i\ 
sin.C.  Donc 

cos.AC  \  cos.B  II   1   I  sin.C. 

Et  par  conséquent  dans  tout  triangle  sphérique  rectangle  te  cosinus 
dun  côté  est  au  cosinus  de  l'angle  opposé,  comme  le  rayon  au 
sinus  de  l'autre  angle. 

4^8.   3^  Le  théorème  (419)  donne  1  I   tang.D  II  sin.DE  I 

tang.CE.  Donc  1  I  cot^AB  1 1  cos.B  I  cot.BC,  ou,  pour  employer 

les  tangentes, 

1  !  cos.B  1 1   tang.BC  I  tang.AB,  - 

Et  par  conséquent  dans  tout  triangle  sphérique  rectangle  la  tan- 
gente de  l'hypothénuse  est  à  la  tangente  dun  côté,  comme  le  rt^on 
au  cosinus  de  l'angle  agacent. 

429. 4^  Le  théorème  (419)  donne  aussi  1  !  tang^C  1 1  sin. CE  I 
tang.DE.  Donc  1  I  tang.C  I#  cos.BC  I  cot.B,  ou 

1  I  cos.BC  1 1  tang.C  I  cot.B  1 1  tang.B  I  cot.C. 

Et  par  conséquent  dans  tout  triangle  sphérique  reètangle  le  rayon 
est  au  cosinus  de  Thypothénuse,  corame  la  tangente  dun  angle  est 
à  la  cotangente  de  l'autre. 

43o.  Deux  choses  étant  données  dans  un  triangle  sphériquereo- 
tangle  ;  au  moyen  des  six  théorèmes  démontrés,  on  trouvera  toujours 
toutes  les  autres,  si  ce  n'est  <lans  les  cas  douteux  (417»  ^^î  A^^)* 
Les  solutions  fournies  par  CK  tbiéoréves  sont  toutes  mssémblées 
dans  la  table  suivante  ainsi  ^ue  4an«  ]a  table  VI  fcjettée  à  la  Bu 
de  cet  Ouvrage. 
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■Table  pour  la  résolution  d'un  Triangle  sphérîcj 
ABC  rectangle  en  A. 

SOmciBS.      CHiaCBiES.  FORHUIBS. 


AC  1*    sm.AC*  =  sîn.BC  sm.B* 

BC,  B  {AB  a*    tang.AB  =r  tang.BC  cos.B 

C  3*    C01.C       =  cos.BC  tang.B 


:,b| 


AB  4*    siri. AB*  =  sin.BC  sin.C* 

BC,C  {    AC  5'    tang.AC  ï=  lang.BC  cos.C 

B  6*    cot.B      =  COS.BC  tang.C 


r..^.  Ar^    •         co».BC 
COS.AC     =  rr-ÂR* 
CM.  AB 

8*    COS.B      ==  tang.AB  cotBC 

•in.AB* 


9*    sin^C*:    = 
10*    COS. AB    = 


sin.BC 
cos.BC 


COS.  AC 

BC,AC^    C  !!•    COS.C       =  tang.AC  cot.BC 

i3*    àn.BC    =  iiS- 

sin.C 

14*    sîn.AC    =  tang.AB  cot.C 
i5*    sin.B       =-^ 

COS.  AB 


l6;    sin.BC     =îi2:^ 

•*  sin.B 

ly*    sin. AB    =  tang.AC  cot.B 


i8*    sm.C       =  — ^ 

COS.AC 


cos.B 

AB 
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sonmìes.  cherchas.  TORMULES.' 

BC         ip*    cotBC    =  cos.B  col.  AB 
AB,  B  ^    AC         20*    taiig.AC  =  tang.B  sin. AB 
C  21*    co$.C      =  sin.B  COS. AB 

BC        22»    cot.BC    =  COS.C  cot.AC 
ÀC,C  ^    AB         23*    tang.AB  =  lang.C  sin.AC 
B  24*    cos.B      =  sin.C  ços.AC 

BC        25*    cos.BC    =  C0S.AB  cos.AC 

AB,AC  ^    B  a6*    cot.B      =  sin. AB  cot.AC 

C  27*    cot.C      =  cotAB  sin.AC 

BC         28*    cos.BC    =  cot.B  cot.C 
B,C    ^    AB         29-    COS.AB    =:  ^^ 

AC        3o*    COS.AC  =  ^ 

Les  arcs  marqués  d'un  astërùque  sont  de  même  espece  <4ao).  L'espèce  dé  tous  les  autres,' 
ti  ce  n'est  dans  les  cas  douteux  (i>...  iS*),  est  détermina  par  le  signe  (4a). 

'43 1.  Cinq  des  formules  de  la  table  précédente  peuvent  se  cal-, 
culer  par  addition  ou  par  soustraction ,  au  moyen  des  tables  des 
sinus  en  nombres  naturels,  en  les  transformant  comme  il  suit ,. 
(II.  16%  i5%  17*). 

1'  sîn.AC  =|cos.(BC  00  B)  —  |cos.(BC  •+•  B) 

i*  sin. AB  =icos.(BC  oo  C)  •— icos.(BC  -H  C) 

iai*  cos.C     =isin.(AB  H-  B)  — isin,(AB  —  B) 

a4*  COS.B     =  isin.(  AC  -♦-  C)  —  |sin,(AC  —  Cy 

a5*  cos.BC  =icos.(AB  -h AC)  -i-icos.(AB  GoAC) 

Dans  la  formule  ai*,  si  B  est  >  AB ,  îSin.(AB  —  B)  devient  po^ 
âlif  en  vertu  de  laregle  (i54).  U  en  est  de  même  de  ssin.(AC— C^ 

li 


iSo 
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quand  C  est  >  AC  dans  la  formule  24^  La  Caille  {Eléments 
d* Astronomìe^  Traité  préliminaire ^  art,  242)  se  trompe  en  prescri- 
vant le  signe  positif  dans  tous  les  cas*  ^jl 

432.  Cherchons  maintenant  les  moyens  d'avoir  avec  exactitude 
les  secondes  et  même  les  dixièmes  de  seconde  »  lorsque  les  sinus 
et  cosinus  des  arcs  cherchés  sont  fort  grands*  ^1 

Les  cinq  formules  précédentes  (430  suffiront  entre  de  cer- 
taines limites  5  comme  nous  Tavons  dît  (193)*  Mais  si  les  tables 
en  nombres  naturels  se  trouvoient  insufîisantes  ,  ou  qu'on  ne 
voulût  pas  s'en  servir^  alors  dans  les  cinq  cas  que  présentent  ces 
formules,  on  procéderoit  cojtnme  il  suit.  Lorsque»  par  exemple» 
étant  donnés  BC  et  B ,  on  ne  pourra  avoir  AC  exactement  parle 
moyen  delà  formule  i%  on  aura  recours  à  une  autre  formule  qui 
puisse  donner  une  tangente.  Par  exemple  on  cherchera  AB  par 
la  2%  et  ensuite ,  ayant  AB  et  B  ,  on  aura  AC  avec  toute  la  pré- 
cision possible  par  la  ao\  ■■ 

433.  De  la  7'  on  tire  1  t  cos-AC  '  \  cos.AB  I  cos.BCp 
Donc  (10),  i-Hcos.AC  I  i  —  còS.AC  II  cos^AB -H  cos.BC  I 
COS. AB  — •  cos.BC.  Et  par  conséquent  (  L  42*)»  (IL  i3*>^ 
1  :  tang.*^AC  ::  cot.KBC  H-  AB)  :  tang.KBC  —  AÔ).  On 
aura  donc  AC  avec  la  plus  grande  précision  ,  en  transformant  1^ 
7*  comme  il  suit  : 

7V..  t^mg,|AC  ç=  y'tang.iCBC^-  AB)  tang.KBC  -h  AB). 

434.  La  8*  donne  1  T  cos.B  î  l  tarig.BC  l  tang.AB.  Et  par 
conséquent  1  -H  cos.R  l  î  —  cos.B  M  tang.BC  -t-  tang.AB  I 
lang.BC  —  tang^AB.  D'oèTcMi  tii-e  (IL  10*) 

'  •  ,  ■      .  _-■ .     '  '  -      '  '  ^  --  •    . 

435.  La  9*  donne  t  l  sm.C  1 1  syi.BC  l  siti.  AB.  Donc  l  -H 


^ 
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sîn.C  I  1  —  sin.C  ;  I  sin.BC  H-  sin.AB  I  sin.BC  —  sm^AB. 
Et  par  conséquent  (IL  9%  12*) 

9...  tang,(45    -HâC)  =  ±  v/t4i(B(i  -^  Ab)' 

Dans  les  deux  formules  qui  précédent  celle-ci ,  le  signe  du  radical 
ne  peut  être  que  positif  (398),  (397  ,  1*^)  ;  et  dans  celle-ci  on 
discernera  facilement,  par  le  moyen  de  la  règle  (42^0) ,  quel  est 
le  signe  qui  convient. 

En  changeant  dans  les  trois  dernières  formules  C  en  B  et  B 
en  C^  on  aura  les  transformées  qui  correspondent  aux  lo*,  ii* 
et  12*. 

435.  Par  les  méthodes  employées  (435,  434,  433),  on  aura 
les  formules  suivantes ,  dans  lesquelles  l'espèce  de  la  chose  cher^ 
chée  est  douteuse  (421). 

x3%..  tang.(45'  H-âBC)  =  ±  y/'^t^' 
14'...  tang.(45»  -HiAC)  =  ±  /Sf^. 


i5-...  tang.C45-  -H  ^B)  =  ±  y/gj^ 


AB) 

AB)* 


En  changeant  dans  ces  trois  formules  B  en  C  et  C  en  B ,  on  aura 
les  transfonnées  correspondantes  aux  16%  17*  et  i8'. 

Ces  formules  ne  peuvent  se  transférer  aux  triangles  rectilîgnes, 
dans  lesquels  on  ne  peut  prendre  la  somme  ou  la  diflFérence  dhin 
côté  et  d'un  angle ,  puisque  ce  sont  deux  quantités  hétérogènes, 
n  en  faut  dire  autant  des  quatre  premières  formules  (43i). 

437.  La  28*  donne  cos.BC  I  1  I  !  cot.B  I  tang.C  •  l  cot.C  I 
tang.B.  Et  par  conséquent  cos.BC  H-  1  I  cos.BC  -7-  1  1 1  cot.B  -*- 
tang.C  !  cot.B  —  tang.C.  Donc  aussi  (L  42*),  (IL  ij*),  1  I  — 
lang,*  ^BC  ;  :  cos.(B  go  C)  l  cos.(B  ^  C).  D'où  Ton  tire 

r.8%.;Ung.âBC=V-SS^^ 

liij 


V  ■  * 
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Observons  que  —  ^||  ^  ^^  se  trouve  toujours  être  une  quanr 

tité  positive ,  attendu  que  cos.(B  *H  C)  est  toujours  une  quantité 
negative,,  puisque  dans  tout  triangle  sphérique  rectangle  la  somme 
des  deux  angles  obCques  est  nécessairement  plus  grande  que  90% 
(4o3,  1-). 

£t  comme  dans  un  triangle  réel  la  tangente  de  la  moitié  de 
lliypothénuse  ne  peut  jamais  avoir  une  valeur  imagjmaire  ,  je 
conclus  de  la  dernière  équation ,  que  dans  tout  triangle  sphérique 
rectangle  la  différence  entre  tes  deux  angles  obliques  est  toujours 
moindre  que  de  90^ 

Quant  aux  formules  ^*  et  3o%  lorsque  AB  ou  ÂC  seront  pe- 
tits, on  cherchera  d^abord  BC  parla  a8*;  ensuite  on  aura  les  côtés 
exactepient  par  lé  moyen  de  la  a^  ou  de  la  5\ 

43Ç.  Les  formules  construites  (43i  etsuîv.)  donnent  encore^ 
pour  lin  hiangle  sphérique  rectangle ,  des  sohitions  différentes  de  ' 
celles  de  la  table  (43o),  comme  on  le  voit  dans  la  table  ci-après  ^ 
où  Ton  reconnoftra  facilement  que  lès  formules  4%  <î%  io%  12*  sont 
formées  en  multipliant  ou  divisant  Fime  par  l'autre  les  deux  for- 
mules (433,  435). 

Pour  Tusage  de  la  table  qui  suit ,  il  faut  toujoinrs  observer  les 
règles  des  signes  (4^9  ^^4)9  ^^  f^^  attention  qu'on  ne  peut  jamais 
avoir  (BC  —  AB)  >  180°^  (SpS);  ensorte  que  quand  les  for- 
mules donneront  tang.;(BC  —  AB)  ou  sin.(BC  —  AB)  négatif,' 
il  en  faudra  conclure  que  AB  est  >  BC,  (i54).  D'où  il  résulte 
que  lorsque  la  quantité  (BC  —  AB)  est  donnée ,  il  faut  connoître 
en  outre  lequel  des  deux  arcs  est  le  plus  grand ,  excepté  dans  la 
12*  formule,  où  tang.îAC  ne  peut  jamais  être  négative,  (398). 
Enfin  dans  la  i3*  et  la  14%  il  faut  savoir,  avant  de  les  calculer  > 
lequel  des  deux  angles  est  le  plus  grandi. 
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le  pour  la  résolucion  d'un  Triangle  sphériçue  rectangle,  dans  certains  cas: 

rifiKS.                 chercrjìes.  formules. 

AC),  BC    •        AB  OM  AC  le  Formule...  cos.(AB  oO  AC)  =r  acos.BC  —  coi.(AB  -f-  AC) 

(VtéSy  hyp.        Les  deux  côtés.  i«  cos.diETérencedescôtésssacos.hypothënuse  —  cos.sQinme  des  côté» 

AC),  BC.            AB  ou  ÀC.  R«  cos.(AB^  AC)  =  acos.BC  —  cos.CAB  oo  ACy 

còtéS|hjp.         Les  deux  câtés.  a*  cos.somme  des  côlës.  =  2cos.hypothénuse  — cos.difiibence  des  côté» 

AB>  AC  J         BC  OM  AB.  3*  tang.T(BC  —  AB)  =  tang.*  ^AC  cot.i(BC  -4-  AB; 

'         (               C.  4*  cot.(45*  H--^C)  =  tang.-i-AC  cot.-i-(BC  -f-  AB) 

et  la  som.  ^L*hyp.etlecôtéincon.  3»   tang.rdifF.hyp.au  côté  ==  tang.*  4- côté  donné  X  cot.T somme  donnée 

e  côté        (.  ^^^^S' ^P*  ^^  ^^^^  ^^^'  4*  ^^^  (4^*  +  T  angle  cherché)  =  tang.  ?  côté  donné  X  oot.  t  som.don, 

pj^  ^Q  (        BC  ou  AB.  5»  tang.i(BC  -4-  AB>  =  tang.'i  AC  cat.-*CBC  —  AB> 

'       *1                C.  6e   ung.(45*  -f-iC)  =  tang.i-AC  cot.i(BC  —  AB) 

^ì^  ^^  i  L'hyp.etle  côtéincon.  5«   tang. t  som. hypoth.  et  côté  =  tang.»  t  côté  donné  X  cot.-^dîff. donnée 

itrJcòté.*  CL'ang.op.au  côié.inc.  6«  tang.(45*  +  iang.  cherché)  =  tang.îrcôté  don.  X  cot.idî£ donnée 

AB),  B.            BC  ou  AB.  ;•  sin.(BC  —  AB)   =  rang.*4^B  sin.(BC  +  AB> 
*etlasom.  ^ 

idiacentet  >L'hyp.etlemêmecôté.  y  sin.difTér.hyp.aacôté  =r  tang.*-?  angle  donné  X  sin. somme  donnée 
»tnénuse.    3 

AB),  B.            BC  ou  AB.  8*  sin.(BC  +  AB)   sss  cot.'lB  sm.(BC  —  AB) 
et  la  difr.  \ 

diacent  et  vL'hyp.etle même  côté.  8*  sin.somme  hypoth.et  côté  =  cot.'r  angle  donné  X  sin. diff. donnée 
»tnénuse.   } 

^.     ç    r        BC  OM  AB.  9«   tang;i(BC  —  AB)   =  coL'(45«  -4-tC)  tang.i(BC  +  AB) 

*  C              AC  io«  tang.TAC  =  coL(45»  H-tC)  tang,-J(BC  -H  AB) 

îetlasonr.  jL'hyp.etlemémecôté.  ^  tang. Tdiff.hyp.au  côté  =  cot."f 45* -h? ang.don.)  X  «mg.TSom.don. 

•thénose.    (L*autre  côté.  io«  Ung.  7  côté  cherché  =  cot.(4^ -h  i-ang.dòn.)  X  tang. -fsom.donnée 

AB)     C  S        ^C  ^»  ^'  **•  tang  t(BC  -|-  AB)  =  tang.*(45'  H-  tC)  tang.i^(BC  —  AB) 

*  (              AC.  12*  tang.^AC  =  tang.(45*  -hrC)  tang.i(BC  —  AB) 

*^^*^  CL'hyp.etlcmèmccôti  ii«   tang.TS9m.hyp.etcôté=  tang.»(45*-|-iang.don  >X  tang.idiff.don. 

l^jiypoijf^  ILîautre  côté.  i2«  tang,  t  côté  cherché  =5  |ang.(45'  4r  i-ang.don.)  X  tapg.Tdittdon. 

C),  BC.                B  ou  C  i3«  cos.(B  00  C)  =  — •  cos.(B  -f.  Cj  cot.'fBC 

hénus^^  >Les  deux  angles.  i3«  cos.diff.des  angles  =b  —  cos.somme  donnée  X  cot;*'Thypothénuse 

:),  BC                B  o»  C.  i4«  cos.(B  -H  C)  ss  —  cof.(B  00  C)  tang.*  tBC 

hénitt^^'  lies  deux  an^ei.  14*  60f.8omme  des  «ngltt  =>  —  cos.diff.donnée  X  tang.*  4rHypothénu5t 
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439.  Après  avoir  achevé  la  construction  des  formules  pour  k 
résolution  d'un  triangle  sphérique  rectangle ,  il  est  à  propos  de 
dire  deux  mots  de  leur  transladon  aux  triai^es  rectilignes;  ce  sera 
une  premiere  preuve  de  la  vérité  de  ce  que  nous  avons  avancé 
(4a5).  Reprenons  les  formules  de  la  table  (43o).  Si  on  Eût  cos.BC 

,s=s  1,  la  3*  et  la  (î*  donneront  colC  =  tang.B,  et  cot.B  s= 
tangX  ;  ce  qui  est  précisément  la  propriété  d'un  triangle  rectiligne 
ABC  rectangle  en  A.  Traduisez  de  la  même  maniere  les  formules 
i5%  18*,  et  celles  qui  en  sont  déduites.  Dans  la  8%  eh  mettant 

'gg  au  lieu  de  cot.BC,  et  ensuite  les  côtés  au  lieu  des  tan- 
gentes ,  on  a  la  proportion  (  21 3,  i3*).  H  en  est  de  même  des  au- 
tres formules  où  se  trouvent  les  cotangentes  des  côtés.  La  traduc- 
tion de  la  a5*  (à  laquelle  se  réduisent  la  7*  et  la  1  o*)  se  Eut  comme 
îlsuît:  i  — |BC*  =  (1  —  iAB*)  (1  —  UC*)=  1  —  èAB* 
-—  i  AC*  en  n^Iigeant  le  produit  des  deux  quarrés  ;  réduisant  ^ 
transposant  et  multipliant  par  2,  on  a  BC^  =  AB*  H-  AC*, 
c'est-à-dire  Téquation  si  connue  de  Thypothénuse. 

Les  trois  premières  formules  et  la  S"  de  la  table  (438)  donnent 
de  même  réquation  de  rhypothénuse,  La  i3*  et  la  14*  ne  peuvent 
se  transférer  aux  triangles  rectilignes,  parcequ'il répugne  àia  na- 
ture de  ces  triangles  que  Thypothénuse  puisse  être  déterminée  par 
les  angjies  et  vice  versd.Toules  les  autres  formules  de  cette  table 
se  réduisent  aux  formules  correspondantes  (217,218). 

Résolution  des  Triangles  sphériques  recdlateres. 

440.  J'appelle  rectilatere  le  triangle  qui  a  un  côté  de  90^  Ce 
triangle  doit  se  ranger  dans  la  classé  des  triangles  rectangles,  parce- 
que  son  supplémentaire  est  rectangle ,  et  que  c'est  celui-ci  qu'on 
résout  et  auquel  se  réduisent  les  données. 

PI-, /g  Exemple.  Soit  A  le  pôle  arctique,  BC  l'équateur,  B  la  ville 
de  Quito,  D  celle  de  Paris.  Connoissant  AB  ==  90**,  AD  z=  41^  lo', 
(4x6),  et  la  diflférence  BC  =  A  =  8q**  i5'  de  longitude  entre  les 
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deux  Yilles  ^  il  s^agit  de  détenniner  la  plus  courte  distance  entre 
efles,  c'est-à-dire  l'arc  BD. 

Puisque  AB  =  po'",  il  faut  réduire  les  données  au  triangle  sup 
plémentaire.  Mais  sans  recourir  à  une  autre  figure,  je  me  servirai 
pour  cet  effet  du  même  triangle  ABD ,  en  prenant ,  comme  il  suit, 
les  parties  opposées  aux  choses  connues.  Je  suppose  que  D  est  le 
supplément  de  AB,  et  dès- lors  j'écris  D  =  90**;  de  même  je 
prends  B  pour  supplément  de  AD,  et  j'écris  B  5=  138*"  5o';  BD 
pour  supplément  de  A,  et  j'écris  BD  ==  99**  46'  :  l'angle  A  de- 
vient ainsi  la  chose  cherchée ,  comme  supplément  de  BD.  Or  dans 
le  triangle  ABD  rectangle  en  D,  on  connoît  le  côté  BD  et  l'angle 
adjacent  B;  et  l'autre  angle  A  étant  l'inconnue  cherchée,  c'est 
le  cas  de  la  formule  i.2*  de  la  table  VI,  qui  donne  cos.  A  =  cos.BD 
sin.B  =  —  cos.99^  45'  X  sin.i38°  5o'  =  —  sin.9^  45'  X 

cos^S'^So'. 

log.cos.48^  5o'  =3?  9,81839a 

log.  sin.  9*"  45'  =  9,228784 

log.cos.A  =  9^047176 

Donc  A  =  96*"  24',  et  son  supplément  83*^36'  est  la  distance 
cherchée  BD  qui  correspond  k  5oi6  milles  géographiques ,  à  60 
milles  par  degré. 

Résolution  de  deux  Triangles  sphénques  rectangles  ayant  un 

angle  commun. 

441.  Des  triangles  spl^riques  BAC,  B£D,  rectangles  en  A  et  Fig,5à 
.  en  E,  et  ayant  un  angle  commun  B  ,  on  déduit  les  proportion^ 
suivantes  entre,  les  lignes  trigonométriques  de  leurs  parties  komo^, 
logues* 

Puisque  (4i8),sinJBC  \  sin. AC  II  1  I  sin.B,  et  que  parla 
même  raison  sin»BD  I  sin.DE  III    I  sin.B ,  il  en  résulte  que 
sin.BC  I  sin.BD  II  sin^AC  I  sin.DE;  et  par  conséquent 
les  sinus  des  hypothénuses  soni  proportionnels  aux  sinus  des  côtés 
respectivement  opposés  à  V Ongle  commun^ 
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442.  Puisque  (4'9)î  1  •  lang,B  II  sin» AB  I  Ung^AC  î'ï 
sîn.B£  I  tang.DE, 

ies  sinus  des  côtés  adjacents  à  V angle  commun^  sont  comme  les 
tangentes  des  cotés  opposés  à  cet  angle, 

443.  On  a  (427),  COS. AC  l  co$,B  ;*    1   T  sîn.C,  et 
cos.DE  l  cos*B  II    1   !  sm,D*  Donc 

Tes  sinus  (hs  angles  non  communs  sont  en  raison  immerse  des  cosinus 
des  ce  tés  opposés  à  V  angle  commun* 

444-   Le  même  théorème  (427)  donne  i  I  sm.B  1 1  cos,AB  I 
cas.C  1 1  cos.BE  I  cos.D,  Donc 

les  cosinus  des  angles  non  communs  sont  comme  les  cosinus  des 
côtés  opposés* 

445.  Parle  théorème  (428),  i  I  cos-B  1 1  tang,BC  I  tang,AB  1 1 
tang-BD  I  tang.BE.  Donc 

les  tangentes  des  hjpothénuses  sont  proportionnelles  aux  tangentes 
des  côtés  adjacents  à  Vangle  commun* 

44<5,  On  a  (42^),  1  ;  tang.B  1 1  cos.BC  I  cotC  1 1  cos-BD  X 
cot,D.  Donc 

les  cosinus  des  hypothénuses  sont  en  raison  inverse  des  umgente^ 
des  angles  non  communs. 

On  reconnoitxâ  Tudlité  des  proportions  précédentes  dans  la 
résolution  des  problèmes. 
•  .  Si  on  transfere  ces  propordons  aux  triangles  rectilignesX4a5)  ; 
on  aura  les  proportions  qui  conviennent  à  deux  triangles  rectan* 
^es semblables,  et  les  trois  analogies  (443,  444,  446)  donneron( 
C  =  D,  comme  cela  doit  être* 

Résolution  de  deux  Triangles  sphériques  rectangles  ayant  un 

côté  commun. 

Fîg.53       447*  Soient  les  triangles  ABD ,  ACD  rectangles  en  D ,  et  qui 
et  54.  QQt  uQ  ç^i^  commun  AD.  On  aura  (418 } ,  sin.  AD  =  sin.  AB  X 

SÌ1I.B 
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^•B  sss  sin. AC  sin» e.  Donc  sin.  AB  !  sin.  AC  I  •  sin.C  I  sin.B. 
Et  par  conséquent 

les  sinus  des  hypothénuses  soni  en  raison  immerse  des  sinus  des  an^ 
gles  respectii/ement  opposés  au  coté  commun. 

448.  Comme  ABC  peut  représenter  tout  triangle  sphérique 
oUiquangle ,  la  proportion  peut  s*énoncer  encore  comme  il  suit  : 

Dans  tout  triangle  sphérigue  les  sinus  des  côtés  sont  proportionÂels 
aux  sinus  des  angles  opposés. 

449.  Par  le  théorème  (419),  1  l  sin. AD  1 1  tang.BAD  I  tang.BD 
l  \  tang.CAD  \  tang.CD.  Donc 

les  tangentes  des  angles  adjacents  au  côté  commun  sont  comme 
les  tangentes  des  côtés  opposés. 

450.  Par  le  même  théorème  tang.AD  =  sin.BD  tang.B  =5 
sin.CD  tang.C.  D'où  il  suit  que  sin.BD  l  sin. CD  II  tang.C  • 
tang.B.  Et  par  conséquent 

les  sinus  des  côtés  non  communs  sont  en  raison  iwerse  des  tan-* 
gentes  des  angles  adjacents. 

45 1.  Parle  théorème  (426),  i  l  cos.AD  1 1  cos.BD  ]  cos.AB 
y.  COS.  CD  !  COS. AC.  Donc 

les  cosinus  des  hypothénuses  sont  proportionnels  aux  cosinus  des 
cotés  non  communs. 

452.  Par  le  théorème  (427),  1 1  cos.AD  1 1  sin. BAD  l  cos.B  •  l 
sin.  CAD  I  COS.C.  Donc 

les  sinus  des  angles  adjacents  au  côté  commun  sont  proportionnels 
aux  cosinus  des  angles  opposés. 

453.  Parle  théorème  (428)^  tang.AD  =:  cos.BAD  tang.AB  =s:. 
ccfe.CAD  tang.AC.  Il  s'ensuit  que  cos.BAD  l  cos.CAD  1 1  tang.  AC' 
!  tang.  AB.  Et  par  conséquent 

les  cosinus  des  angles  adjacents  au  côté  commun  sont  en  raison, 
inverse  des  tangentes  ides  hypothénuses. 

Ki: 
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Des  six  proportions  (44^  ^^  suiv.  )  dépend  la  solution  des 
triangles  obliquangles* 

Résolution  de  deux  Triangles  sphirlques  rectangles  ayant 
rhjpQthénuse  commune^ 

454.  Soient  les  triangles  ABC,  DEC ,  rectangles  en  A  et  en  D^ 
et  ayant  Thypothénnse  commune  BC.  ^ 

Le  théorème  (418)  donne  sin,BC  \  i\\  sin^AB  I  sIn,ACB  W 
sIn.BD  \  sin.BCD  I  \  sin.  AC  \  sin.  ABC  \  \  sinXD  I  sin, CBD. Donc 
tes  sinus  de  deux  cotés  quelconques  sont  proportionnels  aux  sinus 
des  angles  opposés. 

455.  Le  théorème  (426)  donne  cos.BC  =cos.AB  cos.AC=: 
cos.CD  cos,BD.  Donc 

le  rectangle  des  cosinus  des  cotés  d'un  inangle  est  égal  au  rectangle 
des  cosinus  des  côtés  de  l'autre  triangle, 

456.  Par  le  diéorême  (428),  1 1  tang.BC  \  I  ces.  ABC  \  tang.AB 
tt  cos.ACB  \  tang.AC  l\  cos.BCD  *  tang.CD  II  cosXBD  I 
tang.BD.  Donc 

les  tangentes  de  deux  côtés  quelconques  sont  proportionnelles  aux 
cosinus  des  angles  adjacents. 

457.  Parle  théorème  (429)»  1 1  cos.BC  \  \  tang.ACB  tang.ABC 
\  i  \\  tatìg.BCD  tang.CBD  I  i.  Et  par  conséquent 

le  rectangle  des  tangentes  des  angles  d'un  triangle  est  égal  au  reo- 
êangle  des  tangente^  des  angles  de  l'autre. 

^  Dans  les  cas  auxquels  les  analogies  précédentes  (441  et  suiv.) 
seront  applicables  ;  si ,  au  lieu  de  connoître  les  parties  mêmes  des 
triangles,  on  en  connoîssoit  les  sommes  ou  les  différences,  ilseroit 
facile  de  rapporter  à  ces  données  les  mêmes  analogies  par  les  mé- 
thodes que  nous  avons  employées  tant  de  fois  dans  le  cours  de  cet 
Ouvrage ,  et  dont  nous  ferons  encore  usage  dans  le  Chapitre  sui- 
tant ,  pour  construire  les  analogies  de  Neper. 
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Résolution  des  Triangles  sphériques  oblicjuangles. 

458.  X  ouR  résoudre  un  triangle  sphérique  oblîquangle ,  on  le 
divise  en  deux  rectangles  au  moyen  d'un  arc  perpendiculaire  qui 
devient  un  côté  commun  à  chacun  d'eux.  Les  solutions  se  trouvent 
ensuite  facilement  par  les  analogies  (447  à  453). 

Mais  la  perpendiculaire  peut  tomber  ou  en  dedans  ou  en  dehors 
du  triangle;  ce  qui  dònne  des  résultats  très  différents.  Par  exemple, . 
dans  le  triangle  ABC ,  où  Ton  ne  peut  avoir  la  valeur  de  BC  que  Fîg.SX 
médiatement,  c'est-à-dire  en  déterminant  celle  des  deux  segments  ®^^4* 
BD I  CD,  il  est  clair  qu'il  faut  prendre  leur  somme ,  si  la  perpen- 
diculaire tombe  en  dedans  comme  dans  la  fig.53,  et  au  contraire 
leur  différence ,  si  elle  tombe  en  dehors  comme  dans  la  £g.54« 

459.  Il  paroît  dès-lors,  au  premier  aspect,  que  pour  résoudre 
un  triangle  sphérique  obliquangle  ,  il  est  nécessaire  de  savoir  si  la 
perpendiculaire  tombe  en  dedans  ou  en  dehors.  Il  est  arrivé  4e-Ià 
que  plusieurs  Auteurs  célèbres  voulant  aider  le  Calculateur  par  des 
règles  particulières  pour  chaque  cas ,  ont  rendu  l'exécution  difE«- 
cile  en  multipliant  les  préceptes ,  ou  même  ont  prescrit  des  règles 
peu  exactes  ;  tandis  que  la  plupart  se  sont  tirés  d'embarras ,  en 
laissant  au  Calculateur  le  soin  pénible  de  chercher  dans  chaque  cas 
la  situation  de  la  perpendiculaire.  Il  me  semble  que  les  inconvé^ 
nients  disparoissent,  si  l'on  adopte  le  système  suivant,  aussi  simpld 
que  général. 

Les  formules  doivent  se  construire  dans  F  hypothèse  que  laper-- 
pendiçulaire  tombe  en  dedans,  et  que  les  angles  et  les  côtés  soient 
moindres  chacun  que  de  90"'.  En  les  construisant  ainsi ,  je  dis  qu'il 
ne  sera  nullement  nécessaire ,  dans  l'usage  des  formules ,  de  Êiire 
attention  à  la  position  de  la  perpendiculaire,  et  qu'en  absentant 

Kk  ij 
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sm^lmientéê r^fbsdes  signuii^^  ^H)3  ^^  amutùv^ûuri'i&am 
les  cas  qui  tffe  teiwat  paA^dottleul  d^  lew  ikttuxe)  lijmte  vaiâÊr 
des  choses  cherchées. 

^|4  ifé^^^mi^  fu  TuMge  :  la  pi!Q|>o» 

ûûoa  ^van^  seta  il^  ^our  la  véiifieré 

460.  Si  les  an^es surla  base  sans  de  même  espece  entre  eaua^, 
ife  f^pn^tàiO^  êméé  m^fMam  du  tÊiângk  i  eVft  sçmdffM 

f!ig.53  ^    ^ «fKft^  ^\  ri  k  fei?|Hs^  AD  tombera  dèâ»!ft#i 

triante,  sonespé6i»ietIilittèiii»t4^ 
iteiè^a4â)f  Set  C)  lesqn^  parcoraéquent  sontdeifiémeeipeçf 

^^'  2*",  Si  la  perpendiculaire  tombe  en  dehors  ^  le  prolongement  de 

'  m     ^  la  base  peut  se  faire  ou  se  considérer  soit  d'un  côté  soit  de  l'autre. 
*%-5tf  Soit  DAE  un  demi^ercle  perpendiculaire  au  demi^ercle  DCBE» 
i^79y  La  perpendiculaire  menée  de  l'angle  A  d'un  triangle  ABC 
'  sur  la  base  BC  prolongée  >  sera  à  volonté  ou  AD  ou  AE-  Si  on 
considère  AD,  le  triangle  ABC  se  convertit  en  deux  triangles  rec- 
tangles ADC,  ADB,  daas  lesquels  la  perpendlcidaïre  AD  étant 
de  la  même  espèce  (4^0)  que  les  angles  B  et  ACD,  il  s'ensuit 
0^j^  si^'i)  que  les  angles  B  et  C  sur  la  base  du  triangle  donnée 
€ûnt  d^espece  différente  entre  eux.  Si  on  considère  AE^  cette  poi; 
pendiculaire  sera  de  même  espece  que  les  angles  C  et  AB£  ;  d'ok 
.    il  résulte  encore  que  B  et  C  sont  entre  eux  d'espèce  différente. 
Passons  main^ant  à  la  résolution  des  douze  cas  que  présen* 
VtrA  les  Uiangks  sphériques  obliquangks ,  en  prenant  les  données 
trois  à  trois. 

461.  Connoissant  les  trois  côtés,  déterminer  un  desemgies, 
Fi£.53        Solution  I.  Dans  un  triangle  quelconque  ABC ,  soit  B  l'angle 

cherché  )  et  de  l'un  des  deux  autres  soit  abaissée  une  perpendi- 
culaire comme  AD.  On  aura  (45 1),  cós.AB  l  cos.AC  1 1  cos.BD  I 
€06. CD  l  •  cosJBD  I  cos.(BC-*-BD)  Il  cos.BD  l  cos.BC  cos.fiJD 
1^  sm.BC  sin.BD  .1  (9)  x  *  coSiBC  -4-  sm.BC  tangJBD  II  il 
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ÇOS.BC  H-  sin.BC  cos.B  bmg.AB,  (VI.  2*).  Du  premier  et  du 
dernier  rapport  on  tire 


cos.B  = 


COS.  AC  ^  cos.BC  COS. AB 


êûi.BC  «ia.1iB 

Si  par  les  règles  (4^5)  on  tranfere  cette  formule  aux  triangjies  rec- 
tilignes^  on  aura  Texpression  (III.  70*). 

46a.  Si  Tangle  cherché  étoit  A  ;  en  abaissant  la  perpendiculaire 
.ou  de  Tangle  fi  ou  de  Tangle  C ,  on  irouveroit  par  la  même  mé- 
thode 

^v>o  A  COS.BC  —  COS. AB  co». AC 

^^•^  sin.AB  sin.AC  • 

Mais  on  a  cette  formule  par  la  précédente,  en  y  changeant  B  en  A» 
et  A  en  B. 

.    On  trouvera  de  même,  de  Tune  ou  de  Fautre  maniere,  la  valeur 
analytique  de  cos.C. 

Il  est  inutile  d'avertir  qu*on  peut  traiter  ainsi  tputesles  formules 
qui  suivent.  .      -. 

463.   Solution  IL  On  a  (4<îi ) »   1  —  cos.B  =  .  .  . 

lin.BC  sin.AB   -f-cos.BC   co». AB   >~   cot.AC      ..     cos.(BC  oo  AB)    —  coi. AC   ^ 

sin.BC  sinAB  '        ^  sin.BC  sin.AB  ""^ 

asin.-rfAC  —  B(l  (/>  AB)   X   sîn.4(AC  -h  BÒ  en  AB)      yyj       «..      T^ 
sin.BÇsiD.AB »    <"*  ^^)'    ^^^^1  ^Olt 

qu'on  suppose  BC  >  AB  ou  AB  >  BC,  on  aura  toujours,  (L  7*), 

'      -^  ,  »  Ti    asin.-^(AC  -4-   AB  ^  BC)  Mn.i(AC  -f-  BC  —  AB)  ^       .    ^^^ 

asm.  ^,8  =  >in,Bc  s'in.AB î  ^t  pat 

conséquent 

•-.  i  H               /8În.4(AC  +  AB  —  BC)  sm.4(AC  -f-  BC  —  AB) 
Sm.3B=Y/ Ma.&<S«in.Att • 

Dans  les  formules  qui  donnent  la  valexu:  de  la  moitié  de  Tare 
cherché ,  l'espèce  de  Tare  n'est  jamais  incertaine  ;  sa  valeur  est 
toujours  moindre  que  de  90%  (397,  1*.),  (398). 

Cette  formule  (ainsi  que  les  formules  que  donneront  les  secondes 
solutions  dans  les  problèmes  suivants)  est  celle  dont  on  fait  ordi- 
nairement usage  dans  le  calcul  numérique. 
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Fig.53        464.    Solution  IIL    Oria,  (461),   i  -f- cos»B  =...j^ 

jm.BC  sin.  A.B  —  co*  BC  cos*AB^- C03.  AC   /TT     Sl*\  co^.  AC  — -  cos, (BC  -4-  AB) 

sin»BC  sin, AB  ^       '         '  sin.BC  ^Jtï,Ab 

^«.i..i(BC  +  AB  -  AC)  X  sy  (BC  +  AB  H-  AC)       ^jj^   ^3.).  D^nc  (L^'), 
&UI.BC  MU. A3  '   ^  '  V        ^  /> 

^«   /jih.-?(BC  4*  AB  +  AC)  sm.iÇBC  ^  AB  —  AC> 

costili  Y/  5m3C  ^iû.AB  :  * 

Par  les  raisons  déduites  (233)»  cette  formule  est  moins  en 
usage  que  la  précédente  ,  quoique  le  calcul  en  soit  un  peu  plus 
court, 

465.  Solution  IV.  Puisque  (45i),  cos.AB  !  cos*AC  II 
cos.BD  l  ces- CD  j  on  a  aussi  cos.AB  h-  cos.AC  *  cos.AB  00 
cos.AC  II  cos.BD  -H  COS. CD  l  cos,BD  00  ces. CD.  Par  consé- 
quent  (IL  i3'),  cot-^AB  -h  AC)  l  tang.^(AB  00  AC  )  Il 
cot,î  (BD  -^  CD)  :  tang^KBD  00  CD),  En  mettant  les  tangentes 
au  lieu  des  fo tangentes,  et  BC  au  lieu  de  BD  -+-  CD,  on  a 

lang-^BDooCD)  =  tang.KAB  -t- AC)  lang-KABuo  AC)  cot^^EC. 

Cette  formule  est  due  à  Neper;  maïs  il  y  est  parvenu  par  des  voies 
plus  laborieuses  \  il  en  est  de  même  des  formules  que  nous  don- 
nerons pour  les  dernières  dans  les  problêmes  qui  suivent ,  des- 
quelles il  est  aussi  TAuteur. 

De  celle  que  nous  venons  de  trouver  on  tire  la  valeur  des  seg« 
ments  de  la  base  ou  côté  BC  divisé  par  la  perpendiculaire.  Si  cette 
perpendiculaire  tombe  en  dehors  du  triangle ,  la  formule  donne  k 
la  vérité  la  valeur  de  KBD  -+•  CD) ,  et  non  celle  de  K BD  c/)  CD)  ; 
mais  alors  aussi  BC  =  (BD  00  CD),  et  non  BD  -4-  CD;  il  est 
donc  inutile  de  s'arrêter  à  cette  considération ,  puisqu'en  adoptant 
Texpression  tang.5  (BD  co  CD)  pour  la  valeur  donnée  par  la  forr 
mule  dans  tous  les  cas ,  on  a  toujours 

grand  segment  =  ^BC  -4-  KBD  c/)  CD),    et 
petit  segment  =  ^BC  —  KBD  00  CD), 

Si  (AB  -H  AC)  est  >  i8o%  lang.i(BD  ç/)  CD)  étant  négative^ 


n 
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on  prendra  le  supplément  de  Tare  î(BD  oo  CD)  donné  par  les 
fables,  et  on  emploiera  ce  supplément  dans  ces  deux  équations. 

Dans  tous  les  cas,  on  trouvera  pour  le  grand  segment  celui  qui 
est  adjacent  au  plus  grand  des  deux  côtés ,  et  pour  le  petit  segment 
celui  qui  est  adjacent  au  plus  petit  de  ces  côtés,  comme  on  peut 
le  conclure  Êicilement  d'après  Tanalogie  (45i  ). 

Connoissant  les  segments  de  la  base ,  on  prendra  celui  qui  est 
adjacent  à  Tangle  cherché ,  comme  BD  dans  le  cas  présent ,  et  on 
aura  (VI.  5*) 

COS.B  =  tang.BD  cot.AB. 

Si  c'est  le  petit  segment  qu'on  emploie  dans  cette  équation ,  on 
fera  sa  tangente  négative  (i54)  toutes  les  fois  que  l'équation  pré- 
cédente donnera  le  petit  segment  négatif.  La  justesse  de  cette  règle 
est  évidente  dans  l'application ,  puisque  quand  la  perpendiculaire 
tombe  en  dehors,  comme  dans  la  fig.  54,  la  dernière  équation ,  si 
on  ne  changeoit  pas  le  signe  de  tang.BD,  donneroit  la  valeur  de 
AlSD ,  tandis  que  l'angle  cherché  est  ABC.  Or  la  quantité  que  nous 
appelions  (BD  oo  CD)  ne  peut  être  plus  grande  que  BC ,  si  ce 
n'est  quand  la  perpendiculaire  tombe  en  dehors. 

Cette  solution  n'est  pas  la  plus  courte  ;  mais  elle  s'applique  à 
deux  problêmes ,  puisqu'elle  fait  aussi  connoitre  les  segments  de 
la  base. 

466.  Les  trois  angles  étant  donnés ,  déterminer  un  des  côtés. 

iSoLUTioN  I.  Soit  AB  le  côté  cherché  ;  de  l'une  A  de  ses  extré- 
mités abaissez  la  perpendiculaire  AD.  Vous  aurez  (45^),  cos.B  \ 
C0S.C  :  :  sin.BAD  :  sin.CAD  :  :  sin.BAD  •'  sin.(BAC  —  BAD). 
En  procédant  comme  nous  avons  fait  (4^1)»  et  mettant  cos.AB 
lang.B  aulieudecot.BAD,  (VI.  3'),  vous  trouverez 

A-n  C08.C  -4-   COS.A  COf.B 

<^^s-AB  =  — -x;-5 — . 

Si  on  écrit  1  au  lieu  de  cos.AB,  (4^^^),  on  aura  la  formule 
(III.  94*)  des  triangles  rectilignes.     . 
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Si  les  trois  angles  sont  aigus ,  le  signe  de  cos.  AB  est  positif. 
Mais  AB  peut  représenter  généralement  chacun  des  côtés  d'un 
triangle  sphérîque.  Donc  dans  tout  irìangh  sphérique,  si  tous  les 
angles  sont  aigus ^  chacun  des  cotés  est  moindre  que  de  90°.  Je  ne 
m'arrêterai  point  à  ces  conséquences  ,  lorsqu'elles  ne  mèneront 
pas  à  quelque  application  utile  ;  elles  se  tirent  des  formules  anal  y* 
tiques  à  la  premiere  inspection ,  quoiqu'elles  coûtassent  de  lon- 
gues démonstrations  à  la  Géométrie  des  Anciens-  On  peut  voir  un 
grand  nombre  de  propositions  de  ce  genre  dans  les  Ouvrages  inti* 
tulés  (Menelat  sp/wncorum  et  Regiomomani  de  TriangulLs), 

467.  Solution  U,  (466),  i  —  cos, AB  =  ^""^  ""'  "  co.Aco.  b-co.g 

,         —  co%.ik  -I-  B)  —  cos.C  _ 

(IL  19')-  Donc  (L  7*) 
sin,  î  AB  ^  \/^ 


acm.KA  -f-  B  -t>  C)  X   co^àÇpT^^  u^  C) 
aui.A.tiB,ll 


eog,-|-CA  +  B  +  C)  C6i.-S-(A  +  B  £/^  C) 
situ  A  »ÌD.B 


Le  signe  —  devient  positif  dans  tous  les  cas  ,  parcequt 
cos.^A  -f-  B  -H  C)  est  toujours  négatif  (4o5,  42)^  etqu'ilseroit 
aisé  de  prouver  que  FautiQ  cosinus  est  toujours  positif. 

.  Catte  formule  est  une  de  celles  qui  par  leur  nature  ne  peuvenl^ 
se  transférer  aux  triangles  rectilignes,  dans  lesquels  un  côté  ne  pwt 
être  déterminé  par  la  seule  connoissance  des  angles. 

458.S<«lutionIIL(4<;6),  1  H--cos.AB^^^t^<>;:'^^^^^^ 

COS.C -»- C08.CA  (/>  B)           2cô5.t(C  -f-  A  00  B)  cos.t  (C  c/)  AooÔ)   ,tt   ,_,^   '^ 
=^^'        simAtiiuA =  ETaISS »('^*9  )v 

Donc  (J.  a40 

i AB   =       AQ»'^(^  -^  a  00  B)  cos,4-(C  00  A  00  B) 
•a  y/  sin. A  sin.B  ^* 

469.  Solution  IV.  En  opérant  sur  la  proportion  (  45^),  cos.B  I 
C09.C  \\  sin. BAD  I  sin. CAD ^  comme  nous  avons  fait  (465), 
on  aura  (II.  i3\  la*),  cot.KB  -h  G)  I    lang.HG  00  B)  Il 

lang. 
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tang.KBAD  h-  CAD)  :  tang,i(BAD  oo  CAD),  ou,  en  écrivant 
A  auiiea  de  sa  valeur  BAD  +  CAD  | 

îaiig.KBADc/)CAD)  =  tang.iA  lang.|(C  c/)  B)  lang-KC  H-  B). 

Par  cette  formule  on  a  la  valeur  des  segments  de  Vangle  ver- 
^cal  (34a).  Et  en  adoptant  l'expression  du  premier  membre  pour 
ious  les  cas ,  comme  nous  avons  Êiit  (4^5) ,  on  aura  toujours 

grand  segment  ==  îA  -*-  KBAD  c/)  CAD); 
petit  segment  =  ^A  —  î(BAD  00  CAD). 

Puisque  le  plus  grand  de  deux  arcs  correspond  à  un  plus  périt 
cosinus  et  à  un  plus  grand  sinus  (en  formant  toujours  les  règles 
(459)  comme  pour  des  arcs  moindres  que  de  90*  ),  on  peut  con* 
dure  de  la  proportion  (452)  que  le  moindre  des  deux  angles  sur 
la  base  et  le  grand  segment  de  Fangle  ver  deal  se  trouveront  tou- 
jours adjacents  à  un  même  côté,  et  que  par  conséquent  le  plus  grand 
des  deux  angles  et  le  petit  segment  seront  adjacents  à  l'autre  côté  ; 
en  supposant  toujours  que  dans  le  calcul  de  la  formule  donnée  cî« 
dessus,  on  ait  égard  au  signe  de  tang.^  (C  -4-  B).  Ainsi  en  prenant 
le  segment  adjacent  au  côté  cherché ,  on  aura  (VI.  i5*) 

COS.  AB  =3  cot.B  cotBAD. 

Et  quand  on  aura  le  périt  segment  négarif  et  <  90%  sa  cotangente 
i^mploiera  dans  cette  formule  avec  le  signe  négarif  (1 54). 

470*  Connoîssaru  deux  côtés  et  Fangle  œmprisjjJéterndnerwt 
des  deux  autres  angles. 

Solution  L  Appelions  BC,  AC,  et  C  les  choses  connues  t 
B  îangle  cherché  ;  et  du  troisième ,  A  i  abaissons  la  perpendicu« 
laire  AD.  Nous  aurons  (45o),  tang.B  \  tang.C  W  sin.CID  I 
sin.BD  :  :  sin.CD  I  sin.(BC  —  CD)  W  i  \  sin.BC  cot.CD  — . 

cos.BC  ::  1  :  sin.BC  X  ^^  —  cos.BC,  (VL  a*).  Du  pre- 
mier et  du  dernier  rapport  on  rire 

.r 

f-_     D   «ia.C 

tang.o  —  Ma.BC  cot.AC  ~  cw.^  cm.C* 

Ll 
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Flg,53  Cette  formule  ,  qui  renferme  la  cotangente  d'un  côté  elle  cosÎtit3? 
d'un  autre,  se  transfère  au}^  triangles  rectiligoes  par  les  re^es  don- 
nées (4^5) ,  et  se  réduit  à  la  formule  (II L  78'),  Il  en  est  de  même 
de  la  formule  ci-après,  qui  se  réduit  à  la  77% 

471,  Si  les  données  étoîent  AB,  AC  et  BAC;  en  changeant 
^  dans  cette  formule  C  en  A  et  A  en  C ,  ou  bien  en  abaissant  la 

^1^        perpendiculaire  sur  le  côté  AB ,  et  procédant  comme  nous  venons 
^^^P        de  le  iaire  ,  on  trouveroit  une  autre  valeur  de  tang.B ,  et  cette  va* 


75    sîn.A 

5'  am*AB  col  AC  -^  cos.AB  lus.  A* 

473,  Solution  IL  Soient  toujours  BC,  AC  et  C  les  clioses 
connues,  B  la  cherchée  ,  et  AD  la  perpendiculaire.  On  aura 

1°,  tang,CD  —  cosX  Eang.AC,  (VL  a")  i 

"•'*  fi%BD  =  BC  —  CD; 

3^tan5.B=-i^=e^,(45^ 


Le  segment  CD  de  la  base  qui  se  trouve  par  la  premiere  équation  f 
se  nomme  premier  segment;  Tau  tre,  BD,  que  donne  la  seconde, 
se  nomme  second  segment.  Si  Ton  a  celui-ci  négatif,  c'està-dire 
si  Ton  a  CD  >•  BC>  sin^KD^dans  la  troisiema  formule  s'emploiera 
asyteclc  signe  négatif  (1 54). 

On  a.élahli,  coname  une  règle,  qu'il  faut  prendre  la  somme  de 
BG  et^de. CD ^ppur  aivoir. BD  lorsque  l'angle  donné  C  est.obtus  : 
mais  i"".  si  l'angle  cherché  B  est  aussi  obtus,  la  perpendiculaire 
tçmbe  en  dedbuW)  du]  taaBgljR, .  (  460) , .  ei  Ton  Voit ,  par  la  %.  53 , 
qii'aft>£3;ceite  règle  n'i^tîpasijupte  :  2%  elle  nVui;a  jamais  li^u  si  on 
a  iégard  aux  signes  (459)  dans  le  calcul  des  équations  ci-dessus. 
-  47Sr  Solution  III.  Si3ient  les  clioses  connues  AB,  AC,  BAC, 
eirp^rçpnsjéquenl;  B  01^  C  la  odióse  cherchée.  En  ajbaissant  de 
l'angle  connu  A  la  perpendiculaire  AD ,  on  aura  (453),  tang.  AB  I 
tang.AC  I  ;  COS.  CAD  I  cos.BAD  ;  et  par  conséquent  (IL  io%ii3'), 
sin.(AB  H-  AC);,  sin. (AB  co  AC)  ::  cot^^GAD  H-  BAD)  : 


n 
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tóng  KBAD  oo  CAD),  En  mettant  BAC  ou  A  au  lieu  de  CAD  -h 
BAD,  on  a 

tans.KBAD  oo  CAD)  =  cot.SA  X  è^T^)' 

De  cette  formule  on  déduit  la  valeur  des  segments  de  l'angle  donné 
Aî  Car  en  se  servant  d'une  même  expression  (4^5)  pour  tous  les 
cas,  on  a  toujours 

grand  segment  =^A  -H  i(BAD  GO  GAD)î 
petit  segment  =^  3A  —  è(^AD  oo  CAD). 

L'analogìe  (453)  fait  voirque  le  grand  segment  est  adjacent  au  grand 
côté,  le  petit  segment  au  petit  côté;  en  supposant  fotijours  qu'on 
ait  égard  dans  la  formule  précédente  au  signe  de  siti;(AB  -4-  AC), 
On  a  donc  (VI.  3*) 

cot.B  =  tang.BAD  cos.AB,  et 
cot,C  =  tang.CAD  cos.AC. 

Dans  ces  formules  la  tangente  du  petit  segment,  s'emploiera  commej 
négative ,  quand  on  aiua  ce  segment  négatif  et  <  90*". 

474»  Solution  IV,  Les  conditions  restant  les  mêmes ,  prenez 
l'analogie  (447)1  sin.  AB  !  sin.  AC  1 1  sin.C  l  sin.B  ;  et  vous  aurez, 
en  premier  lieu  (IL  1 2')  la  suivante ,  qui  est  utile  en  bien  des  cas  : 

(P)...  tang.KAB4-.AC);tang.KABoo AC);  :  tang-KC-HB): tang.i(Cc/oB), 

Substituez  la  valeur  de  tang.ì(C  H-  B)  donnée  par  là  premiere 
équation  (4^9)1  etvousaureztang.j(ABH- AC)  ;  tang.ï(ABc/)AC) 
:  :  cot.^A  tang.KBAD  CO  CAD)^  tang.*i(C  00  B).  Multipliez 
terme  à  terme  cette  analogie  par  la  secòùde  (473)  exprimée 
comme  il  suit,  (L  6*),  2sin.|(AB  -H  AC)  cos.^AB -f-' AC)  l 
asîn.KAB  ooAC)cos.KAB 00  AC);  :cot.^ A: tang.KBAD  c/^CAD)} 
et  divisant  le  1"  rapport  par  2  ,  et  le  a*  pisir  tattg.î  (MDc/)  CAD) , 
vous  aurez  sin.*  K AB  H-  AC)  ;  sin.*  KAB  (/>  AC)  ;  ;  'c.al.*lA  ; 
tang. *  |(C  00  B )  ;  et  enfin ,  en  extrayant  les  racines , 

tang.KC  </^  B)  =  cot.|A  X  tu^  ^  Îty 

Lì  ij 
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Fîg.53  Cette  équation  fait  connoître  la  demi-difFérence  de^  angles  în* 
connus.  Pour  avoir  leur  valeur  absolue,  il  faut  trouver  encore  celle 
de  leur  demi-sonune.  Pour  cela,  qu'on  substitue ^ans  cette  même 
équation  la  valeur  de  tai^-KC  00  B)  donnée  par  l'analo^e  (F)  i 
et  réduisant,  on  aura 

lang.KC  +  B)  =  COLIA  X  ^4^^^;- 

4jS.  Les  deux  dernières  fbrmuies  ,  trouvées  par  Neper,  méri- 
lênt  qu'on  fasse  remarquer  leur  utilitép  i**.  Pour  les  calculer,  on 
a*a  que  sept  logarithmes  à  chercher,  et  elles  font  connoître  deux 
angles  à  la  fois  ;  ce  qui  est  très  avanbigenx  en  certains  cas  (7  55,  &c.  )  ; 
avec  un  égal  nombre  de  logarithmes ,  la  seconde  et  la  troisième 
solution  (la  premiere  seroit  plus  laborieuse  à  calculer)  ne  donnent 
qu'un  seul  angle»  2°.  L'une  ou  Tau  tre  de  ces  formules  est  la  plus 
courte  qu'on  puisse  employer  pour  trouver  un  angle  ^  connoumm 
les  deux  autres  et  les  deux  câtés  qui  leur  som  opposés  ;  comme  il 
est  facile  de  le  voir ,  en  supposant  inconnu  l'angle  A.  3^  De  là 
seconde  je  déduis  la  proprrété  suivante  des  triangles  sphériques, 
propriété  d'autant  plus  remarquable ,  qu'elle  est  très  utile  pou^ 
diminuer  le  nombre  des  cas  douteux. 

Puisque  tang.3(C  H-  B)  et  cos.;(AB'  -+-  AG)  ont  lé  mëms 
digne  dans  la  fòrmule,  et  que  les  deux  autres  quantités  ne  peuvent 
jamais  être  négatives  (397,.  i^OrC^pS);  îls'énsuit que û^/w ^oi^r 
iriangle  sphénque  la  demi-somme  de  deux  côtés  est  de  la  méme^ 
espece  que  la  demi-somme  des  deux  angies  opposés. 

476.  Connaissant  deux,  câtés  et  t angle  corr^pris,  déterminer  It 
troisième  côté, 

.   SaLUTioN  L   Soient  AF^  BG,  B  les  données,  AC  le  côté 
eberché.  De  la  formule  (461)  on  tire 

cos.AC  =  cos^BC  œs.AB  -h  sîn.BC  sm.AB  cos.B. 

477.  So  LU  TI  oK  IL  Supposons  une  perpendiculaire  AO^ 
abaissée  sur-  l'un  des  côtés  donnés  ;  et  nous  aurons 
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iMang.BD  =  tang.AB  cos.B,  (VI.  a*); 

a*.  CD  =  BCoo  BD; 

3^cos.AC  =  COS. AB  X  ^^,  (iSip      . 

J'ai  employé  C/>  au  lieu  de  --*  dans  la  2*  équation ,  parceque 
quand  elle  donnerait  CD  négatif,  cos.CD  ne  changeroit  pas  de 
signe  pour  cela,  (i54). 

478.  Solution  IIL  Si  le  côté  cherché  est  petit,  on  ne  pourra 
ravoir  avec  exactitude  par  le  moyen  du  cosinus.  Dans  ce  cas ,  au 
lieu  des  solutions  précédentes ,  on  emploiera  celle  qui  suit. 

Puisque  (463) ,  asin.»  |B  =  '"•^"I^b^^IIb"-^''  »  on  aura 
(Laa*),  asin.»  iB  sin.BC  sm.AB=asm.»  èAC — asm.»KBCooAB). 
Bt  par  conséquent 

sin^AC  =  v/(sm.*  |BC  oo  AB  -H  sîn.BC  sia.AB  sin.»  iB),. 
ou ,  ce  qui  est  plus  commode  pour  le  calcul,* 
5in.|AC  ==  sin.KBC  oo  AB)  y/(i  ^  «^^.ig^S^ìi). 

On  pourra  calculer  cette  formule  avec  les  tables  trigonométrîques 
en  logarithmes,  si  on  la  divise  (207)  en  deux  éq^ations,  commei- 
il  suit  : 

iang.«  =  snèrnS)  v/sfa.BC  sSi.ABî, 

sin  .lAC  =  ÏÏLii22_£LA2).. 


€os.a^ 


'479.  H  n'y  a  point  de  fbmmlè  analogue  à  celles  de  Neper,  pour 
Xiêsoudre  immédiatement  ce  problême.  Si  Ton  veut  se  servir  de  ses 
formules ,  après  avoir  trouvé,  au  moyen  des  solutions  (473)  ou 
(474)  )  un  des  angles  inconnus ,  en  emploiera  la  solution  (492) 
pour  trouver  Ife  côté  eherché. 

480.  Connoîssant  deux  angles  et  le  côté  compris j^  déterminer- 
im  des  deux  autres  côtés. 

S01.UT10K  L  Soient  A,.Ç:,  AC  les  choses  cojmue^ 9  AB^Jlà^ 


w 
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Fîg.53  cherchée ,  etéoû  abaissée  sur  le  troisième  côté  une  perpendiculaire 
AD.  On  aura  (453),  tang.AB  l  tang.AC  1 1  cos.CAD  ;  cos,BAD 
;  :  cosXAD  ;  COS. (BAC—  CAD)  :  ;  i  ;  cos,CACH-3În-BAC  X 


tangXAD  :  :  i  :  cos-A  -H  sin*  A  X   i^  i  (VL  3*),  Du  pre- 
mier et  du  dernier  rapport  on  tire 

Axy  ^ sin. AC ^^ 

B*  "■       sin, A   couC  -J-  cys.A  cot^AC" 

481-  Si  les  données  étoient  B,  C,  BC;  en  procédant  de  la 
même  maniere,  ou  bien  en  changeant  dans  la  formule  précédente 
A  en  B  et  B  en  A,  on  trouveroit  une  autre  valeur  de  tang.AB  , 


SITI .  BC 


Cette  formule  et  la  précédente  se  changent  (425)  en  celles  des 
triangles  réctilîgnes  (IIL  4%  3*). 

482.  Solution  IL  Les  conditions  (480)  restant  toujours  les 
mêmes ,  on  a 

*  .    v-l^  cotCAD=  tang.C  cos.AC,  (VL  3');  '\     y. 

<    H'^'i^^^  i^i'fiÂD^==  A  c/o  CAD,  (477);  ^  -  • 

^      •  •     3^  tàng^AB  =  tang.AC  X  tS§»  (453). 

483.  SoLu<yj|^Oj^  JH.  ^îfî^^l^  B ,  C,  BC  les  données,  ,et  AD  la 
perpendiculaire  sur  le  côté  donale.  On  aura  (45o),  tang.B  I  tang.C 
;  l  sin. CD;  sin.BD.  Et  par  conséquent  (H.  io%  12*),  sîn.^-f-C); 
sip^(5 yaÇ)  :  î  t^ng.H'CPr^^^D)  ;  t^^KCR^oeD)!  ou 

;     Ung.K(a>  00  BD)  ^  tang.iBC  X  gfl^^ 

f  P^j^SiUnQuYTiefeft  ,%$&^ir4pa(i3^v,  et  qui;  d'ailieurs  e$t  très  digne 
de  l'être,  cette  formule  est  ainsi  changée  ppU^)  1$  cas  où  la  perpen- 
diçi^air^.  tf?nib^^  ejv  deliofs  d«L  ir^ngje.,;  cot.s(B©  -h  CD)  = 

cot-îBC  X  !!!  !r  r c)  •  ^°  exemple  en  .lioœbrfS^.sufliEoit  poiWL 


sin.(B 


iko&àokTë  l^emrujp4Îe>cèt^'foràiule^  ' 


-.'.  V  [  •( 
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MaFs  ail  surplus  pour  démon rrer  la  justesse  de  la  ibrmtde  que 
nous  venons  de  donner,  même  dans  le  cas  où  la  perpendiculaire 
tombe  en  dehors ,  qu'on  se  rappelle  qu'alors  les  angles  sûr  le  côté 
connu  doivent  être  d'espèces  différentes  (4^0).  Soît  donc'  cehd 
qu'on  voudra,  par  exemple  C,  l'angle  obtus;  la  proportion  (4^0) 
sera  en  pareil  cas  tang.B  \  —  tang.C  II  sin'. CD* I  éin.BD.  Et  par 
conséquent  tang.B  -H  ( —  tang.C)  I  tang.B  —  (-^  tang.C)  \  l- 
sin. CD  ^-  sin.BD  I  sîn.CD  —  sin.BD  II  tang.B  —  tang.C  I 
tang.B  -4-  tang.C.  Si  Ton  transforme  la  dernière  analogie  d'après 
les  formules  (IL  12%  lo*),  elle  déviendra  famg.KCD  4- BD)  I 
tang^KCD  —  BD)  :i  sin.(B  —  C)  I  sin.(B  -+-  C).  De  plus , 
lorsque  la  perpendiculaire  tombe  en  dehors ,  on  a  BC  =  CD  — , 
BD,  fig.54;  substituant  celte  valeur ,  on  a  tang.3(CD  -f-  BD)  = 

tang.îBC  X  si"  cb  ^  cr  ^^^^  formule  que  nous  venoïis  de  donner 
est  précisément  la  même  que  cette  équation;,  si  ce  n'estque  nous 
employons  le  signe  00  au  lieu  du  signe  -H,  et  on  en  a  vu  le  inotif 
(-465). 

^  On  a  donc ,  dans  tous  les  cas  ,  pour  les  segments  du  côté 
connu, 

grand  segment  =  ^BC  -f-  ^CD  c/)  BD)  ; 
petit  segment  x=  ^36  ^  KCD  00  BDJ. 

Dans  la  proportion  (4^0)  on  voit  que  le  plus  grand  angle  est 
adjacent  au  petit  segment ,  et  le  plus  petit  angle  au  grand  seg- 
ment. Prenant  donc  le  segment  adjacent  au  côté  cherché,  on  aura 
(VL  10^)     •  ^      ' 

cot.AB  =' cot.BD-:cos.B,  et 
.    cot^AC  ==  co  t.  CD  cos.C. 

Dans  ces  formules  on  emploiera  négativement  (i54)  la  cotangente 
du  petit  segment ,  quand  on  aura  ce  segment  négatif  el'<;.  ^o\ 

484.  Solution  IV,  Procédant  comme  on  a-fait  (474.) i  qrfon 
substitue  dans  l'analogie  (P)  la  valeur  de  tang.i  (AB  -f- AC)  prise> 
dé  la  1*  équatioii  (466) ,  et  on  trouvera  tafag>KBD  c/)  CD)  X 


aya  Chai».   XV  L     Rìsolutiok 

Rg.53  tang.:BC  :  tang."  -1(AB  oo  AC  )  :  :  lang.KC  H-B):  tang.KC  00  B), 
Mais  tang.KCD  oo  BD)  =  tang.jBC  X  .i^.^ts  +  C)  co..f  (B  h- C) 


(483).  En  mettant  celte  valeur  dans  l'analogie  précédente,  et 
extrayant  les  racines ,  on  aura 

tang.UAB  oo  AC)  =  tang.^BC  X  Sri^^* 

En  substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  tang-KAB  C/>  AC) 
tirée  de  l'analogie  (P),  on  aura  encore 

tang.KAB  -^  AC)  =  tang.jBC  X  Ztll  +  H' 

Ces  deux  formules  sont  remarquables  en  ce  qu'elles  ont  Tavan*- 
tage  de  faire  trouver  à  la  fois  les  deux  côtés  inconnus.  Chacune 
d'elles  est  d'ailleurs  la  plus  courte  qu'on  puisse  employer  pour 
trouver  un  ce  té,  connomant  les  deux  autres  et  les  deux  angles  qui 
leur  sont  opposés;  comme  il  est  aisé  de  s'en  convaincre  en  suppo-^ 
sant  BC  inconnu. 

485,  Connoissant  deux  angles  ei  le  cété  compris ,  trowerlû 
troisième  angle^ 

Solution  L  Soient  A,  B»  AB  les  données*  De  la  formule  (4^^) 
on  tire 

C0S.C  :=  COS.AB  sin.A  sîn.B  -~  côs«A  cos.B. 

*    486.  Solution  IL  En  abaissant  de  l'un  A  des  angles  donnés 
.une  perpendiculaire  ÀD ,  on  ama 

i\  cot.BAD=  COS. AB  tang.B,  (VI.  3*); 

a^CAD  =  A  —  BAD; 

Z\  cos.C  =  COS.B  X  î£isg,  (45a), 

Si  la  a*  équation  donne  CAD  négatif,  on  prendra  négativement 
sin. CAD  dans  la  3%  (i54). 

En  donnant  cette  solution ,  et  celle  que  nous  avons  rapportée 
(482)1  La  Caille  {Éléments d'Astron.  Traité prélimin.)  prescrit  de 
.prendre,  selon  la  position  de  la  perpendiculaire^  la  somme  ou  k 

différence 


n 
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différence  de  Tangle  vertical  et  de  son  premier  segment  donné  par 
Iati*  équation ,  pow  avoir  le  second  segment  :  or  on  ne  doit  jamais 
prendre  la  somme,  soit  que  la  perpendiculaire  tombe  en  dedans 
ou  en  dehors  du  triangle  ;  puisque  les  règles  données  par  lui  rela- 
tivement à  Tespece  du  premier  segment,  supposent  la  perpendi- 
culaire du  côté  opposé  à  l'angle  donné  employé  dans  la  premiere 
équation,  et  non  du  côté  opposé  au  supplément  de  cet  angle.  Je 
dis  données  par  lui;  car  c'est  évidemment  par  erreur  qu'on  lit  dans 
sa  table  pour  la  résolution  des  triangles  rectangles  ,  n*".  118,  que 
l'angle  cherché  est  <  po'"  si  Vhypothénuse  est  <  ^d"  :  il  est  dair 
qu^on  doit  lire ,  si  Vhypothénuse  et  T angle  donné  sont  de  même 
espece.  C'est  ainsi  que  cette  règle  est  corrigée  par  M.  l'Abbé  Marie^. 
et  qu'elle  devient  conforme  aux  règles  analogues  de  la  table  de  La 
Caille ,  et  sur-tout  i  celle  du  n^«  1 21 ,  dont  le  cas  est  le  même  qu'au 
n^  L18,  les  lettres  seules  étant  différentes. 

487.  Solution  III.  Si  l'angle  cherché  est  petit,  on  ne  pourra: 
Tavoîr  avec  précision  par  les  deux  solutions  précédenteSr  Maia 
puisque  (4^7),  2  sin.  "î AB  sin.  A  sin.B  =  —  cos.(A  -H  B)  *-^ 
cos.C  =  i  —  2cos.^KA-4-B)  —  1  -H^sin-'sC,  (L  23%  22*), 
il  s'ensuit  que 


sîn.jC  =  v/(cos.*èA  -+•  B  -H  sin.A^in.B  sîn.*îAB); 

ou,  ce  qui  est  plus  commode  pour  le  calcul , 

sm.,C  =  cos.î(A  -H  B)  y/^i  ^  ————^-^î 

ou  enfin,  pour  n'avoir  à  employer  que  les  seules  tables  trigono^ 
métriques  en  logarithmes  (207) , 

sîn.-r  AB  >"  •       A        •      TI  *" 

^^"S-^  =?  cos.i(A  -h  B)  v/sm.A  sm.B;  et 
sm.âLi  =  ■  ■■  •  . 


cos,a 


Il  n'y  a  point  de  formule  analogue  à  celles  de  Neper  pour  résoudre 
iimm^atement.ce  problême;  mais  si  on  veut  faire  usage  de  se? 

Mm 


r 


ìt 
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Fîg»53  formules,  après  avoir  trouvé  par  les  solutions  (483  ou  484)  un 
des  côtés  Inconnus  »  on  aura  recours  à  la  suivante  pour  avoir  le 
troisième  angle. 

488.  Connoissant  deux  cotés  et  T angle  opposé  à  l'un  d'eux ^ 
irouver  T angle  opposé  à  Vautm  côté  donné.  (On  n'a  qu'une  solu- 
tîon  de  ce  problême,  et  de  chacun  des  cîncj  qui  le  suivent). 

Soient  AB,  AC,  B  les  données  ;  C  sera  Fangle  cherché,  et  on 

aura  C447)»  .  .  ^ 

S^'C    =         ,i„.AC       ■ 

Dans  ce  problême  l'espèce  de  Tangle  C  est  douteuse;  on  dé- 
montre, de  la  même  maniere  que  pour  les  cas  douteux  dans  la 
Trigonométrie  rectiligne  (aaS),  que  cet  angle  a  deux  valeurs  » 
ainsi  que  toutes  les  parties  inconnues  du  triangle*  Pour  les  trian- 
gles sphériques ,  T  incertitude  est  détruite  ,  dans  la  plupart  des  caS| 
par  la  règle  (475)  qui  peut  s'énoncer  ainsi  :  Selon  que  la  somme 
des  cotés  donnés  est  plus  grande  ou  moindre  ou  de  même  valeur 
ifue  180%  la  somme  des  angles  opposés  es£  aussi  ou  plus  grande j^ 
ou  moindre  y  ou  de  même  valeur  que  i8o^ 

Si  au  lieu  de  connoitre  un  angle ,  on  connoissoit  la  somme  on 
la  difTérencè  des  angles  opposés  aux  côtés  donnés ,  k  valeur  de 
chacun  des  angles  se  Irouveroit  par  l'analogie  (P) ,  (474)* 

489.  Connoissant  deux  côtés  ei  l'angle  opposé  à  l'un  deux", 
trouver  V angle  compris  par  ces  deux  côtés. 

Soient  AB,  AC,  B  les  données;  A  sera  Tangle  cherché.  En 
abaissant  de  cet  angle  la  perpendiculaire  AD ,  on  aura 

l^cot.BAD  =  cos.AB  lang.B,  (VL3*); 
a^.xosXAD  =  cos.BAD  X  '^^,  (4^3)  î 
Z\  BAD  ±  CAD  =  A, 

Le  signe  H-  a  lieu  quand  la  perpendiculaire  tombe  en  dedans  ; 
le  signe  — -  quand  elle  tombe  en  dehors.  £t  par  conséquent  (460) 
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on  prendra  la  somme  des  segments  eie  V angle  cherché,  lorsque  les 
deux  autres  angles  seront  de  même  espece  entre  eux;  la  différence, 
lorsque  ces  deux  angles  seront  d'espèce  différente  entre  eux.  D'où 
^'on  voit  que  le  cas  de  ce  problême  est  douteux  toutes  les  fois  que 
le  cas  du  problème  précédent  Test  aussi. 

Cependant  l'espèce  de  Pangle  C  restant  inconnue  ^  souvent 
encore  on  pourra  connoître  l'espèce  de  Tangle  A  au  moyen  de  la 
re^e  suivante  que  je  tire  de  l' excellente  Trigonométrie  sphériqae 
de  M.  l'Abbé  Boscovich  :  si  la  somme  des  segments  est  >  180% 
prenez  la  différence  ;  si  la  différence  est  négative ,  prenez  la 
somme. 

La  Caille  prescrit  de  prendre  la  somme  des  segments,  lorsque 
les  côtés  donnés  sont  de  même  espece  entre  eux.  Uautorité  d'un 
tel  homme,  dont  l'exactitude  égaloit  l'habileté,  a  engagé  M, l'Abbé 
Marie  et  d'autres  Auteurs  respectables  à  adopter  cette  règle  sans 
examen.  Il  est  donc  à  propos  de  démontrer  qu'elle  est  inexacte , 
ne  fût-ce  que  pour  accoutumer  les  Commençants  à  lire  avec  pré- 
caution les  Auteurs  même  les  plus  justement  célèbres. 

Soit  un  triangle  ACD ,  rectangle  en  D ,  formé  par  trois  arcs  Fî«.54 
moindres  chacun  que  de  90**;  dès-lors  (4210)  les  angles  obliques 
seront  tous  deux  aigus.  De  l'un  A  de  ces  angles ,  menez  en  dedans 
du  triangle  un  arc  AB ,  qui  divise  en  un  point  quelconque  le  côté 
opposé  CD.  Vous  aurez  BD  <  CD ,  et  par  conséquent  BD  <[  90^ 
Mais  (45 1),  cos.BD  I  COS.  CD  \\  cos.AB  I  cos.AC.  Donc  AC 
étant  <  90''  par  la  supposition,  il  résulte  de  cette  proportion  que 
AB  est  <  90°,  et  que  par  conséquent  AB ,  AC  sont  de  même 
espece.  Mais  AD  étant,  par  l'hypothèse,  perpendiculaire  à  CD, 
les  segments  de  l'angle  A  dans  le  triangle  obliquanglé  ABC ,  sont 
CAD,  BAD  ;  et  il  est  visible  que  BAC  =  CAD  ^  BAD.  Donc 
de  ce  que  deux  côtés  sont  de  même  espece,  il  ne  s'ensuit  pas  que 
l'angle  qu'ils  comprennent  soit  composé  de  la  somme  de  ses*  seg- 
ments ;  et  la  règle  de  La  Caille  manque  de  justesse. 

Mm  ij 
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Fjg.53        49*^'   Connoîssant  deux  cétês  et  T angle  opposé  à  Van  d'eux ^ 
déterminer  le  troisième  coté. 

Soient  AB ,  AC ,  B  les  données  ;  abaissons,  snr  le  côté  cherché 
BC ,  k  perpendiculaire  AD  ;  nous  aurons 

i\  tang^BD  t=  tang,AB  cos.B,  (VL  a'); 


îi^  cosXD   =  cos.BD  X 


COS.  AC 


cos 


(45i)î 


Z\  BD  d::  CD  =  BC. 

On  prendra  ou  la  somme  ou  la  difFérence  des  segments  de  la  base^ 
suivant  les  règles  que  nous  avons  données  (489)  pour  les  segments 
de  r  angle  vertical 

On  a  encore  prescrit,  dans  ce  cas,  de  prendre  la  somme,  quand 
les  deux  cotes  donnés  sont  de  même  espece  \  d'où  il  suivroit  que 
<5uand  deux  côtés  sont  de  même  espece,  la  perpendiculaire  stuoie 
troisième  côté  tombe  toujours  en  dedans  du  triangle  ;  et  nous  ve- 
joons  de  démontrer  le  contraire  (489). 

491.  Si  le  sinus  ou  cosinus  trouvé  dans  Tun  des  trois  précédents 
problèmes ,  étoit  d'une  telle  grandeur  qu'on  ne  pût  avoir  l'arc  avec 
la  précision  désirée,  on  auroit  recours  à  un  autre  de  ces  trois  pro- 
blêmes ;  et  alors  connoîssant  quatre  parties  du  triangle ,  on  varie- 
roît  les  données,  pour  trouver  la  partie  cherchée  par  le  moyen  de 
quelqu'un  des  problêmes  qui  précédent  les  trois  derniers.  Celte 
remarque  doit  aussi  s'appliquer  aux  trois  suivants. 

49^*  Connoîssant  deux  angles  et  te  côte  opposé  à  Vun  d^euxj 
trouver  le  côté  opposé  à  Vautre  angle  connu. 

Soient  B,  C,  AC  les  données:  AB  «era  le  côté  cherché î  et 
fon  aura  (44?) 

sîn.AB  =  sîn.ÀC  X 


sin.C 
sin.B 


Selon  que  la  somme  des  angles  donnés  est  ou  plus  grande ,  ou 
moindre  y  ou  de  même  valeur  que  i8o%  la  somme  des  côtés  opposés 
est  aussi  ou  plus  grande,  ou  moindre,  ou  de  même  valeur  que 
i8o%  (475> 

Si  cette  règle  ou  les  notions  qu'on  aura  d'ailleiirs  ne  suffisent 
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pas  pour  qu'on  puisse  discerner  Tespece  du  côté  cherché  dans  ce 
problême,  il  sera  impossible  de  déterminer  la  valeur  des  autres 
parties  du  triangle  par  les  solutions  des  deux  problèmes  qui  sui-> 
vent.  Regiomontanus  qui  a  bien  connu  Fambiguité  des  problèmes 
(488  à  490) ,  a  donné  celui-ci  et  les  deux  suivants ,  comme  déter- 
minés dans  tous  les  cas  {de  Triangulis,  Lib.  4*  prop.  29  et  32)..  11 
est  donc  à  propos  de  démontrer  qu^ils  ne  le  sont  pas. 

Pour  cet  effet,  soient  donnés  le  côté  NK  et  les  angles  NAK  et  Fig.45 
ANR ,  en  supposant  KN  oblique  sur  AN;  toutes  les  fois  qu'un  arc 
KL  =  KN  pourra  tomber  de  Fangle  inconnu  K  sur  le  côté  opposé^ 
il  est  clair  que  ces  problêmes  seront  douteux,  et  qu'on  ne  pourra 
discerner  par  la  Trigonométrie  si  les  données  appartiennent  au 
triangle  ANK,  ou  bien  au  triangle  BLK ,  puisque  A  ==  B,  (388), 
^ue  KN  =  KL  par  la  supposition,  et  que  ANK  =  BLK,  (41  j). 

Si  au  lieu  de  connoitre  un  côté ,  on  connoissoit  la  somme  ou 
Ja  différence  des  côtés  opposés  aux  angles  donnés ,  la  valeur  dç 
xhacun  des  côtés  se  trouveroit  par  l'analogie  (P),  (474). 

493.  Connaissant  deux  angles  et  le  côté  opposé  à  l'un  d'eux, 
iroui^er  le  côté  compris  entre  leurs  sommets. 

Soient  les  données  B ,  C ,  AC  ;  abaissons  la  perpendiculaire  AD  Fig.53 
.sur  le  côté  cherché  BC  ;  et  nous  aurons 

1*.  tangXD  =  tang.AC  cos.C  ,  (VL  2*)  ; 
2^sin.BD  =  sin.  CD  X  2|l'  (4^0)  i 
Z\  CD  db  BD  =  BC, 

L'espèce  de  BD  est  toujours  douteuse,  lorsque  dans  le  problême 
précédent  celle  de  AB  est  douteuse.  Mais  si  l'on  connoit  l'espèce 
de  AB ,  on  détermine  ceUe  de  BD  par  l'analogie  (45i),  cos.AC  \ 
cos.CD  I  \  cos.AB  \  cos.BD^  qui  fournit  la  règle  suivante  :  Selon 
ijue  les  côtés  opposés  aux  angles  dpnnés  sont,  entre  eux,  de  même 
ou  de  différente  espece,  les  segments  du  côté  cherché  sont,  entre 
eux,  de  même  ou  de  différente  espece. 

Dans  la  troisième  équation^  on  prendra. toujours  k  somme , 
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Fig-53  quand  les  angles  donnés  seront  de  même  espece  ;  la  différence 
dans  le  cas  contraire*  Cette  seule  règle  suffira  souvent,  en  éprou- 
vant la  plus  grande  des  deux  valeurs  du  second  segment  BD , 
comme  le  prescrit  M.  l'Abbé  Boscovich  ;  si ,  dans  !e  cas  de  la 
sonime  ,  on  a  BC  >  1 80*,  ou  51 ,  dans  le  cas  de  la  différence ,  on 
aBC  négatif,  le  second  segment  est  toujours  moindre  que  de  90^ 

14p4.  Connoissant  doux  angles  et  le  calé  opposé  à  Vun  d^eux^ 
ttomerle  troisième  angle. 
Soient  les  données  B ,  C ,  AC  ;  A  est  Vangle  cherché ,  et  Toe  a 
i\coLCAD  =:  cos.AC  tangX,  (VL  3')i 


ta^  sin.BAD  =  sInXAD  X  ^,  (4^2); 
3\  CAD  zb  BAD  =  A. 


Pourvu  que  Ton  connoisse  l'espèce  de  AB ,  (492) ,  on  déterminera 
celle  de  BAD  par  l'analogie  (453),  tang,AB  \  tang.AC  \  \  cosXAD 
;  cos-BAD.  Du  reste  toutes  les  règles  du  problême  précédent, 
relatives  aux  segments  de  la  base»  s'appliquent  de  même  aux  seg- 
ments de  Tangle  verticaL 

495.  J'ai  réuni  dans  la  table  VII  toutes  les  solutions  analyd^ 
ques,  ainsi  appellées ,  parce  qu'elles  contiennent  dans  une  seule 
équation  la  valeur  compiette  d'une  ligne  trigonomé trique  apparie-: 
nant  à  quelqu'une  des  parties  d'un  triangle  sphérique  ;  laquello 
valeur  peut  se  substituer  par  conséquent  dans  les  opérations  ana- 
lytiques ,  et  conduire  ainsi  â  des  résultats  très  utiles.  Les  formules 
5%  7%  9%  12%  i5%  16%  23%  28%  29%  35%  36*  sont  démontrées 
aux  articles  488,  462,  '461 ,  485,  470,  471 ,  492,  476,  4^^^ 
480 ,  481 .  De  ces  formules  sont  tirées  toutes  les  autres  de  la  table, 
par  de  simples  changements  de  lettres  {^61). 

La  table  III  est  beaucoup  plus  étendue  :  on  auroit  pu  de  même 
augmenter  la  table  VII,  en  y  insérant  jusqu'à  dix  valeurs  de  cha- 
que Hgne  trigonométrique  ;  mais  ces  valeurs  sont,  pour  la  plupart, 
trop  compliquées.  Il  sera  facile,  au  surplus,  de  les  former  au  be- 
soin. Par  exemple ,  outre  les  deux  valeurs  de  sin.  A  que  donne  la 
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tablé  VII  9  quatre  autres  se  trouvent  en  prenant  dans  cette  même 
table  les  deux  valeurs  de  cos.A  et  les  substituant  dans  la  formule 
(I.  3*),  et  les  deux  valeurs  de  tang.A,  et  les  substituant  dans  la 
formule  (L  5*).  Les  quatre  autres  valeurs  de  sin.  A  demandent  un 
peu  plus  de  travail,  parce  qu'il  faut  les  tirer  des  solutions  tngono- 
métriques  des  cas  douteux  (489  à  494);  Nous  nous  contenterons 
de  rechercher  Tune  de  ces  valeurs. 

Connoissant  deux  angles  B ,  C ,  e^un  côté  opposé  AC ,  on  de- 
mande l'expression  analytique  du  sinus  du  troisième  angle  A.  C'est 
le  cas  de  la  solution  (494)  9  ^^^^  laquelle  commençant  par  la  troi- 
sième équation  y  et  supposait  de  même  espece  (459)  les  angles 
donnés,  nous  aurons  sin. A  =  sin. (CAD  H-  BAD)  =  sin.CAD 
cos.BAD  -4- COS. CAD  sin.BM).  Éliminons  BAD  par  le  moyen 
de  la  deuxième  équation  (494)1  en  observant  que  cos.BAD 
=  v/(i  —  ^^•^  BAD)  \  nous  aurons  sin. A  =  sin.CAD  X 
y/(i— sin.-CAD  X  jSS)  -^  cos.CAD  sin. CAD  X  s~- 
n  reste  à  éliminer  CAD  par  le  moyen  de  la  premiere  équation 
(494)  ,  en  observant  d'ailleurs  que  sin. CAP  =  ^(,  ^  êot.- cad)  » 
(I.  4*) ,  et  que  cos.CAD  =  ^(,  ^'co^cad)  »  (^-  ^^*)»  équations 
dans  lesquelles  on  mettra  ,  au  lieu  de  cot.CAD,  sa  valeur  prise 
(494),  et  qui  donnent,  après  cette  substitution,  une  valeur  de 
sin.CAD,  et  une  valeur  de  cosXAD,  qu'on  substituera  Tune 
et  l'autre  dans  Téquation  précédente.  On  aura  alors  sin.A  =: 

1 y  // C<»»'B \  C08.B 

V'(i  -h  tang.'C  COS.*  AC)     ^     V    V  côa.»C  -h  «in.'C  coi.*  AC/   "*"    coi.C 

X  v^(i  ^"taiifr»c'cos.»AC)  X  ^(1  -H  t5«g.«c  co8."AC)  »  «xpression  cher- 
chée qu'il  ne  s'agit  plus  que  de  simplifier.  Écrivons  p£u:-tout  ^7^ 
au  lieu  de  tang^C,  1  —  sin.* AC  au  heu  de  cos.*AC,  puis  1  au 
heu  de  cos.*C  -t-  sm.*C  ,  et  sin.*B  au  heu  de  1  «—  €os.*B,  et 
nous  aurons  enfin 

.     C08.C  ^(sin.'B  —  8m.*C  MB;* AC)  -f>  «ni-C  co>-B  cos.AC 

Sm.A   —  1  .  ttiu'C  •ia.^AC  * 


280  ChAP.     XVL      RlÉSOLVTlOH 

En  changeant  C  en  B  et  B  en  C ,  on  a  aussitôt  Texpression  de* 
sîn. A  pour  le  cas  où  les  données  sont  B  ,  C ,  AB. 

En  traitant  de  même  la  solution  (489),  on  trouvera  les  deux 
dernières  valeurs  de  sin,  A. 

Si  on  veut  transférer  aux  tnangles  rectilîgnes  la  formule  que 
nous  venons  de  trouver,  il  faut  faire  alors  sin/ AC  =  o;  car  on  a 
sin ♦^ AC  ^  i  —  COS.* AC  ;=^  1  —  1 ,  (4^5).  Il  en  est  de  même  de 
sin.'  ï AB,  et  de  sin. ^ AB  dans  les  formules  (487)  :  et  en  général  si 
dans  une  formule  sphérique  il  ne  se  trouve  qu*un  seul  des  côtés  1 
il  faut  faire  son  sinus  =  o  ,  ainsi  que  sa  tangente  î  ce  qui  est  con* 
forme  (L  3%  33*)  à  la  règle  (4^5)  de  faire  le  cosinus  ==:  1. 

496.  La  table  VIII  renferme  les  solutions  trigonomé triques , 
que  je  nomme  ainsi,  parce  que  ce  sont  les  plus  usitées  dans  le 
calcul  numérique ,  et  que  ce  sont  celles  que  donnent  tous  les  Au* 
teurs  de  Trigonométrie,  Cette  table  est  disposée  de  maniere  à  dis* 
penser  le  Calculateur  d'application  et  d'étude  dans  quelque  cas 
que  ce  soit  ;  même  de  la  ire  une  figure ,  et  de  savoir  la  situation  de 
la  perpendiculaire-  Il  suffit  qu'on  se  rappelle  que  le  cosinus ,  la 
tangente  et  la  cotangente  de  l'are  >  90°  et  <  180^,  sont  négatifs. 
J'ai  exposé  (459)  la  règle  fondamentale  d'après  laquelle  sont  cons- 
truites toutes  mes  solutions.  Si  on  a  la  curiosité  de  savoir  de  quel 
côté  tombe  la  perpendiculaire ,  elle  est  en  dehors  du  triangle  toute? 
les  fois  que  Ion  a  ou  la  base  moindre  que  son  1"  segment,  ou 
l'angle  vertical  moindre  que  son  1*'  segment. 

497*  J'ai  rassemblé  dans  la  table  IX  les  solutions  de  Neper  ^ 
pour  lesquelles  le  Calculateur  n'aura  de  même  besoin  d'attention 
que  relativement  aux  signes  (42).  On  observera  que  dans  le  cas  où 
l'on  trouve  le  plus  grand  segment  >  180^,  la  valeur  qu'on  obtient 
pour  les  segments,  en  se  conformant  aux  règles  des  signes,  est  alors; 
relative  non  à  la  perpendiculaire  qui  tombe  en  dedans  du  triangle, 
mais  au  supplément  de  cette  perpendiculaire,  c'est-â-dire  à  celui 
des  deux  arcs  perpendiculaires ,  qui  dans  ce  cas  est  le  seul  tombant 
en  dehorst 

L'arc 
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L'arc  a  représente  la  somme  des  segments  quand  la  perpendi* 
ciilaire  (son  supplément  dans  le  cas  ci-dessus)  tombe  en  dehors , 
leur  di£féreace  quand  elle  tombe  en  ded^ms. 

Du  Triangle  isoscele. 

498,  Si  le  triangle  est  isoscele ,  on  le  divise  en  deux  triangles 
égaux  (409,  3^)  et  rectangles,  par  le  moyen  d'un  arc  perpendi- 
culaire à  la  base  ,  et  par  conséquent  cet  arc  partage  en  deux  par- 
ties égales  et  la  base  et  l'angle  vertical.  Alprs  on  a,  par  la  table  VI  ^ 
les  analogies  suivantes  qui  résolvent  tous  les  cas. 

l^  Le  sinus  d'un  coté  est  au  sinus  de  la  àeïxûrbase  comme  le 
rayon  au  sinus  du  àemi-angle  vertical. 

2^  La  tangente  d'un  côté  est  à  la  tangente  de  la  demi-ia^e> 
comme  le  rayon  au  cosinus  d'i//z  ÇLngle  sur  la  hase. 

3"*.  Le  cosinus  d'un  côté  est  à  la  cotangente  du  demî-a/zg^/a  ver^ 
tical,  comme  le  rayon  à  la  tangente  ^un  angle  sur  la  hase. 

4°.  Le  cosinus  de  la  àiexm-hase  est  au  cosinus  du  demi-o/zgfe 
vertical,  comme  le  rayon  au  sinus  d'w/z  angle  sur  la  base. 

De  la  mesure  de  la  surface  du  Triangle  sphérique. 

499.  Pour  trouver  la  surface  d'un  triangle  sphéarique  quelconque  Fîg.57 
ABC ,  prolongez  un  de  ses  côtés ,  par  exemple  BC ,  en  décrivant 

le  cercle  entier  BCEFB,  qui  représentera  la  moitié  d'une  sphère 
(377).  Prolongez  aussi,  tant  d'une  part  que  de  l'autre,  les  deux 
côtés  AB ,  AC,  jusqu'à  ce  que  vous  ayez  (379),  BAE  =  180**  = 
ABD  =  CAF  =  ACD.  Il  est  évident  par  cette  construction ,  en 
vertu  de  laquelle  on  a  aussi  CBF  =  180*"  =  BFE,  que  le  triangle 
AEF,  placé  sur  l'hémisphère  antérieur,  est  égal  (407)  au  triangle 
BCD  décrit  sur  l'hémisphère  opposé.  Appelions  m  la  surÊice  de 
chacun  de  ces  deux  triangles,  x  la  surface  cherchée  du  triangle 
ABC,  n  et  p  les  surfaces  des  triangles  CAE,  BAF.  On  sait  d'ail- 
leurs que  la  surface  de  la  sphère  est  égale  à  la  circonférence  d'un 
grand  cercle ,  multîpUée  par  le  diamètre.  Mettant  donc  2R  X  3^0*^ 

Nn 
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au  lieu  de  la  surface  de  la  sphère  dans  la  proportion  (4i5) ,  nous 
aurons  le  fuseau  ABDCA,  ou  x  h-  m,  =  2A  X  R;  le  fuseau 
BAECB,  ou  X  -+-  /i,  =  aB  X  Rî  et  le  ftiseau  CBFAC»  ou 
x-+-/?^^2C  XR;de  sorte  qu'en  additionnant  les  iroîs  équa- 
tions, on  a  3x  H-  m  H-  /ï  ~H  ;?  ^=  (A  -H  B  H-  C)  X  2R. 
Mais  il  est  clair,  par  la  figure,  que  la  moitié  de  la  surface  de  la 
sphère,  ou  aR  X  180"*,  =  x  -K  m  -+-  /î  H-  /j.  Donc  2X  -+- 
3R  X   i8o''  =  (A  -H  B  -H  C)  2 R;  et  par  conséquent 

x  =  (AH-B-f-C—  180^)  X  R- 
Donc  la  surface  d'un  triangle  sphéricfue  se  trtmue  en  retranchani 
iSo"*  de  la  somme  des  trois  angles,  et  multipliant  le  reste  par  le 
rayon  de  la  sphère. 

Cette  solution  ,  extrêmement  simple,  est  tirée  de  Wallîs. 

II  faut  observer,  pour  le  calcul  de  cette  équation,  que  les  deux 
facteurs  du  second  membre  doivent  être  des  quantités  de  même 
espece.  Soit  (A  h-  B  -+-  C  —  180'')  =^  D;  si  on  veut  en  de- 
grés ou  minutes,  &c.  la  surface  cherchée,  on  emploiera  D  en 
degrés  ou  minutes,  et,  pour  le  rayon,  R"*  ou  R',  &c.  (262).  Si 
Ton  veufc  la  surÊice  en  pouces  ou  pieds,  &€.,  on  prendra  R  en 
pouces  ou  pieds ,  &c. ,  et  on  réduira  D  en  pouces  ou  pieds  par  la 
proportion  R**  oif  R'  I  D""  ou  D'  •  •  R  en  pouccfs  ou  pieds  l  D 
en  pouces  ou  pieds. 

Exemples  du  calcul  des  Triangles  obliquangles. 

5oo.  Exemple  L  Connoissant  la  longitude  et  la  latitude  géogra- 
phique (4i<5)  de  deux  lieux,  comme  Pétersbourg  et  laConception, 
vOIe  du  Chili ,  on  demande  Tare  de  la  Terre  intercepté  entre  ces 
deux  villes,  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  leur  distance. 

Lon^tude  de  Pétersbourg  comptée  du  méridien 
de  Paris  et  à  Torient    .     .     .     .     .     .     .     .     .     27**  69'  3o'^ 

Longitude  de  la  Conception,  occident  de  Paris,     yS     o      o 

Différence  de  longitude  entre  Pétersbourg  et  la 
Conception   ............     .loa  59    3o 
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'.  -  Latitude  septentrionale  de  Pétersbcaug  .     •     •     69*^  56'    o'' 
• .  Latitude  méridionale  de  la  Conception  .     .     ..  36  421    53 

Soit  donc  (416)^  A  le  pôle,  et  l'angle  A    ='  102  Sp    3o^    Fig.48 

B  la  Conception ,  et AB  =  126  42    53 

D  Pétersbourg ,  et AD  ==    3o     4     o 

On  cherche  BD;  et  c'est  le  cas  de  la  solution  (VIII.  8*).   Je 
nomme  AB  la  base  et  AD  le  côté  donné,  et  j'ai 


log.  — cos.A  =  9,35i8i4 
log.  tang.  AD  =  9, 762606 


log.— rtangj  seg.=  9,11 4420 
Pond  segm.=  172^35'  6^' 
Base=:  126  42  53 


log.  COS.  AD  ==  9,93723e 

comp.log. — cos.I  seg.=2  0,003647 

log.  cos.II  segmeçt  =  9,842787 

log.  —  cos.BD  =  9,783672 


DiiF.ouIIseg.=   455213  Donc  BD  =  127° 25' 18'' 

La  distance  cherchée  est  donc,  à  très  peu  près,  de  7645  milles 
géographiques ,  de  60  au  degré. 

Pour  faiie  d'autant  plus  promptement  ce  calcul ,  il  est  à  propos 
de  chercher  et  d'écrire  immédiatement  l'un  après  l'autre  le  log. 
de  tang.  AD ,  et  celui  de  cos.  AD  ;  ainsi  que  le  complément  de  log, 
cos.I  segm.  ,  immédiatement  après  avoir  trouvé  la  valeur  de  cô 
segment. 

Exemple  IL  Résolvons  le  même  problême,  en  prenant  AD 
pour  la  base ,  AB  pour  le  côté  donné. 


log.  —  cos.A  =  9,35i8i4 

log.  —  tang.  AB  =  0,127391 

log.  tang. I  segm.  =  9,479205 

I  segment  =  i6^46'3o" 

Base  =  3o     ^    o 

Diff.ou  Ilseg.  =  i3   17  3o 


log.  —  cos.  AB  =9,776578 

compi.  log.cos.I  segm.  ==  0,018886 

log.cos.II  segment  =  9,988208 

log.  —  cos.BD  =  9,783672 

Et  c'est  ce  que  nous  venons  de 

trouver  tout-à-l'heure. 


On  voit  quelle  ^est  l'ejcactitude  et  laiacililé  de  nos  règles,  qu*oa 

Nn  ij 


r 
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pouna  comparer  avec  celles  que  donne  La  Caille  pour  le  même 
cas  (Eléments  et AsironomiCj  Traité  prélimiminaire j  ztuVl^^to 
blême  X), 

Exemple  IIL  Retournons  le  problême.  Connaissant  la  distance 
et  les  latitudes  géographiques  de  deux  lieux ^  trower  la  différence 
de  leurs  longitudes. 

Ce  pro blême  est  d*un  grand  usage  dans  la  navigation.  Car  lors- 
qu'un Pilote  connoît  les  longitude  et  latitude  du  lieu  d'où  il  est 
parti;  quìi  a  tenu  compte  (216)  de  la  roule  parcourue,  et  qu'il 
a  observé  la  lalitude  (ou  la  hauteur  du  pôle)  pour  le  point  du 
globe  où  il  se  trouve;  il  ne  lui  reste  plus,  pour  connoître  exacte- 
ment la  situation  de  ce  point ,  qu'à  déterminer ,  au  moyen  de  ces 
données ,  le  chemin  qu'il  a  fait  en  longitude  ;  et  c'est  l'objet  du 
problème  que  nous  allons  résoudxe* 
a8  Soit  donc  BD  la  route  déjà  faite,  AB  le  complément  de  la  lati- 
tude du  lieu  de  départ  B ,  AD  le  complément  de  celle  du  point  D, 
où  se  trouve  le  vaisseau.  Connoïssant  ces  trois  côtés  du  triangle 
ABD ,  on  cherche  l'angle  au  pôle ,  A  ,  q\ii  est  la  différence  entre  la 
longitude  connue  du  méridien  AB ,  et  la  longitude  cherchée  du 
méridien  AD. 

J'emploie  pour  résoudre  ce  cas,  la  premiere  formule  (VIII.  1 1*)  : 
J'appelle  a  le  côté  BD  opposé  à  l'angle  cherché  ^  b  et  c  les  deux 
îiutres ,  à  volonté  ;  et  je  suppose 


a  = 

37»  24'  46'* 

b  = 

41     9     0 

c  — 

71    3o     0 

somme 

i5o     3   46 

detoi-somme  ons  = 

75     1   53 

j  —  6  = 

33   52   53 

,  s —  c   == 

3  3i   53 
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Après  ces  préparations  indiquées  par  la  formule ,  je  trouve 

log.sin.(j  —  b)  =  9,746226 

log.sin.(j  —  c)  =  8,789548 

compi,  log.  sin.  6  =  0,181753 

compl.log.sin.c  =:  o, 023o43 

somme        8,740570 

demi-somme  ou  log.sin.i  A  =  9,370285 

Ce  log.  répond  à  sin. iS""  34^  o''  ;  donc  A  =  27*"  8^ 

Pour  s'exercer,  on  pourra  chercher  le  même  angle  par  la 

seconde  formule  (VIII.  ii*). 

Exemple  IV.  Ayant  les  mêmes  données,  cherchons  le  même 

angle  par  la  solution  (IX.  7*). 

Soit  donc BD=  37^24'  46",  AD  =  41^  9'',  AB=7i^3o'. 

Je  nomme  base  le  côté  AD ,  simplement  côtés  les  deux  autres  ; 

j'ai|AD=2o^34'3o'';KAB^BD)=54^27'23"-,KAB— BD) 

=  17°2'  37''.  Donc 

log.  tang. demi-somme  des  côtés  =  o,  i46o33 
log.  tang. demi-différence  des  côtés  =  9,486520 

log.cot.jbase  =  o,  425532 
log.tang.la  =  o,  o58o85 

Donerà  =  48^49'  12 "5.  Dans  le  calcul  de  la  dernière  équation 
(IX.  7')  je  dois  employer  le  segment  et  le  côté  adjacents  à  l'angle 
cherché  :  or  AD  étant  la  base  ,  le  seul  côté  adjacent  à  l'angle 
cherché  est  AB  ;  et  comme  AB  est  plus  grand  que  l'autre  côté  BD, 
je  dois,  d'après  la  règle  de  la  table ,  relativement  à  ce  cas  ,  em- 
ployer  avec  AB  le  grand  segment.  C'est  donc  ce  segment  que  je 
cherche ,  et  j'ai  :  grand  segment  =  20°  34'  3o"  -+-  48°  49^  i^^'^s  = 
ó^""  23'  42"^.  J'ai  ensuite 

log.  tang.  69**  23'  42  "3  =  0,424844 
log.cot.71'*  3o'  =  9,524520 
log^cos.A  =  9,949364 
Donc  A  =  27*^8  '  o  ">  comme  nous  l'ayons  trouvé  dans  l'exemple  lU. 
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Fig.^g  Exemple  V.  Ayant  les  mêmes  données»  cherchons  Tangle  D* 
Puisqu'il  est»  ainsi  que  A^  dans T exemple  précédent^  adjacent  à 
AD,  que  nous  avions  pris  et  prenons  encore  pour  la  base,  le  calcul 
déjà  fait  de  la  x*  équation  (IX*  7*)  sera  le  même  dans  cet  exemple- 
ci*  Le  côté  adjacent  à Tangle  cherché  sera  BD  <  AB;  donc  dans 
la  4"  équation  (IX,  7*}  il  faut  employer  le  petit  segment.  On  a  donc  : 
petit  segm.  =20^34'  3o''  —  48^  49'  12",^=  —  28^14'  42 ''î- 
Et  la  tangente  de  cet  aie  négatil  sera  négative ,  (  i54)- 

log,—  tang,28^  j4'  42''^  =  9,730144 
log.  co  t.  37  24  46      :=:o,  ii638^ 

log. —  cos,D  =^  9,846533 

Et  par  conséquent  D  =^  i34*  36'  4?'%  3. 

5oi.  Un  Auteur  très  connu  ,  employant  les  mêmes  valeurs 
pour  AB  y  AD  et  A^  calcule  cet  angle  D  au  moyen  de  la  formule 
(VIL  17*) T  (dans  laquelle  je  suppose  D  au  lieu  d€  C),  et  I0 
donne  de  45"*  23'  14'%  c'est-à-dire  aigu.  Il  n'a  pas  fait  attention 
que  ces,  AD  cos.  A  est  >  sin*  AD  co  t.  AB ,  et  que  k  quantité  néga- 
tite  étant  la  plus  grande  dans  le  dénominateur,  tang.D  est  néces- 
sairement aussi  une  quantité  négative.  Cette  méprise  ne  mériteroit 
pas  d'être  relevée ,  si  le  même  Auteur  n'annonçoît  pas ,  avant  de 
donner  le  calcul  du  problême ,  que  l'angle  cherché  doit  être  aig;u  ; 
et  s'il  n'ajoutoit  pas  que  c'est  par  cette  raison  qu'il  prend  cos,  AD 
cos.  A  avec  un  signe  négatif.  Quelque  triangle  ABD  que  l'on  consi- 
dère, jamais  la  règle  suivante  ne  sera  en  défaut  :  Le  signe  de 
cos.  AD  cos.  A  ne  dépend  nullement  de  V espece  de  V angle  D,  niais 
seulement  de  celles  de  AD  et  de  A  ;  et  il  sera  toujours  négatif, 
quand  AD  et  A  seront  de  même  espece.  Si  cet  Auteur,  très  juste- 
ment estimé ,  a  pu  se  tromper  ainsi  relativement  aux  signes ,  cela 
prouve  assez,  du  moins  à  mon  avis,  que  l'espèce  d'analyse  algé- 
brique très  compliquée  dont  il  a  Fait  usage  pour  construire  leç  for- 
mules de  la  tabfle  VII,  expose  plus  à  des  erreurs  que  l'analyse  tri- 
gonoxnétrîque  que  j'ai  adoptée  dans  cet  Ouvrage ,  employé^  $u|r^ 
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▼ant  les  règles  que  j'ai  données  (459).  On  peut  comparer  ces  deux 
méthodes  relativement  à  la  formule  (VIL  17*)  :  pour  la  construire 
par  le  moyen  de  l'analyse  algébrique  en  question ,  il  faut  considérer 
treize  lignes  dans  Tintérieur  de  la  sphère ,  et  les  distribuer  dans 
quatre  analogies  :  il  est  aisé  de  juger  combien  dès-lors  la  figure  et 
le  calcul  doivent  être  coîiipliqués  ;  et  Ton  peut  voir  combien  l'une 
et  l'autre  sont  simples  dans  la  méthode  que  j'ai  suivie  (470).  Aussi 
ai-je  omis  presque  entièrement  dans  ce  Traité  la  considération  des 
lignes  intérieures  de  la  sphère,  qui  ne  m'a  paru  fournir  que  des  solu- 
tions pénibles ,  du  moins  pour  les  problêmes  que  j'ai  rencontrés. 

L'exemple  suivant  démontrera  encore  que  dans  le  triangle  dont 
il  s'agît ,  Exemp.  IV  et  V,  l'angle  D  est  réellement  obtus ,  ainsi  que 
nous  l'avons  trouvé  en  faisant  usage  des  règles  de  la  table  IX. 

5o2.  Exemple  VI.  Connoissant  AB  =  71° 3o',  AD  =41**  9', 
A  =  27°  8' ,  cherchons  à  la  fois  les  deux  autres  angles  du  triangle 
ABD,  au  moyen  des  formules  très  expéditives  de  Neper  (IX.  2*).; 

^A  =  13^34',  KAB  -+-  AD)  =  56^  i9'3o",KAB  — AD) 
=  iS*"  10'  3o" .  J'observe  de  plus^  qu'en  vertu  de  la  règle  (4i3)v 
D  doit  être  >  B;  et  je  fais  le  calcul  comme  il  suit  : 

log. cot.5 A  =  0,617425.  ;  ....  V  ;  .     0,617425^^ 

log.sîn.KAB —  AD)  =9, 417917 log.cos.      9,984586 

compl.log.sin.5(AB-f-AD)=  0,079774  .  .  compi. log.cos.      o,256ii3 
log.tang.i(D  —  B)  =o,ii5ii6:log.tang.i(DH-B)=o,858i24 

DoncUD-+-B)r=    82°   6' 25",  4 
i(D  — .  B)  =    52  3o  22   ,0 

Donc  D  =  i34  36  47   , 4 
et  B  =    29  36     3,4;. 

résultat  qui  prouve  k' précision  des  règles  employées  daiAPexem-^ 
pie  V.  S'il  y  a  un  dixième  de  seconde  de  différence  entre  les  calculs 
des  exemples  V  et  VI,  c'est  que  nous  avons  pris  les  logarithmes 
avec  six  décimales  seulement;  avec  une  seule  décimale  de  plus,  le» 
deux  calculs  donneroient  absolument  lamême  valeiur  pour  l'angle  D^. 


Fig.58 
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Résolution  des  Triangles  sphénques  par  la  Règle  et 

le  Compas. 

Bai.  J-j'iN¥iBrTioK  des  logarithmes  a  rendu  ia  résolution  des 
tt-iangles  si  précise  et  si  prompte,  que  les  Géomètres  ne  tiennent 
plus  aucun  compte,  pour  ainsi  dire,  des  opérations  graphiques, 
sujettes  à  des  erreurs  de  plusieurs  minutes ,  quelque  attention , 
quelque  soin  qu'on  y  apporte.  Cependant  comme  cette  espece  de 
solutions  peut  être  utile  dans  certains  cas  qui  n'exigent  pas  ime 
exactitude  rigoureuse,  ou  pour  ceux  qui  ne  sont  pas  familiarisés 
avec  le  calcul,  je  ne  laisserai  pas  de  les  indiquer  en  peu  de  mots  f 
et  sans  faire  usage  de  la  méthode  des  projections,  pour  mettre  ces 
soludons  à  la  portée  d'un  plus  grand  nombre  de  Lecteurs- 

Soient  donnés  les  trois  côtés  d'un  triangle  sphérique  ABC  ;  par 
exemple  AB  de  yi"*  î,  AC  de  41*"^ ,  et  BC  de  Z-j"""^.  On  demande 
la  valeur  de  l'angle  C,  - 

Décrivez  un  cercle  entier  /zûfcM ,  le  plus  grand  qu'il  sera  pos- 
sible; puis,  au  moyen  d'un  rapporteur ,  ou  de  l'échelle  des  cordes 
d'un  compas  de  proportion,  ou  par  tel  autre  moyen  que  vous  vou- 
drez, coupez ,  sur  la  circonférence  du  cercle  décrit,  et  d'un  point  c 
pris  à  volonté  sur  cette  circonférence,  les  arcs  cb^  ça  respectîver 
ment  égaux  aux  côtés  donnés  BC ,  AC  qui  comprennent  l'angle 
cherché.  Marquez  de  même ,  du  côté  opposé ,  un  arc  cM  égal  à 
l'un  quelconque  des  côtés  ci,  ca,  par  exemple  à  ci,  et  menez 
la  corde  Mb.  Alors  de  l'extrémité  a  de  l'autre  ca  de  ces  mêmes 
côtés,  Arquez  les  arcs  a/z,  ûN  égaux  chacun  au  troisième  côté 
donné  AB;  menez  la  corde  /zN  qui  coupera  (398,  899)  l'autre 
corde  iM  en  un  point  comme  P.  Enfin  prenez  la  moitié  MD  de 
cette  dernière,  du  point  D  décrivez  le  demi-cercle  MRô ,  élevez 
jusqu'à  sa  rencontre  la  perpendiculaire  PR ,  et  menez  le  rayon  ^D  : 

Pan^e 
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Fangle  bDR  sera  égal  A  Tangle  cherché  C.  Cet  angle  ôDR  se  mesure 
ensuite  ou  avec  le  rapporteur  ou  avec  l'échelle  des  cordes,  en  ayant 
égard  à  la  valeur  du  rayon  DR ,  ou  de  telle  autre  maniere  qu'on 
voudra. 

Actuellement  si  on  veut  avoir  l'angle  A  opposé  au  côté  BC  =  bc;, 
îi  suffit  de  prendre  la  moitié  de  N/z,  et  de  couper  l'autre  corde  Mb 
en  décrivant  un  arc  d'un  rayon  égal  à  cette  moitié ,  et  du  point  R 
pour  centre.  En  supposant  que  £  soit  le  point  de  la  section,  l'on 
mènera  la  ligne  RE ,  et  l'on  aura  DER  égal  à  l'angle  cherché  A. 

Si  l'on  vouloit  l'angle  B ,  il  faudroit  changer  la  construction ,  et 
faire,  pour  déterminer  cet  angle ,  toutes  les  opérations  que  nous 
avons  faites  pour  trouver  l'angle  C. 

Nous  verrons  bientôt  que  la  construction  de  la  figure  58  suffit 
pour  résoudre  tous  les  cas  non  douteux  des  triangles  sphériques.  Il 
est  donc  à  propos  d'expUquer  les  principes  de  cette  construction* 

5o4.  Si  l'on  conçoit  que  le  demi-segment  cDb  fasse  une  révo- 
lution autour  de  la  droite  De,  la  base  de  la  calotte  sphérique  en* 
gendrée  par  cette  révolution ,  sera  un  cercle  ayant  Mb  pour  dia- 
mètre, c  pour  pôle,  et  D  pour  centre.  La  demi-circonférence  de 
ce  cercle  sera  donc  MR^  et  appartiendra  à  la  surface  de  la  sphère.* 
De  plus  on  peut  toujours  concevoir  un  grand  cercle  Man  perpen- 
diculaire au  plan  du  demi-cercle  MRb ,  et  dont  Mb  soit  une  corde.] 
Enfin  supposons  un  petit  cercle  décrit  (384)  sur  la  surface  de  U 
sphère,  du  pôle  a  et  de  l'intervalle  de  l'arc  û«  ==  oN  ;  N«  sera 
évidemment  le  diamètre  de  ce  cerclé.  Or  les  diamètres  M^ ,  N/z  se 
coupant  en  un  point  P,  il  faut  que  les  circonférences  auxquelles  Us 
appartiennent  respectivement ,  se  coupent  en  un  point  R;  le  poiivC 
P  ne  pouvant  être  commun  aux  diamètres ,  que  l'ordonnée  PR  ne 
soit  commune  aux  circonférences.  Si  donc  an  est  la  distance-dû 
point  R  au  point  a  sur  la  surface  de  la  spheire,  et  cb  la  distance  du 
point  c  au  point  R,  que  l'on  conçoive  un  triangle  acR  sUr  la  sUr&ce 
dé  la  sphère ,  et  on  reconnoitra  que  par  la  construction  il  est  égal 
au  triangle  donné  ABC.  L'angle  cherché  C  est  l'angle  ocR,  qui  est 

Oo 
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Fîg.58  du  mêmç  nombre  de  degrés  (394)  que  Tare  de  parallele  bR.  Mais 
Z^R  =  D  :  donc  D  =  C,  conune  il  falloit  le  démontrer. 

Considérons  maintenant  que  dans  le  triangle  rectiligne  RDE , 
ER  l  DR  1 1  sin.D  I  sin.DER,  (49).  Maïs  par  construction  ER 
=  |N«  =  sin.an  (18)  =  sin.AB  ;  de  même  DR  =  iiAb  = 
sin. cb  =  sin.BC.  De  plus  nous  venons  de  voir  que  D  =?  C.  Donc 
Tanalogie  devient  sin.AB  l  sîn.BC  II  sin.C  I  sin.DER;  et  par 
conséquent  (VIL  i*),  DER  =  A;  comme  nous  l'avons  avancé 
(5o3). 

505.  Nous  avons  vu  (5o3)  comment,  connoissant  les  trois  cô- 
tés ,  on  trouve  un  angle.  Si  les  données  étaient  les  trois  angles,  on 
auroit  par  la  même  constraction  la  valeur  d'un  côté,  en  faisant 
usage  du  triangle  supplémentaire,  c'est-à-dire  en  employant  le 
supplément  à  180%  de  chacun  des  angles  donnés.  Pour  cet  effet  on 
nommera  BC  Tangle  A,  AC  Tangle  B,  et  AB  l'angle  C,  (440). 
Alors  si  le  côté  cherché  est,  par  exemple,  BC,  on  cherchera,  au 
lieu  de  ce  côté,  l'angle  A,  dont  le  supplément  sera  la  valeur  du 
côté  cherché  BC. 

506.  Si  deux  cotés  et  l'angle  compris  étoient  donnés ,  on  trou- 
veroit  le  troisième  côté  et  l'un  quelconque  des  deux  autres  angles^ 
de  la  maniere  suivante  : 

Sur  la  circonférence  nacM  on  prendroit  deux  arcs  cb^  ca^  égaux 
aux  côtés  donnés  :  nommant  cb  le  côté  opposé  à  l'angle  cherché  , 
on  tireroit  (5o3)  la  corde  M6,  et  de  l'extrémité  a  de  l'autre  côfé 
ca ,  le  rayon  am ,  m  étant  le  centre  du  cercle  nacM.  Sur  M^  on 
décriroit  le  demi-cercle  MRô,  dont  on  prendroit,  du  côté  des  arcs 
«i ,  ca,  un  arc  bK  égal  à  l'angle  donné.  Enfin  abaissant  du  point  R 
la  perpendiculaire  RP,  menant  le  rayon  DR ,  et  faisant  passer  par 
le  point  F  une  corde  Nn  perpendiculaire  à  am ,  on  auroit  aN  ou 
an  pour  la  mesure  du  côté  inconnu  dans  le  triangle  proposé. 

Prenant  ensuite  la  ligne  RE  égale  à  la  moitié  de  N/z,  (5o3) ,  ob 
auroit  DER  égal  à  l'angle  cherché. 
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Toutes  ces  opérations  sont  évidemment  fondées  sur  la  conis* 
Iniction  (5o3),  . 

507.  Si  les  dorinées  sont  deux  angfes  et  le  côté  compris ,  on 
aura  le  troisième  angle  et  Fun  quelconque  àts  deux  autres  côtés, 
en  prenant  les  suppléments  des  angles  et  du  côté  donnés,  moyen 
déjà  employé  (5o5),  et  en  résolvant  le  triangle  de  la  maniere  in- 
diquée (  5o6  ).  Le  supplément  du  côté  qu'on  trouvera  sera  Tan- 
gle  cherché  ;  le  supplément  de  Tangle  qu'on  trouvera  sera  le  côté 
cherché, 

508.  Je  ne  parlerai  pas  de  la  maniere  de  résoudre  le  triangle  ; 
lorsquj  les  données  sont  deux  côtés  et  un  angle  opposé ,  ou  deux 
angles  et  un  côté  opposé  :  i^  parceque  ce  sont  Içs  cas  douteux  \ 
2^  parceque ,  dans  Xa.  pratique ,  ces  cas  se  rencontrent  moins  fré- 
quemment ;  3"*.  parce  que  leur  solution  graphique  est  beaucoup  piu4 
laborieuse  que  les  précédentes ,  et  que ,  pour  ces  cas ,  je  ne  croîs 
pas  que  ce  genre  de  solution  puisse  jamais  être  préféré  au  calai! 
numérique  qui ,  pour  la  solution  quelconque  d'un  triangle  sphéri- 
que ,  n'exige  jamais  plus  de  cinq  minutes  de  temp$ ,  si  Ton  ne  tient 
compte  que  des  degrés  et  minutes  de  degrés ,  et  qui  atteint  tou- 
jours à  une  précision  bien  supérieure  à  celle  qu'on  peut  obtenir 
avec  la  règle  et  le  compas. 
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CHAPITRE     XVIIL 

Comparaison  des  Triangles  sphériques  aux  Triangles 

rectiUgnes, 

509.  i".  JNous  comparerons  le  triangle  sphéiique  au  triangle  rec- 
ó^;ne  formé  par  les  cordes  des  arcs  ou  c6t<ês  du  premier  ;  compa- 
raison qui  peut-être  n'a  pas  encore  été  hàtè ,  mais  qui  me  parott 

Ooij 
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n^être  pas  déplacée  dans  un  Traité  sur  les  deux  Trigonométtîei 
Tectilîgne  et  sphériquep 

2°.  Il  est  très  usité  et  très  commode  de  résoudre  comme  recti- 
lignes  les  petits  triangles  sphériques  rectangles  i  or  nous  détermi- 
nerons pour  tous  les  cas  les  limites  auxquelles  cette  méthode  peut 
s'étendre  ,  au  moyen  d'une  correction  facile  ;  ce  qui  nous  donnera 
lieu  de  comparer  entre  elles  les  formules  des  Trigono mé tries  recti- 
ligne  et  sphérique. 

3^  En  nous  occupant  de  cette  recherche ,  nous  avons  trouvé 
que ,  dans  le  cas  où  Tun  des  côtés  de  Tangle  droit  est  un  arc  de 
petit  cercle ,  ainsi  qu'il  arrive  le  plus  souvent  en  Astronomie ,  Ter- 
reur sur  Tangle  droit ,  à  laquelle  je  croîs  qu  on  n^a  pas  fait  attention 
jusqu'ici  I  peut  influer  sensiblement  sur  les  résultats.  Nous  indique- 
rons les  moyens  d'éviter  cette  erreur. 

5io.  La  différence  de  Tare  à  sa  corde  peut  se  déterminer  d'une 
maniere  aussi  approchée  qu'on  le  voudra  par  le  moyen  de  la  der* 
niere  équation  (iSa).  Si  les  aies  sont  petits^  ces  diÛérences  son£| 
à  très  peu  près,  proportionnelles  aux  cubes  des  arcs  ,  ainsi  qu'on 
le  trouve  en  se  bornant  au  premier  terme  du  second  membre  de 
cette  équation.  Pour  Tare  de  l'Ella  difFérence  est  o/',  045^59,  et 
son  logarithme  est  8,6598  ;  auquel  ajoutant  le  triple  du  log.  d%n 
arc  quelconque  (pourvu  qu'il  n'excède  pas  8**)  exprimé  en  degrés? 
et  décimales  de  degrés^  on  aura  lé  logarithme  de  la  différence  exacte 
de  cet  arc  à  sa  corde  en  secondes  et  dixièmes  de  seconde.  On  peut 
encore  multiplier  parR**,  où  pari^R^,  ou  par  R" ,  (262)^  le  double 
du  sinus  de  la  moitié  d'un  arc  quelconque  (18)  ;  on  aura  la  valeur 
de  la  corâje  en  degrés ,  ou  en  minutes  ^  ou  en  secondes  i.  et  cette 
yadeùr,  comparée  à  celle  dé  Vdtrc^  donnera  la  difFérence  cherchée. 

5ii.  Pour  déterminer  là  difTérence  des  angles  sphériques  aux 
angles  rectilignes ,  proposons- nous  de  résoudre  le  problême  sui^ 
vant :       ^ 

Dans  un  triangle  sphérique  queleanque^  connaissant  deux  côtés 
£t  Viuigle  compris  y  trôwer  V angle  rectiligae  corresporulaat.  (Pen.- 
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Icrads  par  angle  correspondant,  l'angle  formé  par  les  cordes  des 
deux  côtés, donnés). 

Soit  ABC  un  triangle  sphérique ,  et  abc  le  triangle  formé  par  les  Fig.59 
cordes  des  trois  arcs.  Le  triangle  sphérique  donne  (VIL  26*)^ 
cos.BC  =  COS. A  sin.AB  sin. AC  -H  cos.AB  cos.AC,  ou  (L  22*), 
i  —  2sîn.*  îBC  =  cos.A  sin.AB  sin.AC  -H  (1  —  asin.*  îAB) 
(1  —  2sin.^^AC).  J)onc  2sin.^|AB-4-  asin.^^AC—  asin."  sBC 
=  cos.A  sin.AB  sin.AC  -+-  4sin.*îAB  sin.'îAC.  Le  triangle 
abc  donne  (III.  aS*),  Ac*  =  ab*  -^  ac^  —  lab  X  ctc  cos.a. 
Mais  bc  =  2sin.3BC,  (18).  En  transformant  ainsi  les  autres  cor- 
de», l'équation  devient  4sin.*5BC=  4sin.*3AB  -f-  4sin*|AC 
—  Bsin.iAB  sin. 5 AC  eos.a,  ou  2 sin.* 3 AB  -H  2sin.*;AC  — 
2sin.*iBC  =  4sin.iAB  sin.^AC  cos.a.  Substituant  la  valeur  du 
premier  membre ,  trouvée  ci-dessus ,  j'aurai  cos.A  sin.  AB  sin.  AC 
-4-  4sin.*iAB  sin.*  ì  AC  =  4sin.iAB  sin.;  AC  cos.a.  En  divisant 
par  4 sin.; AB  sin. ì AC,  et  observant  que  sin.AB  sin.AC  s^ 
4sin.5AB  COS.; AB  sin.; AC  C0S.3AC,  (I.  6*),  je  trouve  une  &ti:- 
mule  très  simple  pour  la  solution  générale  du  problème  proposé , 
et  j  ai 

(A)...  cos.a  =  cos.A  cos.;AB  cos.;AC  -4-  sîn.;AB  sin.lAC. 

De  celte  formule  il  est  aisé  de  conclure  i*".  que  Tangle  sphérique 
droit  ou  obtus,  est  toujours  plus  grand  que  Tangle  rectiligne  cor- 
respondant ;  2"".  que  Tangle  sphérique  aigu  est  moindre  que  Tanglb 

recliligne  correspondant,  lorsqu^on  a cos. A  >  ^ ^'^  •ì-ab'cOs  ìac' 

5 12.  De  la  formule  (A)  on  passe  aisément  à  la  solution  du  pro- 
blème inverse. 

Dans  un  triangle  rectiligne  abc,  connaissant  deux  côtés  et 
rangle  compris,  trouver  V angle  des  deux  arcs  AB,  AC,  dont  les 
^ux  côt4s  donnés  seroient  les  cordes. 

La  formule  (I.  i8*)  donne  cos.;  AB  cds.îAC  =  '\/(i  —  sin.*  |AB). 
(i  —  sin.*îAC)  ;  on  a  d'ailleurs- sih.s AB  =z^abj  et  sin.4^AG. 
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rîg.Sj  ==ziac.  Substituons  ces  valeurs  dans  réquadon  (A),  et  nous  au- 
rons 

Pour  calculer  cette  formule ,  il  faut  que  les  valeurs  des  côtés  ai,  ac 
soient  telles  qu'ils  puissent  être  cordes  4' un  cercle  ayant  T unité 
pour  rayon.  C'est  ce  qu'on  obtiendra  facilement  en  divisant  les  va- 
leurs des  côtés,  données  en  pieds  ou  toises  ou  antres  mesures,  par 
une  puissance  de  lo ,  telle  qu'aucun  cûté  n'excède  2 ,  valeur  de  la 
plus  grande  corde ,  quand  on  suppose  R  ^  u 

5i3*  Si  AB  =  AC,  et  que  par  conséquent  aè  =  oc,  les  for- 
mules (A),  (B)  se  réduisent  aux  suivantes  (C),  (D),  En  effets 
dans  ce  cas ,  ces, a  =^  cos*A  cos*^  ìAB  -H  sin/  ^  AB,  et  par  consé- 
quent (L  22%  3^),  1  —  nsìn.^'^a  =z  (i  —  ssin/iA)  co5.'iAB 
•+•  I  —  cûs,^  5  AB  j  équation  de  laquelle  on  tire 
(C)*..  sin.ïÊï  =  sm,iA  ces,! AB, 

Mais  cos.^AB  =  v^(i  —  sin/ 1  AB)  =r  y/{i  ^\ab^).  Donc 

La  formule  (C)  Êiit  voir  que  l'angle  vertical  d'un  triangle  sphé- 
rique  isoscele  est  toujours  plus  grand  que  l'angle  rectiligne  corres-: 
pondanL 

5r4*  Enfin  si  A  =  90^,  les  fommles  (A),  (B)  donnent 

(£).•.  cos^a  =  sîn.iAB  sîn.^AC  =  ^ab  X  î^c. 

Toutes  les  formules  que  nous  venons  de  donncr.sont  générales 
^t  rigoureuses  ,"*  quelle  que  soit  la  grandeur  du  triangle.  Mais  si  un 
triangle  sphéiique  rectangle  est  petit ,  on  pourra  mettre  les  arcs  au 
lieu  des  sinus  dans  la  formule  (E)  ;  et  comme  cos.  a = sin.  (90° — a) 
=s=  90^  —  a,  le  petit  excès  de  l'angle  droit  sphérique  sur  l'angle 
rectiligne  correspondant,  sera  donné  en  secondes  par  la  formule 
suivante^  qui  supposeles  arcs  AB ,  AC  pris  en  secondes  : 

/pv         ^^9  ^  tAB  X  T AC 
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Quand  la  somme  des  côtés  seroit  de  lo^'y  Terreur  qu'occasionneroit 
cette  formule  ne  seroit  pas  d^une  seconde. 

Si  Thypothénuse  n'excède  pas  i^  3o^  on  peut  mettre  BC  sin.C 
au  lieu  de  AB,  et  BC  cos.C  au  lieu  de  AC,  (2i3,  11%  i^*)i  ce 
qui  donne  AB  X  AC  =  BC*  sin.C  cos.C  =  iBC"  sin.2(90*»— B) 
=  ^BC^  sin.sB  ;  de  sorte  que  la  différence  cherchée  se  trouve 
aussi  par  la  formule  suivante  : 

/r\         ^^o  ^   (jBC)'  «11.20   (jBCy  iîn.aB 

(G)...  90   —  a  =  jp; =  ^^, . 

Si  BC  =  i^'So^  et  que  B  =  C  =  45*  à-peu-près,  on  trouve 
5)0*—  a  =  17",  7. 

,     5i5.  En  supposant  encore  que  Thypothénuse  n'excède  pas 
x^  3o^,  considérons  les  angles  obliques  B ,  C. 

La  formule  (A)  appliquée  àTangle  B,  par  exemple  ,  donne 
cos.ô  =  cos.B  C0S.3AB  cos.5BC-f-sin.5;AB  sin.îBC.  Maiscos.îAB 
cos.^BC  =  (1  —  2sin.^  i AB)  (1  —  asin.*  \BC)  =  i  —  asin.'^AB 
—  2sin.*^BC  ,  en  négligeant  la  quantité  4 sin.*  \AB  sin.*  4BC  , 
qui  dans  notre  hypothèse  est  absolument  insensible.  Substituant 
la  dernière  valeur  de  cos.; AB  cos.jBC ,  et  mettant  les  arcs  au  lieu 
des  sinus ,  on  a  cos.A  =  cos.B  —  î  cos.B  (AB*  -H  BC*)  H- 3 AB 
X  îBC.  Dans  le  dernier  terme  on  peut  mettre ,  sans  erreur  sensi- 
ble, BC  cos.B  au  lieu  de  AB  :  donc  cos.i  —  cos.B  =ì cos.B 
(BC*  — .  AB*)  =ÎAC*  cos.B.  De  plus  (II.  23*),  cos.i  —  cos.B 
=  2sm.KB  —  b)  sin.KB  •+-*)==  (B —  b)  sîn.B,  attendu 
l'extrême  petitesse  de  B  —  b.  Donc  on  aura,  pour  la  différence 
de  Tangle  sphérique  oblique  à  l'angle  rectiligne  correspondant^ 

/Un          H             L            (fAC)*cot.B 
(H;...    iS    —    à   :=:  ^jp . 

£t  comme  AC  cot.B  =  AB,  (2i3,  5*),  on  aura  aussi 
(K)...  B-3=^^'^^*^ 


aR" 


5 16.  La  même  méthode  donneroit  pour  C  —  cla  même^aleur 
(K)  que  pour  B  —  6,  valeur  qui  est  visiblement  la  moitié  de  celle 
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donnée  par  la  formule  (F).  Donc  i*.  quelque  différents  en  gran- 
deur que  soient  les  angles  obliques  d'un  petit  triangle  sphérique 
rectangle ,  ils  excédent  chacun  d'une  même  quantité  Pangle  recti* 
ligne  qui  correspond  à  chacun  d'eux  respectivement;  2**,  la  somme 
des  deux  excès  est  égale  à  l'excès  de  l'angle  droit  sur  Tangle  ree-- 
tìligne  con  espondant.  D'où  Von  doit  conclure  que  Tune ,  à  volonté, 
des  formules  (F),  (G)^  (H),  (K)  suffit  seule  pour  déterminer  la  dif- 
férence de  chacun  des  trois  angles  d'un  petit  triangle  sphérique  rec- 
tangle à  r angle  rectiligne  qui  correspond  respectivement  à  chacun 
d'eux. 

517,  Les  formules  que  nous  avons  données  jusqu'à  présent  font 
connoître  la  difltérence  d^un  angle  sphérique  à  l'angle  reclilignÊ 
correspoiidant ,  différence  constante  dans  un  triangle  donné.  Mais 
quand  on  résout  un  triangle  sphérique  par  les  formules  de  la  Tri- 
gonométrie rectiligne.  Terreur  que  l'on  commet  alors  sur  les  angles 
est  d'une  autre  espece  ,  et  ne  me  paroi t  pas  devoir  être  appellée 
la  différence  de  l'angle  sphérique  à  l'angle  rectiligne  »  puisque  dans 
un  même  triangle  Terreur  varie  pour  un  même  angle,  selon  qu^on 
emploie  pour  le  déterminer  telles  ou  telles  autres  parties  du  trian- 
gle. M.  de  la  Lande  {Mémoires  Acad.  ijS'ò)  a  déterminé  Terreur 
sur  les  angles  obliques  d^un  petit  triangle  sphérique  rectangle  trou- 
vés  par  le  moyen  des  deux  côtés  et  par  les  formules  de  la  Trigono- 
métrie rectiligne  :  nous  suivrons  les  traces  de  ce  célçbre  Astronome 
pout  rechercher  les  erreurs  qui  se  commettent  dan3  tous  les  cas , 
lorsqu^on  se  sert  des  formules  de  la  Trigonométrie  rectiligne  pour 
résoudre  les  petits  triangles  sphériques  rectangles.  Cette  recherche, 
la  seconde  de  celles  que  nous  avons  pour  but  (Sop)  dans  ce  Chapitre, 
nous  donnera  un  nouveau  moyen  très  commode  pour  obtenir  les 
petits  arcs  avec  une  précision  très  grande,  et  fort  supérieure  à  celle 
qu'on  peut  espérer  par  les  formules  ordinaires ,  en  se  servant  des 
tables  de  logarithmes  à  sept  décimales. 

5 18.  Dans  un  triangle  sphéncfue  ABC  rectangle  en  A,  co/z- 
noissant  rhypothénuse  BC  ,  que  je  suppose  ne  pas  excéder  4%  et 

un 


i 
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un  angle j  par  exemple  B,  trower  Terreur  e  que  Ton  commet  en 
cherchant  par  la  Trigonométrie  rectlllgne  le  coté  opposé  AC. 

LaTr^onométriesphérîque  donne  sin. AC=  sîn.BC  sin.B.  Donc 
(149) ,  (W),  AC  — -  ^AC^  =  sin-B  (BC  —  ^BC).  Les  quantités 
du  5*  ordre  ,  et  à  plus  forte  raison  celles  des  ordres  supérieurs  ^ 
sont  négligées  dans  celte  transformation ,  parce  que  la  5*  puissance 
d'un  arc  de  4")  divisée  par  120  ,  ne  vaut  paso'',  01.  On  a  donc 
AC  =  BC  sin.B  —  KBC^  sin.B  —  AC).  Par  la  Trigonométrie 
rectilîgne  on  a  AC  =  BC  sin.B  :  cette  formule  donne  donc  le 
côté  AC  trop  grand  de  la  quantité  i(BC^  sin.B  —  AC^).  Mais  , 
toujours  en  négligeant  les  quantités  du  5'  ordre,  Tavant- dernière 
équation  élevée  au  cube,  donne  AC*=  BC^  sin.^  B.  Donc  e  = 
—  èBC^  sin.B  (r  —  sin.*B)  :  et  pour  avoir  cette  erreur  en  se- 
condes ,  (  nous  supposons  toujours  les  côtés  pris  en  secondes), 

e  =  —  UL  sm.D  X   "óItrT"' 

Si  BC  =  4*,  et  que  B  ^P^5**  i6\  ce  qui  est  le  cas  de  la  plus 
grande  valeur  (141)  de  sin.B  cos.*B,  on  trouve  c=  —  4",  5o. 
On  observera  (et  cette  réflexion  s'applique  de  même  à  tous  les 
problêmes  qui  suivent)  combien  il  seroit  facile  ou  de  former  une 
table  de  cette  erreur,  ou  de  trouver  Terreur  dans  chaque  cas  parti- 
culier. Car  en  calculant  BC  sin.B  on  a  déjà  eu  occasion  de  prendre 
le  log.  de  BC  ;  de  plus  on  sait  ordinairement  les  logarithmes  de  6  et 
de  R'' ,  attendu  l'usage  fréquent  qu'on  en  fait  dans  le  calcul;  et  il 
suffit  de  les  employer  avec  quatre  décimales ,  de  même  que  celui 
de  cos.B.  Peut-être  en  coûteroit-il  moins  de  travail  que  de  chef- 
chçr  par  les  parties  proportionnelles  les  logarithmes  de  sin.BC  et 
de  sin.  AC,  en  résolvant  le  triangle  comme  sphérique;  et  peut-être 
cette  dernière  méthode  ne  donneroit-elle  jamais  les  centièmes  de 
seconde  aussi  exactement  qu'on  les  auroit  par  les  logarithmes  des 
nombres,  à  sept  décimales,  dans  le  calcul  de  l'équation  AC  =  BC 
sin,B. 
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519;  Les  données  étant  les  mêmes  que  dans  le  problème  précé- 
dent, twuçer  le  câiê  adjacent  AB* 

Puisque  (43o,  2'),  tang.AB  :=  cos-B  tang.BC,  onaura  (i53)| 
(U  ),  AB  H- 1  AB'  —  cos.B  (BC  H-  \  BC^)  ;  et  par  conséquent  AB  = 
BC  cos.B  +  |(BC'  cos.B  —  AB^.  Donc  e  =|Be  (i  —  cos/B) 
cos.B,  ou 


e  ^  BC  cos.B  X 


BC*  sîn/B 


TSTr^ 


lani^-B  =  — 5 TTT 


Cette  erreur  est  en  sens  contraire  de  la  précédente-  La  table  de 
Terreur  de  AC,  C5i8),  donneroit  aussi  celle  de  AB,  en  adoptant 
pour  argument  (90°  —  B)  au  Ueu  de  B,  et  prenant  le  double  de 
Terreur  donnée  par  la  table. 

520p  Les  données  étant  toujours  les  mêmes,  iroaver  Vangle  C; 

Puisque  (23o,3'),eot-C^cos.BC  tang.B:=tang.B(i^ — sBC"), 
(]54)i  (Y) ,  si  on  fait  C  =  90''  —  B  H-  e,  on  aura  cot.C  = 
lang.(B^  e)  ;  et  par  conséquent  tang.B  —  tang.(B —  e)=:îBC* 

—  ^   (IL  24').  Alettant  cos.B  au  lieu  de 

e)  ,  et  e  au  lieu  de  sin.e,  WTâura 

•^        ^  e  =  (lBCy  X  '^- 

Cette  formule  est  très  commode ,  puisqu'elle  suffit  seule  pour  feîre 
connoître  la  valeur  de  C.  Il  est  vrai  qu'elle  n'est  pas  propre  à  donner 
les  centièmes  de  secondes  ,  lorsque  BC  est  >  1°  3o'  :  mais  on  aura 
bien  rarement  un  dixième  de  seconde  d'erreur  lorsque  BC  sera 

<  3^ 

521.  Connoissant  rkypoùhénuse  BC  <  S*",  et  un  côté,  par 
exemple  AB,  trouver  l'angle  opposé  C. 


cos.(B 


1  -iAB- 


Nommant  C  —  e  la  valeur  que  donne  la  Trigonométrie  rectî- 
lîgne  pour  Tangle  cherché,  on  aura  sin.C  —  sin.(C  —  e)  = 

AB/i  — jAB'  \  AB    .  .   BC- —  AB*  .      ,  fn        ^     \ 

BC  Vi  ^iBO  —  V  ~  BC  X    6~BC-   =  ^sm-^e  cos.(C— ^e), 
(IL  22*);  et  ,  en  négligeant  les  quantités  insensibles  ,  e  = 
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6BC  x^osx^  =  ^^®  ^  ^^^  (2i3î  ^4%  lî^*)-  Pour  former  une 
table ,  on  auroît  donc 

e=z  ^  X  v/(BC  —  AB)(BC  ^-  AB). 
Maïs  la  formule  suivante 

AB  X  BC   cos-C 

seroit  plus  commode  pour  corriger  Tangle  C ,  après  Tavoir  déter- 
miné par  la  formule  sîn.C  =  ^ . 

Cette  erreur  est  trois  fois  plus  petite  que  celle  que  nous  avons 
trouvée  (52o)  pour  le  même  angle  C,  l'hypothénuse  et  Tautre 
angle  ;étant  donnés.  Il  est  facile  de  comparer  les  deux  valeurs  de  e, 
en  mettant  dans  la  dernière  formule  BC  cos.B  au  lieu  de  AB ,  et 
sîn.B  au  lieu  de  cos.C.  Je  suis  donc  fondé  dans  ce  que  j'ai  avancé 
(5i7).  ^ 

522.  Les  données  étant  les  mêmes ,  trouver  V angle  adjacent  B. 

La  Trigonométrie  sphérique  donne  cos.B  =  cot.BC  tang.  AB  ;  et 
la  rectiligne ,  cos. (B  —  e)  =  jg •  Donc  cos. (B  —  e)  —  cos.B  = 

AB AB  H-tAB»  ^  /,    3  +  AB*\  AB  ^  BC*  —  AB'  ^ 

BC         BC  -+-tBC*  BC  V  3  -H  B^V  BC  ^     3  -1-  BC*    " —  ^  ^ 

sin.B  ,  (IL  23^.  Et  par  conséquent  e  =  pc  x°s-n.B  X  T^^ 
=  5 AB  X  AC,  (21 3,  IO*),  en  négligeant  dans  le  dénominateur 
le  terme  BC,  qui ,  en  effectuant  la  division ,  ne  donneroit  que  des 
quantités  d'ordres  supérieurs  au  troisième.  L'erreur,  dans  ce  cas  9 
est  donc  le  double  de  celle  produite  (52i)  dans  la  détermination 
de  l'angle  C  ;  d'où  il'  suit  que  les  mêmes  formules  serviront  pour 
l'un  et  l'autre  angle.  Cependant  pour  avoir,  dans  le  problême  pré- 
sent ,  la  valeur  de  e  avec  le  plus  grand  degré  d'exactitude  qu'on 
puisse  attendre  des  tables  dans  la  valeur  de  (B  —  c)  au  moyen 

de  la  formule  cos.  (B  —  e)  =gg,il  faut  que  l'hypothénuse 
n'excède  pas  deux  degrés. 

ppij 


Soo 
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523.  Les  données  étant  les  mêmes ,  trouver  V autre  coté  AC. 
Puisque  cos.BC  î^  COS. AB  cos-AC,  on  aura ,  en  négligeant  les 

quantités  du  6'  ordre,  i  —  ^BC--f-^  BO  =  (i  — ^AB^H-^ABO 
(1— ^Ae^^AO)  ^  1  —  iAB'— ^AC^H-àAB*  H-^AO 
-H^JAB'  X  AC\  Réduisant,  multipliant  par  2,  et  transposant, 
on  a  BC^  ~  AB'  -4-  AC^  H-  ^BO  —  ^ AB*  —  -i^AO  —  ^AB'  X 
AC^  Mais ,  toujours  en  négligeant  les  quantités  du  6*  ordre ,  cette 
t^quation  élevée  au  quarré,  donne  BC+  =r  AB*  H-  a  AB*  X  AC 
-h  AC*.  Donc,  en  substituant  cette  valeur  de  BO  dans  Véquation 
qui  vient  de  nous  donner  celle  de  BC%  on  aura  BC^  =^  AB^  -H 
Ae  — iAB^  X  ACS  ou  \/(BC*~  AB')  =  AC  v/(i  — ^AB=), 
En  développant  ce  dernier  binôme,  et  négligeant  les  quantités  du 
5*  ordre,  on  a  AC  =  v^(BC^  —  AB^  -H  iAB'  X  AC.  Et  par 
conséquent 

e  =  j^^  X  \/(BC  —  AB)  (BC  H-  AB). 

Cette  formule  donne  les  œntieraes  de  secondes ,  quand  Thypotli^ 
nuse  n'excède  pas  4', 

Comme  ce  problême  est  d'un  usage  fréquent ,  nous  croyons  de- 
voir observer  que  quand  on  a  calculé  la  valeur  de  AC  par  la  formule 
(213,  14*3  »  il  ne  reste  plus ,  pour  avoir  la  correction  de  cette  va- 
leur, qu'à  la  multiplier  par  5  ^\h  • 

524.  ConnoissaM  un  côté  et  V angle  opposé,  par  exemple  AC 
et  B,  trouver  Vautre  angle  C. 

Puisque  sin.C  =  -^^  ,  si  on  fait  C  =  90**  —  B  H-  e,  on 

aura  cos.(B  —  e)  =  j^  =  cos.B  X  (1  —  UC^)""  *  = 

xos.B  -+-3AC*  cos.B,  en  négligeant  les  quantités  du  4* ordre.  Et 
,par  conséquent  COS.  (B  ^—  e)  —  cos.B  =3  AC*  cos.B  =  e  sin.B, 
(IL  23*).  Donc 

AC*   X  cot.B 

^  — ^ — TK" • 

Cette  formule  donne  les  centièmes  de  secondes,  quand  la  somme 


1 


.^ 
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des  côtés ,  on  (AC  -h  AC  cot.B) ,  n'excède  pas  a**  40'.  Si  on  vou- 
loit  former  une  table  de  cette  précision,  même  pour  les  cas  où  on 
auroit  (AC  -4-  AC  cot.B)  =  8%  il  ^udroit  se  servir  de  la  formule 

AC*  cor.B    /         ,  5AC*    \       .      «•  cot.B  |  ^  j 

e  =      ^^,      (^  1  -+-  -^^yJ^j  •"* ïrT"  '  ^^  employant  dans 

le  dernier  terme  la  valeur  de  e  tirée  du  premier  terme  seulement. 

St^S.  Les  données  étant  les  mêmes ,  tromer  T autre  côté  AB, 
Puisque  sin, AB  =  cot.B  tang.AC,  on  aura  ÀB  —  i  AB^  = 
cot.B  (AC  H-îAC^)  :  donc  AB  =  AC  X  cot.B  -4-3 AC^  cot.B 
-4-  ^AB^  Et  par  conséquent  e  =  jAC^  cot.B  H-  ^AC^  cot.*B,  ou 

^  =  AC  X  cot.B  X   jp^  (1  -f-|cot.^B). 

Cette  formule  et  la  suivante  donnent  les.  centièmes  de  seconde , 
lorsqu'on  a  (AC  -j-  AC  cot.B)  <  8\ 

526.  Les  données  étant  les  mêmes ,  trouver  Vhypothénuse  BC. 
La  seconde  équation  (5i8)  donne  BC  =  ^j^  H-  ^(BC^  —  ~^. 

Et  par  conséquent  e  =  \  (BC^  _  ^)  =  g^  (^^J^  _  1),  ou 

AC      ^    AC*  cot.'B  , 

^  5ia.B     ^       6R"Il"    • 

527.  Connoîssant  un  coté  et  l'angle  adjacent,  par  exemple  AB 
iBt  B ,  trousser  l'angle  opposé  C. 

Cos.C  =  sin.B  COS. AB  =  sin.B  (1  —  ;AB*).  Soit  C  =  90^— 
B  H-  e  ;  on  aura  sin.B  -—  sin.(B  —  e)  =  iAB^  sin.B  =  e  X 
cos.B,  (IL  22*).  Donc 

AB*  tang.B 

^  —        aR"  ■    • 

Cette  formule  donne  les  centièmes  de  seconde  ,  quand  on  a 
(AB  -f-  AB  tang.B)  <  2*40';  limite  qui  s'étendra  jusqu'à  8**  par 

la  formule  suivante,  e=  ^^^^'^  (1  —  7^^^)  —  -'J' ^  > 
tlans  laquelle  la  valeur  de  e^  tirée  du  premier  terme,  s'emploiera 
pour  le  dernier. 
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528.  Les  données  étant  les  mêmes,  irouuer  l'autre  coté  AC. 
La  seconde  équation  (525)  donne  AC  =  AB  tang.B  —  g  AB^  X 

tang.B  —  iAC\  Donc  c=  — ^AB^  tang.B  —4AB'  tang.^B,  ou 

e  =  —  AB  tang.B  X   ea^K**   (^  "*"  ^  tang.^B). 

Cette  formule  donne  les  centièmes  de  seconde  ,  quand  on  a 
(AB  -+-  AB  tang.B)  <  8^ 

529.  Les  données  étant  les  mêmes ,  trouver  Vhypothénuse  BC. 
La  3*  équation  (Sip)  donne  BC  =  ^^^  — j  TBC* —  ^STSy' 

T^  ,  /    AB'  AB*  \  AB»     /     I  \ 

Donc  e  =  — 3(^^3^  —  — gj  =  _  __  ^_g  _  ij,ou 

AB       ^     AB'  rang.'B 

La  limite  est  la  même  que  (528). 

530.  Connoissant  deux  cotés,  AB,  AC,  dont  la  somme  n'excède 
pas  4**,  trouver  un  des  angles,  par  exemple  B. 

La  Trigonométrie  sphérique  donne  tang.B  =  ^^^  ;  et  là 

rectilignc,  tang.(B  —  ^)  =  -j^ >  Donc  tang.B  —  tang.(B  —  e) 

AC  /i  -HtAC    \    AC    ^    a  AC  ^-  AB'  e  .jy  . 

AB   Vi   —7  AB'  V    AB    '^        6  —  AB'       cos.'B  '   \^^'^^  )• 

Négligeant  dans  le  dénominateur  le  tenne  AB%  qui  ne  donneroit, 
dans  la  division,  que  des  quantités  d'ordres  supérieurs  au  Iroisieme^ 

et  mettant  ^j  au  lieu  de  cos.^B,  et  BC*  au  lieu  de  AC*  H-  AB% 

onaurae=iAB  X  AÇ  X  ^^"  =^AB  X  AC  (n-g), 
ou 

AB  X   AC    .         ,        'aux 

0  î=  —^, —  (1  -H  sm.^B). 

53 1 .  Connoissant  deux  cotes,  AB,  AC ,  dont  la  somme  n'excède 
pas  8%  trouver  Vhypothénuse  BC. 

Nous  avons  eu  (523),  BC*  =  AB"  -H  AC^  —  JAB'  X  AC\ 
Pone  BC  =  y/(aB"  h-  AC*  —^  AB"  X  AC");  et,  en  dévelop- 
pant le  second  membre  par  le  binôme  de  Newton  et  négligeant  les 
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quantités  du  5* ordre,  BC  =  /(AB*  :-H  AC^)  —  ^^^i^^%.y  ^ 
et  par  conséquent 

'AB*  X  AC* 


^   6R"R"  v/(AB«  +  AC*)* 

Comme  ce  problême  se  présente  très  fréquemment ,  je  donne  îd 
le  logarithme  constant  8,59300  =  log.  •^^rjpr^ 

Pour  donner  un  exempfpioe  rutîlité  de  notre  formule,  soient 
AB  =  4""  1  '  i3'',  AC  =  3**  55^  17";  on  trouvera,  en  se  servant 
des  logarithmes  à  sept  décimales  ,  \/(AB^  -f-  AC^)  =  S""  36' 
5y^\'j5.  Donc  log- —  e  ==8,59300  -4-  2log.AB  H-  alog.AC  — 
log-v/CAB^'H-  AC)  =  o,  90787;  et  par  conséquent  e = — 8^,09, 
et  rhypothénuse  cherchée  BC  =  5**  36'  49"»  ^^j  valeur  appro- 
chée à  moins  d'un  centième  de  seconde.  La  formule  ordinaire , 
cos.BC  =  COS. AB  COS. AC,  ne  donne  pas  même  les  secondes 
exactement ,  quand  BC  est<  4°,  et  l'eiTeur  qu'elle  produit  est 
d'autant  plus  grave  que  BC  est  plus  au-dessous  de  4^ 

L'expression  v/(AB*  -4-  AC"")  se  calcule  ordinairement  parle 

moyen  d  un  angle  ;  on  a ,  par  exemple  ,  tang.B  =  -jg- ,  puis  BC 
ou  \/(AB^  H-  AC*)  =  ^^.  On  observera  que,  dans  cette  der- 
nière équation ,  il  faut  employer  l'angle  B  tel  qu'il  a  été  donné  par 
3a  précédente ,  sans  faire  usage  de  la  correction  (53o).  La  méthode 
(200)  peut  trouver  ici  son  application. 

532.  Connoissant  les  deux  angles,  il  faut  toujours  chercher  en 
premier  lieu  l'hypothénuse  par  la  formule  (437)^.  de-là ,  avec  l'hy- 
pothénuse  et  un  angle,  on  pourra  trouver  les  côtés  parles  formules 
(5i8,  519). 

533.  Les  méthodes  que  nous  venons  de  donner  peuvent  aussi 
résoudre  un  triangle  dont  un  seul  côté  seroit  petit.  Soit  P  le  pôle  Fîg.6o 
arctique ,  A  TObservatohe  royal  de  Paris ,  Mia  ville  de  Marseille, 

eu  un  point  de  cette  ville ,  qui  ait  servi  de  signal  dans  les  opéra- 
tions ;  et  soit  ME  un  arc  de  grand  cercle  perpendicidaire  sur  AE. 
Je  suppose  que  par  une  chaîne  de  triangles  et  par  les  méthodes  (34.i  )r 
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on  ait  déterminé  la  distance  ME  de  Marseille  au  méridien  de  Pans, 
de  126210  toises»  et  la  distance  AE  à  la  perpendiculaire,  de  3i4i3i 
toises-  Nous  avons  dit  (416)  que  ME  se  nomme  aussi  la  différence 
(le  longitude  et  AE  la  différence  de  latitude  enlie  le^  deux  points  A  et 
M,  dont  il  s^agit  :  dénominations  inexactes  et  ini  propres,  puîsciue 
la  dlflFérence  de  longitude  est  réellement  Tangle  P,  et  la  différence 
de  latitude  Parc  AL,  en  supposant  Pwl^PM.MaisconnoissantME, 
AE ,  on  en  déduit  facilement  la  valeur  de  P  et  celle  de  AL ,  pourvu 
qu'on  connoisse  la  distance  dePun  des  deux  lieux  au  pule.  En  efiet 
soit  AP  ^  41**  9'  46"  ;  si  ou  réduit  AE  en  degrés  et  parties  de  de- 
grés par  la  proportion  (290) ,  on  trouve  AE  =^  S""  3o  '  4  '%  5;  et  par 
conséquent  PE  =  46^  3^'  5o^',  5.  Dans  le  triangle  PEM  rectangle 

en  E,  on  a  (VL  i40»  cot.P  =  sin,PE  cot.ME,  ou  tang.P  ^^^^^^ 

DoncP-hiP^=  ^îi,^^,  etP=  -^  (i  -hiMP)-!?». 


En  mettant  j^r^  au  lieu  de  P\  (ce  qui  suppose  qu'on  îiéglige 


ME 


les  puissances  supérieures  à  la  quatrième  ) ,  on  a  P  ^^  li^M 
(i  +  iME^  X  i  —  inrn^)  »  et  par  conséquent  P  =  ^  X 
(1  —  iME'  X  cot-^FE).  Voici  le  calcul  de  cette  formule.      * 

log.  ME  =  126210  toises  =  5,1010938 
compl.Iog.(R=327i686tois.)  =  3,4852284 
log.  (ME  en  parties  de  R=  1)  =  8,5863222 

log.R''  =  5,3i4425i 
compi,  log.  sin.  PE  =  o,  i3826i3 

^^S-  Se  ==  4.  o39oo86=log.  10989  '' ,  78 
compLlog.3  =  9,5229 
log. ME,  comme  ci-dessus ,  =  8,5863 

idem  =  8,5863 
log.cot.PE  =  9,9747 
idem  =  9,9747 


log. 


ME*  cot.-PE 


3»in.PE 

DoncP=  10934",  95  =  3^2'  14", 95. 


=  0,6839  =  log.  — 4%  83 

Pour 


^  * 


DES  TUAKOLSS  SIHÌSrIQTJES  AUX  TRIANGLES  RECTILIGNES.      3o5 

Pour  avoir  AL  ou  PM  —  PA ,  Téquatîon  ordinaire  cos.PM  =: 
C0S.PE  COS.  ME  me  parott  îa  plus  commode, 

534*  Examinons  maintenant  le  cas  qui  se  rencontre  très  sou-> 
vent,  où  l'un  des  arcs  qui  forment  Tangle  droit  est  un  arc  de  pa-' 
rallele  et  par  conséquent  de  petit  cercle.  Comme,  dans  les  petits 
triangles ,  cet  arc  ne  difFere  pas  sensiblement  de  sa  corde  pour  la 
longueur ,  on  a  coutume  de  résoudre  le  triangle  en  le  considérant 
sans  scrupule  comme  rectiligne  rectangle.  Mais  la  vérité  est  que 
Terreur  sur  l'angle  di^oit  peut  être  très  sensible ,  et  qu'elle  peut 
produire  sur  les  parties  cherchées  du  triangle  des  altérations  qu'il 
me  semble  qu'on  n'a  pas  encore  observées  ,  et  qui  cependant  sont 
plus  considérables  que  celles  dont  nous  avons  parlé  jusqu'à  pré- 
sent. C'est  ce  que  nous  allons  établir,  et  c'est  la  troisième  des  re- 
cherches que  nous  nous  sommes  proposées  (Sop). 

Dans  le  petit  triangle  sphérique  BAC ,  ayant  pour  l'un  de  ses  pîg.tfi 
côtés  un  arc  ADC  de  parallele,  soit  de  90"* l'angle  BAD  ;  soit  P  le 
pôle  de  l'arc  de  parallele  CDA,  et  Ca  l'arc  de  grand  cercle  compris 
entre  les  mêmes  points.  Si  on  résout  le  triangle  c(Hnme  rectiligne , 
c'est  dans  le  fait  employer  l'arc  Ca  plutôt  que  l'arc  CDA ,  puisque 
le  premier  est  celui  qui  approche  le  plus  de  la  ligne  droite  ou  de 
sa  corde  (385).  Mais  l'angle  a  est  d'autant  plus  au-dessus  ou  au- 
dessous  de  90"*,  que  la  distance  au  pôle  ou  l'arc  àP  est  plus  au- 
dessus  ou  au-  dessous  de  90^  En  efFet  le  triangle  isoscele  CPa 
donne  (498,  2*),  cos.a  =  tang.laC  cot.aP.  Faisant,  comme  à 
notre  ordinaire ,  e  =  90*"  —  a,  on  a 

e  =zlaC  X  cot.flP; 

formule  qui  donne  l'erreur  sur  l'angle  que  l'on  <:onsidere  comme 
droit. 

535.  Supposant  AP  <[  90**,  on  aura  a  <  90"*}  et  il  est  facile 
de  reconnoître  que  si  on  résout  le  triangle  BAC  comme  rectiligne 
rectangle  ,  il  en  résultera  diverses  erreurs ,  selon  la  diversité  des 
données. 

Qq 
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Par  exemple,  soient  donnés  les  côtés  AB  et  ADC  en  parties  de 
grand  cercle  (392). 

Observons  d'abord  que  dans  les  petits  triangles  U  est  rare  que 
la  différence  de  longueur  entre  ADC  et  aC  puisse  mériter  attention* 
En  effet  ADC  =  P  X  sin.AP,  (394)»  et  sin.laC  =  sin.^P 
sîn.AP,  (498,  1*)  î  égalant  les  deux  valeurs  de  sîn,AP  tirées  de 
ces  deux  équations ,  on  déduit  de  la  nouvelle  équation  qui  en  ré- 
sulte, cette  analogie, 

P  I  sin.îP  II  ADC  '  sin^^aC, 

par  le  moyen  de  laquelle  on  pourra  réduire  le  cAté  ADC  au  côté 
ûC.  Mais  on  trouvera  leurs  différences  insensibles  dans  les  cas  ord^ 
naires,  dans  lesquels  P  n'excède  pas  i*"  3o'. 

Prenant  donc  indifféremment  aC  au  lieu  de  ADC  ,  soit  B^C 
(ijg.  62)  le  même  triangle  que  celui  de  la  fig.  61  fonné  par  trois 
l^ii  arcs  de  grand  cercle  »  et  soit  désigné  par  n  l'angle  BaC.  Puisque  a 
est  <C  90%  qu'on  élevé  du  point  a  Tare  perpendiculaire  aM  =  oB, 
et  qu'on  mene  Tare  CM.  Le  triangle  CaM  est  celui  qu'on  résoudra 
effectivement,  si  avec  les  données  oC ,  ûB  ,  on  résout  BaC  comme 
rectangle.  Par  conséquent  on  trouvera  Thypothénuse  CM  >  CD , 
Tangle  M€a  <  BCa,  et  CMa  différera  aussi  de  CBa.  Les  erreurs 
ne  seroient  plus  les  mêmes  si  les  données  étoient,  par  exemple , 
Bû,  BC,  puîsqu'en  abaissant  l'arc  perpendiculaire  BN,  sensible- 
ment égal  à  Bcj  le  triangle  qu'on  résoudroit  en  pareil  cas  seroit 
BCN. 

53^.  Pour  remédier  facilement  à  taules  les  erreurs  de  cette 
espece ,  j'observe  d'abord  que  l'on  peut  sans  scrupule  supposer 
.  NBa  =  BaM  =  90**  —  a  =:  e.  Cela  posé,'par  le  moyen  de  la 
formule  (534)  »  j^  forme  la  table  suivante  des  vakurs-de  e  en 
minutes  et  dixièmes  de  minutes ,  en  supposant  aC  =  i  %  et  faisant 
K|.<i  d'abord  la  distance  au  pôle  ou  AP  -=2  lo**,  à  càuse  de  la  variation 
trop  irréguliere  dés  valeurs  de  e  pour  de  plus  petites  distances  au 
pôle.  Dans  le  cas  de  ces  moindres  distances ,  il  faudroit  calculejif 
exprès  la  formule  e  =îaC  X  cot.aP,  (534). 
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DIST. 

VALEURS 

DIST. 

VALEURS 

DIST- 

VALEURS 

J>ISTé 

VALEURS 

au 

de 

au 

de 

au 

de 

au 

do 

p*lï; 

e. 

PÔLE, 

e. 

PÔLE. 

e. 

PÔLE. 

e. 

1<^ 

a',  836 

3o* 

0',  866 

5o* 

0'.  420 

70- 

0',  18& 

11 

a  ,  572 

3i 

o«  832 

5i 

0  ,  4o5 

7» 

0  ,  172 

1% 

2  ,  352 

3a 

0  ,  goo 

5t 

0  ,  391 

7» 

0  ,  162 

i3 

2  ,  166 

33 

0  ,  77<> 

53 

0  ,  3t7 

73 

0,  i53 

»4 

2  ,  oo5 

34 

0  ,  74» 

54 

0»  363 

74 

0.  143 

15 

1  ,  866 

35 

0  ,  7M 

55 

0  ,  35# 

7S 

0  ,  i34 

i6 

»  >  744 

36 

0  ,  688 

56 

0,337 

76 

0   ,    125 

»7 

1  ,  635 

37 

0  ,  664 

57 

0  ,325 

77 

0  ,  ii5 

i8 

f  ,539 

38 

0  ,  640 

56 

0  ,  3iai 

7« 

Q   ,    106 

»9 

1  ,  452 

39 

0  ,  617 

59 

0  ,  3oo 

79 

0  ,  097 

ao 

i  ,  374 

40 

0  ,  596 

60 

0  ,  289 

80 

0  ,  088 

ai 

1  ,  3o3 

4* 

0,  57S 

61 

0  ,  277 

81 

0 ,  079 

22 

i  ,  238 

4a 

0  ,  555 

62 

0  ,  266 

82 

0  ,  070 

23 

1  ,  178 

43 

0  ,  536 

63 

0  ,  255 

83 

0  ,  061 

«4 

1    ,    123 

44 

0  ,  5i8 

64 

0,  a44 

«4 

0  ,  o51 

»5 

l  ,  072 

45 

0  ,  5oo 

es 

0,  a3S 

«5 

0  ,  04* 

a6 

1    ,    025 

46 

0  ,  483 

66 

o«  aa3 

«6 

0  ,  o35 

^7 

0 ,  981 

47 

0,466 

67 

0  ,  212 

87 

0  »  026 

28 

0  ,  940 

48 

0  ,  45o 

68 

0  ,  20a 

88 

0  ,  017 

29 

0  ,  902 

49 

0,435 

69 

0  ,  192 

89 

0  ,  009 

9o 

0  ,  866 

5o 

0  ,  420 

70 

0  ,  18a 

90 

0  ,  000 

Pour  donner  un  exemple  de  l'usage  de  cette  table,  je  suppose 
tju'étant  donné  un  arc  de  parallele  de  60',  tel  que  ADC ,  situé  à 
3o^  de  distance  du  pôle  P ,  on  demande  de  quelle  quantité  l'angle 
PAD  de  90**  excède  l'ange  a  formé  par  le  même  arc  PA  ou  Pa 
avec  l'arc  de  grand  cercle  aC ,  correspondant  à  l'arc  ADÇ,  L'équa- 
tion de  la  table,  à  3o°  de  distance  du  pôle,  est  o',  865;  multipliez; 
cette  valeur  par  60,  vous  aurez  e  =^  5i',  96  =  5ji'  Sy",  6. 
C'est  àrpeu-près  la  valeur  de  N3a ,  dans  fe  cas  proposé.  Pour  con-  Fk.(Ja 
noître  le  petit  angle  NBa ,  il  suffit  donc  de  multiplier  l'équation  de 
la  table  par  l'arc  aC  pus  en  minutes^     .     . 

.537.  Connoissant.rangle  NBar^x»*'û»xçtodialemenfc  les  autres 


CHAPITRE    XIX, 

Des  Analogies  différentielles  des  Triangles  sphériques. 

540.  J  E  donnerai  les  analogies  dîfFérentîelles  des  triangles  sphé- 
riques  sous  trois  formes  :  la  premiere,  rigoureuse  et  que  je  crois 
nouvelle,  pour  les  difFérences  finies,  de  quelque  grandeur  qu*elles 
soient,  rapportées  aux  parties  d'un  triangle  ABC;  la  seconde  pour 
les  difFérences  infiniment  petites  ,  comme  on  les  donne  ordinaire- 
ment ,  mais  en  augmentant  de  beaucoup  le  nombre  des  analogies 
publiées  jusqu'à  présent ,  et  en  appliquant  le  signe  négatif  à  Tune 
ûes  deux  variations  que  Ton  considère ,  quand  elle  se  fait  dans  un 
sens  opposé  relativement  à  l'autre  ;  la  troisième ,  pour  les  mêmes 
analogies  infinitésimales ,  mais  exprimées  avec  les  dénominations 
des  parties  du  triangle  ,  et  sans  égard  aux  signes ,  qu'on  pourra 
prendre  dans  les  analogies  de  la  forme  précédente.  De  chacune  des 
proportionsfondamentales,  je  déduirai  par  des  substitutions  autant 
d'autres  analogies  qu'on  peut  en  obtenir  sans  introduire  dans  le 
second  rapport  plus  de  trois  parties  du  triangle ,  ou  plus  de  deux 
quand  le  triangle  est  rectangle.  Ces  substitutions  peuvent  rarement 
avoir  lieu  dans  les  analogies  finies  ou  de  la  premiere  forme.  Je 
supprimerai  aussi  les  analogies  de  la  troisième  forme  ,  quand  eiles 
seront  compliquées  ,  et  longues  et  difficiles  à  énoncer.  Je  donne 
toutes  les  analogies  sans  interruption  ,  me  réservant  de  les  démon- 
trer ensuite.  De  cette  maniere  elles  forment  une  table  ,  à  laquelle 
on  pourra  recourir  aisément. 


A.BLE  DES  ANALOGIES  DIFFERENTIELLES 

DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES^: 


Quantités  constantes  AB,  A  ;  ou  i/n  côté  et  un  angle  adjacent. 

RAPPORTS     DES     VARIATIONS 

DU  CÔxi   ADJACENT  A  l'aNGLE  CONSTANT, 
ET  DE  l'angle  ADJACENT  AU  COTÌ  CONSTANT» 

i.  SiN.S^AC  :sin,3^B  :  :  sin.(BC-+-  8^BC)  :  sîn.C  :  :  sin.BC;sîn.(C  —  ^C). 

8^AC  :  3^B  :  :  sîn.BC  :   sin.C. 

La  variation  du  côté  adjacent  à  l'angle  constant 
Est  à  la  variation  de  l'angle  adjacent  au  côté  constant. 
Comme  le  sinus  du  côté  opposé  à  l'angle  constant 
Est  au  sinus  de  l'angle  opposé  au  côté  constant. 

2.  sîii-S^AC  :  sin.S^B  :  :  sin-BC  sin.(BC  H-  8^BC)  :  sin.AB  sîn.A,  (VIL  ^0- 

8jAc  :  as  ::  sin.^Bc  :  sìu-absìu^a. 

La  variation  dû  côté  adjacent  à  l'angle  constant 

Est  à  la  variation  de  l'angle  adjacent  au  côté  constant^ 

Comme  le  quarré  du  sinus  du  côté  opposé  à  l'angle  constant    . 

Est  au  produit  du  sinus  du  côté  constant  par  le  sinus  de  l'angle  constant* 

3.  sìd.S^AC  :sin.3^B  :  Isin.AB  sin.A  Tsin-C  sin.(C  —  3^C),  (VIL  i90,(54h)^ 

8^AC:  ^B  ::  sin.AB  sin. A  :  sin.^C. 

La  variation  du  côté  adjacent  à  l'angle  constant 

Est  à  la  variation  de  Tangle  adjacent  au  côté  constasi t, 

Comme  le  produit  du  sinus  du  côté  constant  par  le  sinus  de  l'angle  constant 

Est  au  quarré  du  sinus  de  l'angle  opposé  au  côté  constant» 


3ll  ChAP.    XIX.     DfiS    ANALOOIES    DiFFéRSNTiSLLES 

Si  A  =  90"*,  OU  si  AB  =  90"*; 

544.  sm.8|AC  :  sîn.8|B  :  :  sîmAC  cos.(AC  -H  â^AC)  :  sÎH.B  cos.<B-H  8jB). 

8jAC   :   8^8  ::  sîiuaAC  :  sin.2B. 

La  variation  du  côté  adjacent  à  Taagle  constant 
Est  à  la  variation  de'  l'angle  adjacent  au  côté  constant^ 
Comme  le  sinus  du  double  du  côté  variable 
Est  au  sinus  du  double  de  Tangle  opposé* 

RAPPORTS     DES     VARIATIONS 

DU  CÔTÉ    ADJACENT   A   l' ANGLE  CONSTANT, 
ET  DE  l'angle  OPPOSÉ  AU  CÔTÉ  CONSTANT. 

545.  tang-^a^AC  :  —  sîn.^3^C  :  :  tang.(BC  -Hiâ^BC)  :  sîn.(C  —èS^C). 

8jAC  :  ^  S^C  :  :  tang.BC  :  sin.C 

La  variation  du  côté  adjacent  à  Tangle  constant 
Est  à  la  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  constant , 
Comme  la  tangente  du  côté  opposé  à  l'angle  constant 
Est  au  sinus  de  l'angle  opposé  au  côté  constant. 

546  *sin.,^3^AC:— isina^c:  :i:sin(c— 8^c)x'""'^^'^'^""'^'''^;;;;c^ 

8^AC  :  — •  8^C  :  :  sîn.AC  :  sin.*C  cot.A  H-  sin.C  cos.C  cos.AC. 

547.  3^AQ  :  —  8^C  :  :  sin,BC  tang.BC  :  sin.AB  sin. A,  (VII.  &),  (SiSj. 

Si    A    =    po'"; 

548.  sin.^S^AC  :  -  -isin.8^C  :  :  ,,,,,^:^^^,  :  sin.(C  -  ^C)  cos.C,  (54<5)i 

8^AC  :  —  â^C   ::   alang.AC  :  sin.2C. 

La  variation  du  côté 

Est  à  la  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  constant , 
Comme  le  double  de  la  tangente  du  côté  variable 
Est  au  sinus  du  double  du  même  angle. 

Sî 


DES    TRIANGLES     SPHiSriQ^BS.  3i3. 

Si  AB  =  90^ 

549.  sîn-i8,AC  :  ^sin.S^C  :  :  3i„.(Ar+-f8,AC)  •  sî"-(C  -+-  dsC)  cos.C. 

S^AC  :  S^C  :;   acot.AC  :  sîn.2C. 

,     La  variation  du  côté  adjacent  à  l'angle  constant 
Est  .à  la  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  constant 
Comme  Je  double  de  la  cotangente  du  premier  de  ces  côtés 
Est  au  sinus  du  double  du  second  de  ces  angles. 

RAPPORTS     DES     VARIATIONS 

DU  COTÌ  ADJACENT  A  l' ANGLE  CONSTANT, 
ET  DU  COTÌ  opposi  A  l' ANGLE  CONSTANT. 

550,  lang.iS^AC  :  tang.^a^BC  :  :  cos.^g^C  :  cos.(C  — iS^C). 

8^AC  :  8^Bc  :  :  1  :  cos.c. 

La  variation  du  côté  adjacent  à  l'angle  constant 

Est  à  la  variation  du  côté  opposé, 

Comme  le  rayon  est  au  cosinus  de  l'angle  opposé  au  côté  constant. 

KKi    •cîn   »SlAr  •   cîn   »$lRr   ••    1    •    cos-t8vAC  cos  ab  —  cos.BC  cos.(AC  4-t»^AC) 

ODI.    Sìn.zO\^\^  .  sm.^ej^Di^  .  .  1  .  sìh.ac  sìii.(BC  ^--ìs^bc) • 

5^AC  :  8^BC  :  :  sin.BC  sin.AC  ;  cos.AB  —  cos.BC  cos.AC. 

552-  3^AC  :  8^BC  :  :  1  :  cos. ab  sin. a  sin.B  —  cos. A  cos.B,  (VII.  12'),  (55o). 

Si  A  ==  90*; 

553-  sm.i8^AC  ;  sin.^g^BC  :  :  sì„.(ac''+ìvc)  •  n^B^TTpc)- 

3^AC  ;  8^BC  ::  cotiAC  :  cot.Bc 

Les  variations  de  l'hypothénuse  et  du  côté 
Sont  proportionnelles  à  leurs  cotangentes. 

Si  AB  =  90^ 

554.  SÎn.^S^AC  :    —   sin.^S^BC   :  :    ,^3.(Ac"4-i8,AC)    •    sin.(Bri-^'8,BC)- 

3^AC  :  —  8^BC  ;  :  tang.AC  :  cot.BC. 

La  variation  du  côté  adjacent  à  l'angle  constant 

Est  à  la  variation  du  côté  opposé, 

Comme  le  produit  de  leurs  tangentes  est  au  rayon. 

Rr 


Si4  '  Chap.  XIX.  Des  analogies  diffìaektielles 

RAPPORTS     DES     VARIATIONS 
DU  còri  OPPOSÉ  A  l'angle  constant, 

ET    DE    l'angle    ADJACENT    AU    CÔtÉ   CONSTANT.' 

555.  sin.iS^BC  :  tang.-i8^B  ::  sin.(BC  H--;8^BC)  :   tang-CC -s^a^C), 

â^BC  :   8^B  ::  sm.BC  :  tang.C. 

La  variation  du  côté  opposé  à  l'angle  constant 
Est  à  la  variation  de  l'angle  adjacent  au  côté  constant,. 
Comme  le  sinus  du  côté  opposé  à  l'angle  constant 
Est  à  la  tangente  de  l'angle  opposé  au  côté  constant* 

^f:/:  ••c;tî  Sinr  •  c;n  «ÇIR»  «  coS't8>B sin.BC rot. ab  —  cos.BC  cos  (B -|-i^8^B)  . I- 

o:)0.  3sm.»^i5i^.sm.3»^i5. . ^r^ .sMbch-SiBC)* 

8^BC  :  8^B  ::  sln.^^BC  cot.AB  — sin.BC  cos.BC  cos.B  I  sin.B. 

557.  d)BC  :  a^B  ::  sìu.AB  sìu.A  :  sln.C  tang.C,  (VIL   19'),  (555). 

Si  A  =  90^ 

558.isin.a^BC  :   sin.^8^B  ;:  sin.(BC  -h  8^BC)  cos.BC  I  ,ì,.^bTìS,B)- 
S^BC  I    3^B  !  !  sin.  2  BC  I    2  cot^^B. 

La  variation  de  l'hypothénuse 
Est  à  celle  de  l'angle  adjacent  au  côté  constant, 
Comme  le  sinus  du  double  de  Thypotliénuse 
Est  au  double  de  la  cotangente  du  même  angle. 

Si  AB  =  90^; 

55^.  — isin.a^BC  ;  sin.iS^B  :  :  sin.(BC  —  8^BC)  cos.BC  :  ,,,J"^^^^^-^ 

—  3^BC   I    3^B   II  sin.2BC  I    2  tang.B. 

La  variation  du  côté  opposé  à  l'angle  constant 
Est  à  celle  de  l'angle  adjacent  au  côté  constant , 
Comme  le  sinus  du  double  du  premier  de  ces  côtés 
Est  au  double  de  la  tangente  du  second  de  ces  angles. 


DES    TIIIANGLES     8  F  H  i  R  I  Q  U  E  S.  3x5 

RAPPORTS     DES     VARIATIONS 
DU  còri  opposi  A  l'angle  constant, 

ET  DE  l'angle  OPPOSÉ  AU  CÓTÌ  CONSTANT/ 

5tfo.*lang.i3^BC  :  —  taiig.i3^C  ::  tang.(BC  h-^8^BC)  :  tang.(C  — |â>C). 
3^BC  :  —  S^C  :  :  tang.BC  :  tang.C. 
La  variation  du  côté  opposé  à  Tangle  constant 
Et  la  variation  de  Tangle  opposé  au  côté  constant 
Sont  proportionnelles  à  leurs  tangentes. 

5^1.  8|BC  :  —  S^C  :  :  sln-AC  :  (cos.AC  h-  tang-C  cot-A)  sîn.C,  (VII.32*). 
562.8jBC:  —  d\C:  :(tang,BC cot.AB  —  cos.B)  sin,BC  : sin.B, (VIL i8'),(56o). 

Si  A  =  90°-, 
563.  S^BC  ;  —  8^C  ;  :  sin.BC  ;  cot.B,  (43o,  3*),  (56o).  ' 

La  variation  de  Thypodiénuse 
Est  à  la  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  constant , 
Comme  le  sinus  de  Thypotliénuse 
Est  à  la  cotangente  de  Tautre  angle. 

Si  AB  =  90^; 
564^d)BC  :  d\C  ::  sin.BC  :  tang.B,  (562); 
La  variation  du  côté  opposé  à  Tangle  constant 
Est  à  la  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  constant, 
Comme  le  sinus  du  côté  opposé  à  l'angle  constant 
,   Est  à  la  tangente  de  l'angle  variable  adjacent  au  côté  constant. 

RAPPORTS     DES     VARIATIONS 

DES     DEUX      ANÒLES. 

'565.  tang.^S^B  :  —  tang.^a^C  ::  cos.iS^BC  :  cos-(BC -H.^^BC). 

3^B  ;  —  s^c  ;;  1  :  cos.bc. 

La  variation  de  l'angle  adjacent  au  côté  constant 
Est  à  la  variation  de  l'angle  opposé, 

Comme  le  rayon  est  au  cosinus  du  côté  opposé  à  Tangle  constant. 

Rr  ij 


Ila  varia 
le  Pi 


XIX.   Dis  analogies  différentielles 

il         I  â^C  !!   sin.B  sinX  ^  cos.A  -h  cos.B  cos.C. 

I         )m    COS.A  sin* AB  sin.  AC  h-  cos.AB  cos.AC,  (VII^  26%  C5<J5),^ 
^^P^P^  Si  A  =  90^; 

S^B  :  —  B^c  :  ;  tang.B  :  c©tc. 

anîïle  ad]acent  au  côté  constnnt 
de  i  £       e  opposé, 
t  de        $  tangentes  est  au  rayon. 

Si  AB  =  90^; 

J^^-         SjB  ;  8^c  :;  colb  :  cot,c 

^31    r  mgles 

lUes  à  leurs  co  tangentes... 

QuanUtés  constantes  BC,  A,"  ou  un  coté  et  l'angle  opposé, 

R  A  P  P  O  R  T  s     D  E  s     V  A  R  I'  A  T  I  O  N  s  a    - 

DBS      DEUX      COTÌS. 
>;.7r>    ran«TÌ5lAR    *   rana  '  %  KC    •  •   "îiÇ_±±St£2    •    o^ÇB  —  4-a>B) 

070.  tang,»evAJ5  .  —  ang.i»,Ai.  . .  ■    co5.^8,c       •      co».*^     "  , 

S^AB  :  —  a»Ac  ::  cos:c  :  cos.b..       ^  ,^ 

■  Les  variations  des  côtés  ," 

Sont  proportionnelles  aux  cosinus  des  angles  opposés.^ 

571.  9^AB  :  —  8^AC  :  :  cos.AB  sin.A  tang.B  —  cos^  ;  i  r  (VIL  ia«> -,   * 

572.  8,AB  :  —  8jAC  :  ;  1  :  cos.AC  sin.A  tarig.C  — cos.A,(VII.io'),  (570). 

574.*  8,AB  :  -  8,Ac  ::  x  :  '-^^^'1^;;:;^ ,  (Vii.  a<î->.     '  T , 


X>£5     TRIANGLES     StHÌKiqVZ$i  817 

.Si  A  =  90**; 

•n    r*    tin.  1^8» AB    .     ,  ,  cos.ÇAB  +  g^AB).  cos.AC  cot.AB  >  co8.(AC  —  8^A^ 

*^/*^*^sm.ià|AC»^«  •sin.(AB  -hiQ^AB)  •sin.(AC  —  ^jB^ACr  •iin.(AB  -+.^  g^AB)  •  sìii.(AG-ì8ÌaC) 

g^AB  :  —  8jAc  :  :  colab  :  colac. 

Lès  variations  des  côtés 

Soni  proportionnelles  à  leurs  cotangentes/ 

Si  BC  =  90^  y 

576.  sin^AB:— sîn.B^AC:  :sin.ABcos.(AB-+-3^AB):sin.(AC— SjAQcos.AC 
8^AB  ;  —  8^AC  ::  sin.2AB  I  sin-2AC,  (L  6').. 

Les  variations  des  côtés 

Sont  proportionnelles  aux  sinus  des  côtés  doubles.' 

577.  sin.g^AB  :  — sin.a^AC  :  :  cos.(C  -+-  3^C)  :  cos.B:  :cos-C  :cos.(B  —  9^B). 
3^AB  I  —  8^AC  II  cos.C  I   cos.B. 

578.  8^AB  :  8^ AC  1 1  COS. A  I  cos.^B  1 1  cos*=^C  I  cos.A.. 
La  variation  d'un  côlé' 
Est  à  la  variation  de  l'autre  côté^, 

Comme  le  quarré  du  cosinus  de  l'angle  opposé  au  premier  côté 
Est  au  cosinus  de  l'angle  constant. 

R;AP  PORTS     DES     VARIATIONS 

DES     DEUX     ANGLES. 

579.  tang.,3^C  .  —  tang43^B  . .       cos.ìBvAB        •   — cos.ì8,ac — • 
8|G  I  —  8^B  1 1  COS. AB  I  COS.  AC. 

Les  variations  des  angles 

Sont  proportionnelles  aux  cosinus  des  côtés  opposés. 

58o.8^C  ;  —  g^B  II  COS.C  sin.BC  tang.AC -Wcos.BC  I  i,  (VIL  3o'). 
58i.  S^C  I  —  8^B  1 1  I  I  cos.B  sin.BC  tang.AB  -+-  cos.BC,  (Vn.280,  (^79)- 
58^.*8,C  I  -  8,B  1 1  ££  I  ZlVZlZl  (Vfl.-9%  ^r).  (579). 
583-*8jGl— 3^BI  Itang.BcoLC-4-cos.BCli-Htang.Bcot.Ccos,BC,  (VII.  8*). 


S64.àiiLB^C  :  ^  8ÌD.S^  :  :  4n.C  co«.(Ç  -k8^>  :  aià.(B  —  StB)  cos. 

V  &C  •  ^  8kiA|(  sîn.aC  :  sm.aBi. 

Les  Yariations  des  ang^ 
#  *Sont  proportionnelles  aux  sinus  des  ajo^^es  doubles.  . 

^  585.siii.8jC:— 8în.8||:  ;cos.(AB-f-8|AB):cos.AC:  :cos.AB;cos.c:\C— g^Aq 

d\C  :.—  8jB  ::  co8.ab  :  cos.aC. 

.  586.  8|C  ;— 8iB  :  :  cos.BC  :  cos.*AC  :  ;  cos.*AB  ;  cos.BC,  (43oî  io%  f). 
La  variation  d'un  angle  ^ 
Est  à  la  variation  de  l'autre  angle , 

G>mme  le  quarré  du  connus  du  côté  opposé  au  premier  sn^ 
]Sst  au  cosinus  de  rhypotliéiiuse. 

Si  BC  =  90?; 


eM:B 


cot.C 


~  8,c  :  —  8,B  :  :  cot.c  :  colb. 

Les  variations  des  angles 

Sont  proportionnelles  à  leurs  cotangentes. 

RAPPORTS    DES    VARIATIONS 
d'un  còri        BT  DE  l'angle  opposi. 


iin.AB 


sin.C 
co«.(C  H-iB^C)' 


588.*  sin.iSjAB  :  sin.i8,C  :  :  ^^^^ 

S^AB  :    9^C  ::  tang.AB  :  tang.C. 
Les  variations  d'un  côté  et  de  l'angle  opposé 
Sont  proportionnelles  à  leurs  tangentes. 

589.  8jAB  :  8jC  :  :  sin.AC?  :  sln.A  -H  COS. A  cos. AC  tang.C,  (VII.55'). 

590.  S^AB  :  8>C  :  :  sin.BC  :  sin.B-Hcos.Bcos.BC  tang.C,  (VIL  3(5*),  (588), 

591.  8^AB  :  8jC  :  :  sin.AC  —  COS.  AC  cos.  A  larig.AB  :  sin.  A,  (VII.  ly*),  (588)^ 
59a.  S)AB  :  8,C  :  :  sin.BC  —  cos.BC  COS.B  tang.AB  :  sin.B,  (Vn.i8*),  iS8S>^ 


t>ES     T&IAirGlBS    SPHÌHiqUBS.  3l^ 

De  même 

593.*—  sm.i8^AC  :  —  sin48»B  ::  ^^.(Ac"-i»,AC)  '  ^sr(r=i^- 
—  ^AC  :  —  8jB  :  :  tang.AC  :  lang.B. 

594.  '• —  8jAC  :  —  8^B  :  :  sin.AB  :  sin.A  ■+•  cos.A  cos.AB  tang.B. 

595.  —  8^AC  :  —  9>B  :  :  sin.BC  :  sin.C  -+-  cos.C  cos.BC  tang.B. 

596.  —  8»AC  :  —  8jB  :  :  sin.AB  —  cos.AB  cos.A  tang.AC  :  sin.A. 
S^y.  —  8,AC  :  —  8^B  :  :  sin.BC  —  cos.BC  cos.C  tang.AC  :  sin.C. 

RAPPORTS    DES     VARIATIONS 

d'un    CÒTÌ  IT  DB    l'angle  ADJACENT. 

598..tang:iS,AB  ;  -^sin.S^B  :  :  ^^^^^^^t^^^,^^  X  ^^^S^  :  ^^^-B. 

8^AB-;  —  8^B  ;:   tang.AC  COS.C  I  sin.B.- 

La  variation  d'un  côté 

Est  à  la  variation  de  l'angle  adjacent  V 

Commele  produi t  de  la  tang.  de  l'au  tre  côté  variab.  parie  cos.  derautreang.  var: 

Est  au  sinus  du  premier  de  ces  angles. 

599.  tang.^8,AB  :  -isin.^^B  :  :  sin.AB  ;  cc.^^c  cos.(AC-.^^^.in.c  cos.^8>c^ 

8^ AB  ;  —  8^B   II  sin.AB  l  cos. AC  tang.C 

La  variation  d'un  côté 

Est  à  la  variation  de  l'angle  adjacent,  -. 

Comme  le  sinus  du  même  côté 

Estauproduitducos.derautrecôtévariableparlàtang.del'autreang.variable.  • 

600.  8^ AB  ;  —  8^B  :  :  cos.AB  tang. AC  —  sin.AB  cos.A  :  sin.A,  (VIL  17').  - 

601.  8^AB  :  —  8^B  :  :  sln.BC  ;  cos.B  tang.C  H-  sin.B  cos.BC,(VII.33*),(598). . 
60:2.*  8^AB  :  —^B  :  : ^'"^•^^7;;-"'^"^^^  : H-cos.B  tang. ab  tang.BC,(Vn.  1 8^). . 

^o3.*  8,AB  :  -  8,B  :  :  sIu.ab  :  :::^l::;i:i:LvS:^t .  (vn.  3i-), 
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De  même 

604—  tang48»AC-sin.8,C  :  :  ,,,,,^^^^^,^^,  X  "'iTff"^  :  siiuC 

—  S^AC  l  S^C  ;  I  tang.AB  cos.B  l  sin.C. 

605.  -  tang.i8»AC  !  ^sIn.8,C  :  :  sin.  AC  ;  co».48>ab  --;<;» +^8>ab)^""°  ^°»^»>«^. 

—  8jAC  I  8jC  l  '.  sin.AC  '.  cos.AB  tang.B 

606.  —  8»AC  :  8^C  :  :  cos.AC  tang.AB  —  sin.AC  cos.A  :  sin.A.' 

607.  —  BjAC  :   8^C  :  :  sm.BC  :  cos.C  tang.B  -+-  sin.C  cos.BC. 
608.*— 8»AC:8jC:  :tang.BC—  cosC  tangAC:(i-4-cosC  tangACteng.BC)  sinC- 
609. *— 8> AC  :  8)C :  : (tang.  a  tang/C  cos.  AC  —  1  )  sinAC  :  tangC  cosAC-H  tangA, . 

Si  A  =  90»} 

6io.isin.8jAB  :  —  sin.igjB  :  :  sin.  AB  cos.  (AB  ■+-  8jAB)  *.  -:(^^^^. 

8>AB  :  —  8,B  ::  sin.2AB  :  2CQt.B. 

La  variation  d'un  côté 

Est  à  la  variation  de  l'angle  adjacent , 

Comme  le  sinus  du  double  de  ce  côte 

JEst  au  double  de  la  cotangente  du  même  angle. 

De  môme 
,611.  —  isin.SjAC  :  sin.i8jC  *.  *.  sin.AC  cos.  (AC  —  8,AC  )  :  — ^.^j^.. 
—  8jAC  '.  8>C  y.  sin.aAC  l  2C0t.C. 

Si  BC  =  90°  ; 

612.  sin.i8>AB  :  —  ;sîn.8jB  *.  1  ^intA^+^^AB)  *  5^"-^  cos.(B  —  8,B), 
8,AB  :  —  8jB  ::   2cot.AB  :  sin.2B. 
La  variation  d'un  côté 
Est  à  celle  de  l'angle  adjacent, 
Comme  le  double  de  la  cotangente  du  même  côté 
Est  au  sinus  du  double  du  môme  angle. 

De 


X>£8     TRIAKGLBS     8  P  H  i  R  X  Q  U  E  S.  3ai 

De  même 

6x3.  —  sin-iS^AC  :  Ism.^C  :  ;  3ì„.^^c'1'^3^ac)  •  ^in.C  cos.(C  H-  8^C). 
—  8^AC   I    8^C   II   2  co t, AC  I  sin.2C. 

Quantités  constantes  AB,  AC;  ou  deux  côtés. 

RAPPORTS     DES     VARIATIONS 

DES  DEUX  ANGLES  OPPOSis  AUX  CÔtÉS  CONSTANTS. 

6i4.*tailg.iâ>B   I    tang.^S^C  II    tang.(B  -t-^8^B)  :  tang.(C  -t-^a^C). 

^B  I   ^C  1 1   tang.B   I   lang.C. 

Les  variations  des  angles  opposés  aux  côtés  constants 
Sont  proportionnelles  aux  tangentes  de  ces  mêmes  angles. 

6i5.  8^B  I  3^C  II  cos.C  I  sin.BC  cot-AC  —  cos.BC  cos-C,  (VIL  i5*). 
6i6. 8^BI8^C  II  COS.  AB  —  cos.BC cos. AC Icos. AC  —  cos.BCcos.AB,(VII,ii*). 
617.  ^B  I  8^C  1 1  sin.BC  cot.AB  —  cos.BC  cos.B  I  cos.B,  (VIL  i8'),  (614). 

^- o     Ci  "D    *    ^  i^    *  *  •    sin. AB  cot.AC  —  cos. AB  cos. A       /ttit        ••  *v       ^y     j\ 

6lS.  8jB   .    8,C    ..    1    .    ,i,ACcot.AB-co>.ACco».A»    (^11.    l(J%    if),    (6z4), 

RAPPORTS     DES     VARIATIONS 

DU  TROISIEME  CÔtÉ         ET  d'uN  ANGLE  ADJACENT. 

«19.—  sin.|8,BC  :  tang.i8,B  '.',  sin.(BC  —  ^pC)  :  cot.(C  -+- i8>C). 

—  a^Bc  :  8,B  :  :  sin.Bc  :  cot.c. 

La  variation  du  troisième  côté 

Est  à  la  variation  d'un  angle  adjacent, 

Comme  le  sinus  du  même  côté 

Est  à  la  cotangente  de  l'autre  angle  adjacent. 

tfao.*— sin.|S>BC:sin.^8,B:  :sin(B-K8^B):  ^°'^''"^^-;^^I'^„^c7^^--^^'^ 

—  8|BC  :  8|B  :  :  sin.B  :  coLAB  —  cot.BC  cos.B. 

Ss 
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621.^  8»BC  :  8,B  ::  sin.ABsin.A  I  cos.C ,  (VII.  19*),  (619). 

622.  —  hfiC  :  8jB  :  :  sin.AB  :  co^.AB  sin.B  —  cot,A  cos.B,  (VII.  i2')."  ' 

De  même 
623.— .sm.i8jBC  :  tang.i8,C  ::  sin.(BC  —  i^jBC)  :  cot.(B  H-lS^B). 

—  8>Bc  :  8jC  :  :  sin.BC  :  cot,B. 

624.*— -sin.J3^BC-sm.^8|C..sin(CH-i8^C). — ^ sin^gc  ^  S^bc)  

— -S^BC  ;  8^C  ::  sin.C  :  cot.AC  —coI.bC  cos.C. 
6iS^  —  8^BC   \  8|C  \  \  sin.  AC  sin.  A  \  cos.B. 
626.  —  8^BC  I  S^C  II  sin.  AC  \  COS. AC  sin.C  —  cot.A  cos.C. 

Si  AC  =  90^ 

627.isin.8^BC  :  sin.J8^B  \\  sin.(BC  -h-  8^BC)  cos.BC  \  s;r(rTW)- 

^BC  la^B  ::  sin.2BC  \  2CoLB. 

La  variation  du  côté 

Est  à  la  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  de  90*, 
Comme  le  sinus  du  double  du  côté  variable 
Est  au  double  de  la  cotangente  du  même  angle. 

628.  —  s^bc  ;  s^b  ;  :  cos.ab  :  cos.c  cot.c. 

Si  AB  =  90°; 
On  changera  C  en  B  et  B  en  C ,  dans  les  analogies  ((Î27,  628). 

RAPPORTS     DES     VARIATIONS 

DU  TROISIEME  COtÌ  ET  DE  l'aNOLE  OPPOSi. 

629.— sin.^a^BC:— sin.^3^A::sin.ABsin.ACsin.(A— iS^A):sin.(BC— ^3^BC 
—  8^BC  \  —  ^A  \  \  sin-AB  sin.AC  sin.A  \  sin.BC. 
La  variation  du  côté 
Est  à  la  variation  de  l'angle  opposé , 


DES     TRIAKOLËS     SPHÌRIQUES.  SaS 

Comme  le  produit  du  rectangle  des  sinus  des  côtés  constants  par  le  sinus  de 
.    ^  l'angle  qu'ils  comprennent 

Est  au  sinus  du  côté  variable. 

63o.  —  a^BC   :  —  8^A  ;:   sìu.AB  sin.B':  1,  (VIL  20*). 
63i.  —  a^BC  :  —  â>A  ::  sin.AC  sin.C  :  1,  (VII.  4-). 

La  variation  du  côté 
Est  à  la  variation  de  l'angle  opposé , 

Comme  le  produit  du  sinus  d'un  côté  constant  par  le  sinus  de  l'angle  opposé 
à  l'autre  côté  constant  est  au  rayon. 

Si  AC  =  90*,  ou  si  AB  =  90*; 
^32.  —  sin.^a^BC  :  —  sin.iS^A  :  :  ,ì„,(bc'!1ì$,bc)  •  STcX^l^^MV 

—  8^BC  —  3^A  :  :  cot.BC  :  cola* 

Les  variations  du  côté  et  de  l'angle  opposé 
•  Son't  proportionnelles  à  leurs  cotangentes, 

RAPPORTS     CES     VARIATIONS 

DE  l'angle  compris  ENTRE  LES  CÔTJ^  CONSTANTS, 
ET   DE  l'un  DES   DEUX   AUTRES    ANGLES. 

643.'^~Sin.;»^A.5Sin.3^Ji.  .2— g^^np^.   sin><A^V) ^^ 

—  3^A   :  8^B  ::   1   :   (cos.AB  —  cot.B  cotA)  sin/B. 

é:^l  c;*i  >S\  A    •  «c;«  ^B   •  •  »MA--j^A)    ,    cot.C  sîn.(A  — 4 8»A)  —  cot.B  tin.-i-gfcA 

o:>4.  —  sm.;a^A  ,  îsui.»!».. .  ,^^,(^,,.^3)  • ïûTa ^* 

—  B^A  *   B^B  \\  sin. A  \  sin.B  cos.C 

La  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  variable 
Est  à  la  variation  de  l'un  des  angles  adjacents , 
Comme  le  siniis  du  même  angle  opposé 

JEst  au  produit  du  sinus  du  même  angle  adjacent  par  le  cos.  du  troisième  angle. 

Ss  ij 
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635.— sin.i3^A.tang.,8^B.  . ^r^^ .sin.ACX — -rx — Xun^.iQ^iòsC) 

—  S^A  !  S^B  !!  sin.BC  !  sin.  AC  cos.C. 

La  variation  de  Fangle  opposé  au  côté  variable 
Est  à  la  variation  de  Tun  des  angles  adjacents , 
Comme  le  sinus  du  côté  variable 
-    Est  au  produit  du  sinus  du  côté  opposé  au  même  angle  adjacent  par  le  ces» 
de  l'autre  angle  adjacent. 

636.'—  ^A  :  8^B  :  :  sln.^BC  ;  cos.AB  —  cos.BC  cos.AC,  (VII.  u*). 
637.  —  8^A  ;  8^B  ::  1  :  cos.AB  —  sin. ab  cos.B  cot.BC,  (VII.  28'). 

De  même 

638.*— sin.i3^A:isina^Ç:  :  y:s\n{C^hsQ)X'"^^''"'^'^^^^^^^^ 

—  â^A  I    J^C  !I  1  I   (cos.AC  —  cot.C  cot.A)  sin.BC. 

A'Xr.  ctn  »Si  A   •  «c'n  Si  T  •  •  "II. (A  —  8^ A)    .    COS.B  sin. (A  —  i8^A)  —  cos.C  sin.iAA 

659.  —  sin.^^A  .  .sm.a^C.  .  .  -j--_pngj^  ^  ._ ^^ ifu. 

—  â^A  I  3^C  1 1  sin. A  !  sin.C  cos.B. 

640.— sm.,^A.tang.,a^i.. . — ^jj-gg ,sm.AiiX — -:â XlIïïircFTT^ 

—  d)A  ;  8^C  II  sin.BC  l  sin.AB  cos.B. 

fi4i^-—  a^  :  3^C  II  sjn.'BÇ  I  cos.AC  ^  cos.BC  COS. AB. 
642.  —  8^^  I  8^C  II  1   I.  ços.AÇ  ' —  siu.AC  COS.C  cot.BC.„ 


Si  AB.  :^9.o^ 

sin. A 

jos.Ci 


«43.  sm.i^A  :ism.3>B  ;;  -_ii^i^_  ;  sin.B  cos.(B  H-  P). 

^A  I   S^B  II    2  tang.A  I   sin.2B. 
La  variation  de  l'angle  compris  entre  le3  côtés  constants 
Est  à  la  variation  de  l'autre  angle  adjacent  au  côté  (le  90*" , 
.  Comme  le  double  de^la  tangente  du  nremier  angle 
£st  au  smu^  du  double  du  second  angle. 


DBS     TllIÀNGLES     SPH^RIQUES. 

Ì44.  sin.^A  I  sin.^^C  I  !  sin. (A  -+-  ^A)  cos.A  I  sin.(C  -h  ^C)  cos, 

^A  I  d)C  W  sin.nA  I  sin.2C. 

La  variation  de  l'angle  compris  entre  les  côtés  constants 

Et  la  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  de  90** 

Sont  proportionnelles  aux  sinus  de  ces  mêmes  angles  doubles. 

545.  —  sin.3^A  I  sin.^^C  II  sin.(BC  —  8^BC)    I  cos.B. 

—  d\A  I   â^C  II  sin.BC  I  cos.B. 

La  variation  de  l'angle  compris  entre  les  côtés  constants 
Est  à  la  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  de  90% 
Comme  le  sinus  du  côté  variable 
Est  au  cosinus  du  troisième  angle. 

46.  —  sin.S^A  I  sin.â^C  1 1  cos. AC  I  cos.B  cos.(B  -H  3^B). 

—  d)A  I  â^C  II  cos.AC  I  cos.^B. 

^    La  variation  de  l'angle  compris  entre  les  côtés  constants 
Est  à  la  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  de  90% 
Comme  le  cosinus  de  Tautre  côté  constant 
Est  au  quarré  du  cosinus  du  troisième  angle*^ 

Si  AC  =  90^} 
On  changera  B  en  C  et  C  en  B  dans  les  analogies  (64^  à  ^kS). 

Quantités  constantes  B ,  C  ;  ou  deux  angles. 

RAPPORTS     DES     VARIATIONS 

DES    DEUX    CÔTis    OPPOSAS    AUX    ANGLES    CONSTANTS. 

tang.^â^AC  I  tang.^a^AB  II  tang-CACn-^S^AC)  I  tang.(ABH-^8^AB). 
8^AC  I  â^AB  II   tang.AC  I   tang.AB.; 

>  variations  des  côtés  opposés  aux  angles  constants 
it  proportionnelles  aux  tangentes  des  mêmes  côtés* 


M       '    Chap.  ISBê^  '&b8^  kit^iéétìu  «»tfM|m«lrttBi.Lsfl 

^48.  8iAC  :  SiAB  :  :  €08.  AB  :  «iibAreot.B  -4-  cos^  A  co«.ÂB ,  (VlL  ^*).     ' 


^,.  ' 


<5o.8^AC  :  8^  rrâ».Aoot<}^.€oif.Aco8.AG:xoi{.ÀC,(VIL35*),<d47'> 


R  A  P»  O.  A  TéslB  E  S    V  A  R  I  A  T  I  O  N  S 

»9  Ta^ltUtHB  AVOU  BT  d'uK  cAtÉ  ADJACENT. 

IKSxiîn'îljAl'teîî^AC^::  sin.CA  h-^S^A)  :  cot.(AB-(-^&jAB). 

â^A  !  â^AC   ;  :  sin.A  :  col.AB. 

%    La  variation  du  troUieme  angle 

£it  à  la  variation  d'un  côté  adjacent, 
•     Gomme  le  sinus  du  même  angle 
.  Est  à  la  cotangente  de  Tautre  côté  adjacent.' 

653.*sin.i8,A:sîn.i8^AC:  :  8În.'(ÀC-H8^AC)  :  ^"'"^  "''•^*  "^tS.*!'^-,!"^*?"'*"^^^ 
8jA  *.  SjAC  y.  sin.AC  I  cot.C-f-  cos.AC  cot.A. 


654.  ^A  *  8iAC  ::  sm.BC  sin.C  :  cos.AB,  (VII.i'),  (65a). 

€55.  8jA  i^AC  :  :  8Ìn.C  I  cos.C  sm.AC  -h  cot.BC  cos.AC,  (VII.  3o*). 

De  même 
656.  sin.iSjA  :  tanç.i8»AB  "  sin.  (A  ■+-ïd^A)  l  cot,(AC  H-iS^AC). 

3(A  l  S^AB  '.l  sin.A  '.  cot.AC. 

<557.*sin,iâjA:sin.i8^AB:  :sin.(AB-Hl8,AB): ^-^■^--■(f^+^^J^y+^^^^'<>*l*^+*Ì^  Jt 
\h\  â^AB  \\  sin.AB*!  cot.B -H  cos.AB  col.A, 

658.  8jA  :  8»AB  ::  sin.BC  sin.B  :  cos.AC. 

65^.  ^A  :  d)AB  :  :  sin.B  I  cos.B  siiuAB  +  cot.BC  <x>s.AB, 


DES     TRIANGLES      SPHÌRIQUES.  3^7 

Si  B  =  90^; 
6<^.  Isin.^A  l  sin.îâ^AC  II  sin. (A  -t-  S|A)  cos.A  ;   su^.(ac^+ì&^ac}' 
^A  I   d^AC  II  SÌ11.2A  I  2  cot.AC 

La  variation  de  Fangle 

Est  à  la  variation  de  l'hypothénuse , 

Comme  le  sinus  du  double  de  Tangle  variable 

Est  au  double  de  la  cotangente  de  l'hypothénuse. 

661.  ^A  I  ^AC  II  cos.C  I  coSfAB  cot.AB. 

Si  C  ==  90°; 
On  changera  B  en  C  et  C  en  B  dans  les  analogies  {660  ^  661). 

RAPPORTS     DES     VARIATIONS 

DU  TROISIEME  ANGLE         ET  DU  CÒTÌ  OPPOSA. 

66^.  sm.id\A.  I  sin.i8^BC  1 1  sin.B  sin.Csin.(BC-i-i8|BC)  I  sin.(A  -H^8jA). 
3^A  I  ^BC  II  sin.B  siiuC  sin.BC  I  sin. A. 

La  variation  dé  Tangle 

Est  à  la  variation  du  côté  opposé , 

Comme  le  produit  du  rectangle  des  sinus  des  angles  constants  par  le  sinus 

du  côté  compris 
Est  au  sinus  de  Tangle  variable. 

663.  8^A  I  8^BC  II  sin.AB  sin^B  I  1 ,  (VII.  i*). 

664.  8^A  :  8^BC  1 1  sin.AC  sin.C  I   1  ,  (VII.  23*); 

La  variation  de  Fangle 
Est  à  la  variation  du  côté  opposé , 
.    Comme  le  produit  du  sinus  d'un  angle  constant  par  le  simis  du  côté  opposé 
à  Tautrç  angl^  constant  est  au  rayon. 


xfm   *    • 

*^^^H       Si  B  ::=  ^o"",    OU  si  C  =  90°; 

^  8^A  :  s^BC  :;  eut  a  ;  cotBC 


Les  ▼anatîons  de  l' angle  et  du  côté  opposé 
Sciai  proportionnelles  à  leurs  cotangentes. 

RAPPORTS     DES     VARIATIONS 

[         DU  CÔTi  COMPRIS  ENTKE  Wf  ANGLES  CONSTANTS, 
ET  DE  l'un  des  DEÇX  AUTRES  CÔTÉS. 


ÂAA  •^^JlËlË^  .  ,   »  .  -li  ,  toi,  c  fin.  AC  sm.  (BC  H-  i8^BC)  -h  coi.  AC  cos.fBC  +  t&BQ 

^^^*     nrâpC  ►  ^  •  •  8in.CA€  +  8»AC)  •  »in.(BC  -h  B^BC)  ^ 

S^BC  ;  â^AC  ;:  1  ;  (cosX  -+-  cot.AC  cot.BC)  &m/AC 


■  8^BC  :  â^AC  ;;   sln^BC  ;  sin.AC  cos.AB. 

î"  

La  variarion  du  côté  opposé  à  l'angle  variable 

Est  à  la  variation  de  l'un  des  deux  autres  côtés , 

Comme  le  sinus  du  premier  côté 

Est  au  produit  du  sinus  du  second  côté  par  le  cosinus  du  troisième  côté. 


'(?d8.sin.^^BC : tang48>AC ;  : ""'l-*?^*^ : sm.B X '"'^l't^^'^^X 


«kr.AB         _ 


SS^ÎÂBTSr 


«in.  A  •-*— -^N  iia.BC 

^BC  I  8^AC  II'sin.A  I  8Î11.B  cos^AB^  , 

La  variation  du  côté  opposé  à  Tangle  variable 
Est  à  la  variation  de  l'un  des  deux  autres  côtés, 
Comme  le  sinus  de  Tangle  variable 

Est  au  produit  du  sinus  de  l'angle  constant  opposé  à  ce  dernier  côté  pa^ 
cosinus  du  troisième  côté. 


^9.  a^BC  :  8,AC.::  sin.»A  :  cos.C  -4-  COS. A  cos.B,  (VIL  ap-). 
670.  8jBC  :  3jAC  ::  i  :  cosXH-sin.C  cos.AC  col  A,  (VIL  loO. 


Pto 


i 


( 
DES     TRIANGLES     SPHÌRIQUES.  Sap 

De  même 

•        ^  sin.^S^BC  ,       ,  . I .  cos.B  sin. AB  sin.ÇBC  -f-  t8^BC)  4-  cos- AB  co$.(BC  -h  t8^BC) 

^7^*     isin.S^AB  •  ^  •  •sin.CAB  4- S^AB)  •  siu.CBC  -f-  8^BC)  * 

8^BC  :  â^AB  ::  1  :  (cos.B  -+-  colAB  coLBC)  sln.^AB. 

/:-«    ^:^   «Q  Pr^  »«.!>,   Q  AD  >  >»în.(BC-^  »^BC)  .  COS.AC sin.ÇBC 4- tB^BC)  —  cos.ABsm.Ja^BC 

672.  sin.i^^BC  .  5sm.3^AB.  .  j^^jg^p-g^. ;r-^ : — . 

8^BC  ;  â^AB  ::  sin.BC  :  sin.AB  cos.AC. 

07:).sm.îej^Ul..tang.,ajAU. .       ^^       .sm.v.x        jj^ygc       ^tans-CAt-^TÔi^AQ 

â^BC  l  â^AB  1 1  sin. A  I  sin.C  cos.AC. 
^74.  8^BC  ;   8^AB  I  !  sin/ A  I  cos.B  -+-  cos.A  cos.C. 
6^5.  8^BC  I  8^AB  II  1  I  cos.B  -+-  sîn.B  cos.AB  cet. A. 

Si  C  =  90"; 
(Î7<J..sin.iâ^BC  :  Jsîn.8^AC  :  :,,,,c^tÌ%BC)  •  sin. AC  cos.(AC  4-  8^AC). 
dsRC  :  S^AC  ::   atang.BC  I  sm.2AC. 
La  variation  du  côté  cfJ)posé  à  l'angle  variable 
Est  à  la  variation  de  l'autre  côté, 
Comme  le  double  de  la  tangente  du  premier  côté 
Est  au  sinus  du  double  du  second  côté. 

^77.  sin.  8^BC  :  sin.8^ AB  :  ;  sin.(BC  -+-  8^BC)  cos.BC  :  sin.  (AB-H^^AB)  cos.AB. 
8^BC  :  8^AB  ;:  sin.2BC  :  sm.2AB.. 
La  variation  du  côté  opposé  à  l'angle  variable 
Est  à  la  variation  de  l'hypothénuse, 
Comme  le  sinus  du  double  du  même  côté 
Est  au  sinus  du  double  de  l'hypothénuse. 

'€jS.  sin.S^BC  :  sin.  8^ AB  :  :  sin.  (A  ^  ^lA)  :  cos.AC. 

à^BC  :  8^  AB  ::  siaA  :  cos-AC^ 

La  variation  du  côté  opposé  à  l'angle  variable 

Est  à  la  variation  de  l'hypothénuse , 

Comme  le  sinus  ^e  l'angle  variable 

Est  au  cosinus  du  côté  adjacent. 

Tt 
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Ûy^.  sîn.a^BC  ;  sin^^^AB  ;  :  cps.B  ;  cos.AC  cos,(AC  H-  8^AC). 

8jBc  :  B^AB  ;:  cos.b  ;cos,*ac 

La  variation  du  côté  opposé  à  T angle  variable 
Est  à  la  variation  de  Tliypothénuse  ^ 
Comme  le  cosinus  de  Tangle  oblique  constant 
Est  au  quarré  du  cosinus  du  côté  opposé*^ 

Si  B  =  90^; 
On  changera  C  en  B  et  B  en  C  dans  les  analogies  ((Î76  à  ^79)4 


Démomlration  des  Analogies  de  la  Table  precèderne. 

figM  '^'  ^^^^  ^^  triangle  sphérique  ABC  converti  en  ABD ,  le  côlé* 
AB  et  r angle  adjacent  A  demeurant  constants  ;  et  soient  CBD  ^ 
8^B,  C  —  D  =  3^C  ,  CD  =  8^AC,  et  BU  _  BC  =  3^BC, 
comme  nous  avons  fait  (261)*  Ces  expressions  adoptées,  on  en- 
tendra facilement  les  démonstrations  suivantes. 

681.  Les  analogies  finies  (54i)  dépendent  de  la  proportion 
entre  les  sinus  des  côtés  et  les  sinus  des  angles  opposés  (448)  y. 
appliquée  au  triangle  BCD. 

682.  Chaque  analogie  infinitésimale  précédée  dans  un  même 
article  d'une  analogie  finie,  est  déduite  de  cette  analogie  finie  par 
les  moyens  déjà  employés  (253,  264,  265). 

En  substituant  dans  les  analogies  (54i)  la  valeur  de  aui.C  ,: 
(VIL  6*),  on  obtient  les  analogies  (542).  C'est  ce  que  signifie  le 
renvoi  à  la  formule  6*  de  la  table  VII,  que  Ton  a  vu  (542),  et 
c'est  ainsi  que  doivent  s'entendre  toutes  les  citations^  ou  renvois 
pareils  dans  ces  analogies. 

Et  quand  la  substitution  n'a  pas  été  faite  dans  l'article  qui  pré- 
cède immédiatement ,  mais  dans  un  article  plus  éloigné ,  alors  j'ai 
cité  de  plus  Tarticle  où  elle  a  eu  lieu.  Par  exemple  y  dans  les  ana-; 


DES     TRIANGLBS    SPHiSrIQUES.  33i 

logîes  (543),  la  citation  (VIL  19')  (540  signifie  que  Texpression 
contenue  dans  la  formule  19*  de  la  table  VII  a  été  substituée  dans 
les  analogies  de  Tarticle  541. 

Ce  n'est  que  dajis  les  analogies  infinitésimales  ;  et  non  dans  les 
analogies  finies,  que  les  substitutions  indiquées  par  la  table  ont  été 
faites  ;  à  l'exception  cependant  des  substitutions  dont  nous  venons 
<îe  parler  pour  les  articles  (542,. 54 3). 

683.  Lorsque  A  =  90**,  la  formule  (VIL  34*)  donne  tang.  AC  = 
tang.B  sin. AB  ,  parcequ'alors  sin. A  =  1  etcos.A  ==  o.  Prenant 
dans  cette  équation  les  différentielles  finies,  selon  la  formule  (11.32*), 

et  observant  que  AB  est  constant ,  on  aura  ^cac  cZìÌc^  »,ac)  = 
cos.B  c^oMB  V  &B)  ^  sin.  AB.  En  substituant  dans  cette  équation  la 
valeur  de  sin.  AB  prise  de  Téquation  précédente  ,  (qu'on  se  sou- 
vienne que  c'est  ainsi  que  dans  toutes  les  différentiations  sembla- 
bles nous  ferons  disparoitre  la  quantité  constante) ,  on  en  tirera 
aussitôt  la  premiere  analogie  (544)* 

684.  Si  AB  =  90*,  alors  l'équation  (VIL  34*)  devient  tang.  AC 

=  ^jr^ ,  et  l'on  a  toujours  la  même  analogie  finie  (544)i  ^^^  diffé- 

rentiant  cette  équation. 

L'analogie  infinitésimale  (544),  déduite  comme  nous  l'avons 
dît  (682),  se  trouve  simplifiée  dans  le  second  rapport,  au  moyen 
de  la  formule  (1.  6').  Parmi  les  analogies  suivantes  beaucoup  d'au- 
tres ont  été  simplifiées  de  la  même  maniere  ;  ce  à  quoi  nous  ne 
nous  arrêterons  pas. 

^85.DansletrîanglesphériqueBCD,ona(IX.40,cos.KBCQ-t-D) 
:cos.i(BCD  —  D)   ::   tang.^^CD    :   tang.KBD  -H   BC).    Or 

cos.KBCD-hD)  =cos.j(i8o^  —  C  —  D)  =  (5)  sin.^C  — D) 
=  sin.^8^C ,  (680);  et COS.KBCD  —  D)  =  cos^fiSo^— •  C+^) 
3=  sin^KC  «f-  D)  =  sin.(C  — kh\C).  Substituons  ces  valeurs 
dans  le  premier  rapport  de  l'analogie  ci-dessus,  mettons  dans  le 

Ttij 
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fîg.64  second  les  expressions  (680),  et  nous  aurons  la  premiere  ana- 
logie (545)- 

686<  L'opération  précédente  suppose  C  >  D,  c'est-à-dire 
qu'elle  suppose  que  l'angle  C  diminue  pour  se  changer  en  D , 
tandis  que  le  côté  AC  augmenl^e.  Pour  indiquer  que  ces  deux  va- 
riations se  font  en  sens  contraire,  nous  avons  donné  le  signe  né- 
gatif à  sin.îâ^C.  An  reste  on  a  toujours  en  effet  C  >  D  lorsque 
(BC  "H  BD)  est  <  180%  comme  on  le  comprendra  facilement  en 
appliquant  la  règle  (475)  au  triangle  BCD,  Mais  quand  on  a 
(BC-+-BD)  >  i8o%  alors  tang.(BC  -HiS^BC)  devient  négative, 
et  par  conséquent  sin.^B^C  devient  positif.  En  effet  dans  ce  cas  C 
augmente,  c'est-à-dire  que  C  est  <  D-  Par  des  raisonnements 
semblables  il  sera  facile  de  trouver  la  raison  du  signe  négatif  par- 
tout où  nous  Tavons  employé  dans  les  premiers  rapports  des  ana- 
logies de  la  table. 

687,  Prenons  les  différentielles  finies  (IL  3o%  3i%  33')  dans 
r équation  (VIL  17*)  exprimée  comme  il  suit»  sin, A  cotX  =^ 
sin, AC  cet.  AB  —  cos.  AC  cos*A  ,  et,  en  nous  rappellant  que  A  et 

AB  sont  constants,  nous  aurons  —  sin.c"im(C^~  a^C)  =  ^sin.;8^AC 
X  (cos.AC  -H^8^AC  cot.AB  -f-  sin. AC  -f-ìS^AC  cos.a). 
Substituons  à  cot. AB  sa  valeur  (VIL  35*),  multiplions  l'équa- 
tion par  ^^j-  »  et  ,  en  observant  que  cos. (AC  -H  5  8^AC)  X 
cos.AC  H-  sin.(AC  -f-  ^â^AC)  sin.AC  =  cos.iS^AC,  (IL  f)j 
nous  aurons  -  sin.8,C  X  sinX^Sc^^^to  =  ^  sin.  18, AC  X 
Ttang.A  cot.C  cos.AC  -+- i 8, AC -+- cos. ^ 8, ACY;  équation  qui, 

multipliée  par  cot. A,  donnera  la  premiere  analogie  (54^). 
On  verra  (725)  ce  que  signifie  l'astérisque  *. 

688.  Si  la  formule  (VIL  17*)  eût  été  prise  de  la  maniere  sui- 
vante, tang.C  sin.AC  cot.AB  —  tang.C  cos.AC  cos. A  =  sin. A, 
la  différentiatîon  n'auroit  plus  été  rigoureuse ,  parcequ'en  diflfé- 
rentiant  les  produits  des  variables^tang-C  sm.AC  et  tang.C  cos.AC, 


nus    THIAHGLES     S  P  H  iS  R  I  Q  U  £  S.  333 

fl  eûïfklla  négliger  les  rectangles  des  difFérentîelles  (i33),  pour 
ne  pas  tomber  dans  une  expression  extrêmement  compliquée.  On 
trouveroit  de  même ,  si  Ton  difFérentioit  la  fonnule  (VII.  17*)  en 
k  prenant  comme  elle  est  dans  la  table  VII,  que  la  difFérentîation 
neseroit  pas  exacte,  et  telle  que  nous  l'avons  eue  (687).  En  général 
pour  former  une  équation  difFérentielle  finie ,  il  faut  i^  qye  Téqua- 
tion  qu'on  veut  différentier  soit  telle  qu'aucun  teime  ne  contienne 
plus  d'une  variable  ;  iî°.  que  par  conséquent  le  dénominateur  d'un 
membre  ne  contienne  aucune  variable,  lorsqu'il  s'en  trouve  quel- 
qu'une dans  le  numérateur  de  l'autre  membre  (137).  Nous  don- 
nerons dans  la  suite,  et  spécialement  (7o3),  des  moyens  pour 
obtenir  ces  conditions  dans  certains  cas  qui,  au  premier  aspect, 
paroissenf  les  exclure. 

689.  L'analogie  infinitésimale  (547  )  ^'^  point  d'analogie 
dîfFérentielle  finie  qui  lui  corresponde  ;  pour  la  former  il  faudroit 
avoir  à  substituer  dans  la  premiere  (545  )  une  valeur  exacte  de 
sin.(C  — ïh\C)  correspondante  à  celle  de  sin.C  que  nous  avons 
substituée  dans  la  seconde  analogie  (545).  C'est  par  la  même  cause 
qu'on  ne  trouve  point  d'analogies  finies  dans  quelques  autres  arti- 
cles de  la  table. 

690.  Lorsque  A  =:  90%  là  première  analogie  (548)  se  tire 
immédiatement  de  la  premiere  (54^). 

Quand  AB  =  90°,  la  formule  (VII.  17*)  devient  coLC  =  — 
cos.AC  cot.A.  Prenant  les  différentielles  et  observant  qu'elles  au- 
ront le  même  signe  après  la  substitution  (^^83)  de  la  valeur  de 
cot.A  que  l'équation  précédente  donne  négative,  on  aura  la  pre- 
miere analogie  (549). 

On  remarquera  l'utilité  des  signes  que  j'ai  insérés  dans  les  ana- 
logies diflFérentielles  ,  puisqu'ils  font  connoître  dans  le  cas  pré- 
sent que  quand  AB  =  90°,  Ics  changements  de  G  et  de  AC  ne 
se  font  plus  en  sens  contraire ,  pourvu  cependant  que  AC  et  G 
soient  de  la  même  espece.  Le  changement  de  signe ,  par  compa- 
raison avec  les  analogies  précédentes  ^  fait  voir,  combien  il  seroit 
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-F;g.64  facile,  tant  dans  ce  cas  que  dans  (rautres  pareils  de  la  lable^  de 
prendre  F  accroissement  pour  le  décroissement,  ou  ruce  versa,  en 
se  servant  des  analogies  infinitésimales  telles  qu'elles  ont  été  don- 
nées jusqu'à  présent,  c'est-à-dire  sans  aucune  distinction  désignes. 

691 .  Dans  le  triangle  BCD  on  a  (IX.  4^) ,  tang,  ^BD  —  BC)  ; 
tang4.CD  ;:  sln^UBCD  —  D)  :  sin.i(BCD  H-  D),  Procédant 
comme  on  a  fait  (685) ,  cette  analogie  se  transforme  en  k  pre- 
miere (55o). 

v^é^a.En  prenant  les  différentielles  finies  dans  réqHatîon(  VIL  2^*) 
dont  on  aura  changé  les  signes  pour  rendre  positives  les  différentielles 
des  cosinus,  on  a  ûsin,^  9^BCsin»(BC  -h  îâ^BC)  =  ssin^iS^AC 

( COS. AB  sin.  AC  -H  ^8^ AC  —  sin, AB  cos.AC  h-  .^g^AC  cos.A). 
Substituant  la  valeur  (VIL  7')  de  cos,A,  et  multipliant  Téquation 
par  sin- AC,  on  trouvera  cos.  AB  multiplié  parla  valeur  decos.  i8^AC 
énoncée  (687),  et  on  aura  aussitôt  la  premiere  analogìe  (55i). 

693. En  dÌiTérentiantréquatIon(VlL  26*},  nous  venons  d'employer 
(AC  -H  ìB^AC)  ,  et  non  (AC  —  1 9^ AC),  dans  la  différentielle  de  — 
sin.  AC;  ce  qui  en  apparence  est  contraire  à  la  regie  donnée  (i43). 
Maisf  comme  la  quantité  8^AC  ne  peut  être  à  la  fois  négative  et  po- 
sitive ,  et  que  la  différentiation  de  — r-  cos,  AC  a  donné  le  signe 
positif  pour  sin.îâ^AC  ,  il  s'ensuit  réellement ,  tant  d'après  la. 
même  règle  que  par  la  règle  donnée  (i54) ,  qu'on  doit  employer 
par-tout  (AC  -4-  ïâ^AC).  Si  on  eût  adopté  le  signe  négatif,  ou 
auroit  eu ,  pour  le  second  membre  de  l'équation,  —  2sin.i8|AC 
(sîn.AB  cos.ÂC  —  ^â^AC  cos.A  —  sin. AC  ~^8^AC  cos.AB). 
Mais  le  choix  du  signe  positif  est  indiqué  par  l'analogie  (55o), 
dans  laqi^elle  on  voit  que  les  changements  de  AC-^t  de  BC  se  font 
dans  un  même  sens  toutes  les  fois  que  l'on  a  (C  -—  h8^C)<;  90**, 
comme  on  doit  toujours  le  supposer  (459)  dans  la  construction  des 
formules. 

694.  Quand  A  =  90^,  le  dernier  terme  de  l'équation  (692) 
disparoît ,  et  mettant  dans  celte  équation,  au  lieu  de  cos.AB  , 
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l^[^Q  y  valeur  qui  se  tire ,  dans  ce  cas ,  de  la  formule  (VII.  ad') ,  on 
en  déduit  la  premiere  analogie  (553). 

Si  c'est  AB  qui  égale  90° ,  la  formule  citée  donne  cos.BC  = 
sin.  ACcos.  A.  EndifFérentiant  cette  équation ,  et  la  réduisant  comme 
BOUS  avons  dit  (^83) ,  on  en  tire  la  premiere  analogìe  (554). 

6^5.  Dans  le  triangle  BCD  on  a  (IX.2*),  sin.^BD  -t-  BC)  : 
5Ìn.KBD  —  BC)  :  :  cot.^CBD  :  tang.KBCD  —  D).  Sion  subsll- 
ïueles  expressions ( 680),  et  qu'on  observe  que  tang.  î (BCD— D)  = 
€0t.  (C  —  iS^C),  (685) ,  et  que  le  second  rapport  peut  s'exprimer 
ainsi,tang. (C  7— ;8^C)  :  tang. 5 8^B,  l'analogie  se  convertit  en  la: 
premiere  (555% 

696.  La  formule  (VII.  3 1')  peut  s'exprimer  comme  il  suit; 
—  cot.BC  sin. AB  =  —  sin.B  cot.A  —  cos.B  cos.AB.  En  pre- 
nani  les  difFérentielles  finies,  ,,JtsÌ!^Ìt+lBC,  =  ^'^"-^  P^^  X 
(cos.AB  sin.B  h-  ^^B  —  cos.B  -h-  î3^B  cot.A)  :  substituant  à 
cot.A  sa  valeur  (VIL  i3*)  ,  multipliant  l'équation  par  -^^  , 
et  observant  que  sin.(B  -+-5  8jB)sin.B  -H  cos.(B  -Hîâ^B)  cos.B  = 
COS.3  SjB ,  (IL  4')  >  ^®  q^^  ^^^s  ^ous  dispenserons  de  remarquer  à 
l'avenir,  on  aura  la  premiere  analogie  (556). 

697.  Si  A  =  90% la  formule  (VIL  3i*)  donne  cos.B  =  tang. AB 
€0t.BC.  Changeant  les  signes  ,  difFérentîant  et  réduisant  comme 
nous  avons  dit  (  683  ) ,  on  aura  la  premiere  analogie  (558  ). 

En  opérant  de  la  même  maniere  sur  l'équation  tang.A  cot.BC  = 
sin.B ,  à  laquelle  se  réduit  la  formule  (VIL  i3')  quand  AB  = 
90'',  on  obtient  la  premiere  analogie  (55^). 

698.  Dans  le  triangle  BCD  on  a  (474),  (P),  tang.  KBD -4- BC): 
tang.KBD  —  BC)  :  :  tang^^BCD  -f-  D)  ;  tang.^BCD  —  D),, 
ou(685):  :cot.i8^C;cot.(C— ^â^C),ou  enfin ;:  tang. (C—ig^C): 
teng.iâ^C.  Mettant  dans  le  premier  de  ces  rapports  les  expressions 
(680) ,  on  verra  que  l'analogie  formée  de  ce  rapport  et  du  dernier 
que  nous  venons  de  rapporter ,  se  réduit  à  la  premiere  analogies 
(56o) ,  .dans  laquelle  tang.îS^C  est  affectée  du  signe  négatif  par  la. 
raison  que  nous  avons  donnée  (686)^ 
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Fîg.64  699.  L'analogie  (564) se  tire  iinmédlateraent  deranalogîe(562). 
On  observera  le  changement  de  signe  dans  celle  analogie ,  compa- 
rée à  Tanalogie  (563).  Il  esl  clair  que  si,  dans  le  cas  de  AB  =  90% 
les  termes  moyens  sont  —  ^C  et  —  cos.B  sin.BC ,  leur  produit 
sera  positif,  et  par  conséquent  8^C,  dans  ce  cas,  acquiert  le  signe 
positif. 

700.  Dans  le  triangle  BCD  on  a  (IX.  2') ,  cos.^BD  -H  BC)  : 
COS.KBD  —  BC)  :  :  cot.iCBD  :  tang.KBCD-t-D).  Ces  expres- 
sions, transformées  comme  on  a  déjà  fait  plus  d'une  fois,  donne- 
ront la  premiere  analogie  (565). 

En  différentiant  l'équation  (VIT.  12'),  substituant  la  valeur 
(VII.  29*)  de  cos.AB,  et  réduisant,  comme  on  l'a  déjà  vu ,  on  aura 
la  premiere  analogie  {566).  ^ 

701.  La  premiere  analogie  (568)  se  déduit  immédiatement  de 
la  premiere  (566). 

Nous  obtiendrons  la  premiere  (569) ,  en  différentiant,  à  notre 
ordinaire ,  l'équation  cos.C  =  —  cos.  A  cos.B ,  à  laquelle  se  ré- 
duit la  foriimle  (VII.  12'),  dans  le  cas  où  AB  =  90°.  Les  difFé- 
reiuiclles  ont  un  môme  signe  dans  l'analogie  (569) ,  par  ime  cause 
semblable  à  celle  que  nous  avons  exposée  (690). 

rjg.65  702.  Actuellement  soit  converti  en  ADE  le  triangle  ABC;  de 
maniere  qu'on  ait  DE  =  BC  :  alors  DP  -h-  FE  =  BF  -+-  FC ,  et 
parconscciuent  FE  —  BF  =  FC  —  DF.  Et  dans  les  triangles  BFE, 
CFD,ona(IX.  4^) 

sln.KEBF+E):sin.KEBF  — E):  :.tang.:BE:tang.KFE  —  BF); 
sin.KCDF^-C):sin.KCDF— C):  ;  tang.iCD;  tang.KFC  — DF). 

Qu'on  observe  1°.  que  la  valeur  du  dernier  terme  est  la  même  dans 
les  deux  analogies  ,  cnsorte  que  ,  si  on  les  divise  l'une  par  l'autre  ,' 
le  quotient  de  ces  deux  termes  est  1  ;  2°.  que  BE  =  B^AB,  et  que 
CD  =  —  â^AC;  3°.  que  B  est  >  E  et  C  <  D,  par  la  même 
raison  que  celle  exposée  (686);  d'où  il  suit  que  E  =  B  —  B^B,  et 

que 
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que  .D  =  C  H-  8^C.  En  opérant  comme  on  a  fait  (^85),  on  a 
sin4  (EBF  -hE)  ==  cos.-l  ^B  ;  et  sin.  ^  (EBF— E)  =  cos.  (B— i^^B); 
etdemèmesîn.  5(CDF-hC)=gos.î8^C,  etsin.  ^(CDF  —  C)  = 
COS.  (C  -f-sâ^C).  Avec  ces  substitutions,  les  deux  analogies  ci- 
dessus  ,  divisées  Tune  par  l'autre  ,  donneront  la  premiere  (Syo). 

Substituez  dans  l'analogie  (SyS)  la  valeur  (VIL  26*)  de  cos.BC  ; 
mettez  1  —  sin.  *AC  au  lieu  de  cos. *AC ,  et  i  —  sin.  *AB  aii  lieu  de 
cos.^AB;  puis  divisez  le  second  rapport  par  sin.  ^ABsîn.ACcos.AC, 
et  vous  aurez  l'analogie  (574). 

703.  Quand  A  =  90%  on  a  (VII.  2(î'),  cos.BC  =  cos.AB 
cos.  AC.  Le  second  membre  de  cette  équation  étant  im  produit  de 
deux  variables,  il  paroît  d'abord  impossible  (688)  d'en  avoir  les 
difFérentielles  finie».  C'est  la  premiere  fois  dans  le  cours  de  cet 
Ouvrage ,  que  nous  nous  trouvons  obliges  de  recourir  à  la  sécante- 
La  difficulté  disparoît  en  faisant ,  par  exemple  ,  cos.BC  scc.AB  = 
COS.  AC. 

Pour  avoir  l'expression  de  la  difFérentielle  finie  d'une  sécante  ; 
j'observe  que  cos.B  —  cos.  A  =^  —  ^  =îlL^^z^  ^ 
(séc.A  —  séc.B)  cos.B  cos.A.  Donc  (IL  23*),  séc.A  — séc.B  = 

asin.T(A  —  B)  sin.T(A-f- B)      ,ii^\    •      .•  '  i       ..  •      11    • 

cos  A  cos  B  ;  cl  ou  je  tue ,  en  procédant  comme  je  1  ai 

fait  (  1 39  ) , 

a  - 2^  T^   asin.-^S^B  sîn.(B  +tS^B) 

C^SCC.D   COS.B  cos.(B  -+-  S^Ii)       ' 

Maintenant ,  en  différenliant  l'équation  cos.  AC  =  cos.  BC 
séc.AB  ,  j'aurai  donc   —  asin.  iâ^AC  sin.  (AC  — îS^AC)  = 

"':lTc:^ci't+^hT'  X  cos.BC.  En  mettant  cos.AB  cos. AC 
au  lieu  de  cos.BC,  je  trouve  l'analogie  formée  par  les  deux  pre- 
miers rapports  {5y5).  Celle  que  forment  le  premier  et  le  troisième, 
s'obtient  en  différentiant  l'équation  —  cos.  AB  ==  —  séc.  AC 
cos.BC. 

704.  Quand  BC  ==  90%  on  a  (VIL  7'),  cos.A  =  — cot.AB 
cot.AC,  ou  cos.A  tang.AB  =  —  cot.AC.  Différentiant  et  obser- 

Vv 
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Fjg.65  vani  que  Tune  des  diiFérentîelles  devîenmégativeparla  substîtutloa 
de  la  valeur  négative  de  cos.  A ,  ainsi  qu'on  l'a  dit  (690) ,  on  aiua 
la  premiere  analogie  (  5j6). 

Dans  le  cas  où'BC  =  90%  on  a  aussi  œs.AC  =  cos-B  sin^  AB , 
<VIL  28*)  ;  et  par  la  même  raison ,  dans  le  triangle  ADE,  cbs.  AE  =i 
cos.D  sin. AD,  ou  pos.(AB  -4-  h\AB)  =  cos.(C  -H  ^^C)  X 
sin. (AC  —  8^AC)  :  faisant  ces  substitutions  dans  la  premiere  ana- 
logìe {5j6)j  on  aura  les  deux  premiers  rapports  (5jj). 

Dans  le  même  cas,  on  a  encore  (VIL  8*),  cos.A=  —  cos.B 
cos.C  =  —  cos.D  cos.E  =  —  cos.(C  -+-3^C)  cos.(B  — 8|B). 
Donc  l^  cos.(Ch-  8^C)  :  cos.B  ;  :  cos.C  :  cos.  (B  —  8^B), second 
et  troisième  des  rapports  (Syy).  2^  En  prenant ,  dans  l'équation 

COS. A  =  —  cos.B  cos.C,  la  valeur  de  cos.B  :*=  —  ^^1  et  celle 

'  COS.C  ' 

de  cos.C  =  —  ^2îi-    et  les  substituant  alternativement  dans  Fana- 

COS.  iS  ' 

logie  infinitésimale  (5j'j)j  on  aura  les  analogies  (578). 

705.  Si  Ton  change  tous  les  signes  dans  la  premiere  analogìe 
(570),  et  qu'ensuite  on  substitue  aux  expressions  de  cette  analo- 
gie celles  du  triangle  supplémentaire,  par  la  méthode  facile  que  j'ai 
donnée  ( 440 )>  on  observera  que  AB  diminuant,  l'angle  opposé 
dans  le  triangle  supplémentaire  doit  croître  ;  de  sorte  qu'au  lieu 
de  —  tang.  Ì  8^ AB ,  on  aura  tang.  5  B^C  ,  et ,  par  la  même  raison ,  — 
tang.i^B  au  lieu  de  tang.  ^  ^^ AC.  On  sait  d'ailleurs  que  le  cosinus 
d'un  arc  et  celui  de  son  supplément  différent  pour  le  signe  (36)  ; 
on  aura  donc  cos. ( AB -4- ^ 9^ AB),  au  lieu  de  •^—  cos.(C  —  sB^C), 
et  cos. (AC  —  i8^AC)  au  lieu  de  —  cos.(B  -+-  îâ^B).  Mais  au 
lieu  de  cos.^S^C  ,  on  a  cos.  ^^^ AB  ;  et  cos.îâ^AC  au  lieu  de 
cos.î'S^B,  sans  aucun  changement  de  signe  (i54).  C'est  d'après 
ces  observations  que  se  forme  la  premiere  analogie  (579). 

706.  Substituons  dans  lanalogie  (582)  la  valeur  (VII.  8')  de 
cos.  A;  mettons  1  —  sin.'B  au  lieu  de  cos.^'B,  et  1  — sin.^C  au 
lieu  de  cos.^C  ;  puis  divisons  le  second  rapport  par  sin.B  cos.B  X 
sin.^'C,  et  nous  trouverons  l'analogie  (583). 
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•  Quand  A  =  90**^  on  a  (VII.  aS*),  cos.BC  =  cot.B  cot.C  ^  ou 
cos.BC  tang.C  =  cot.B.  DifFéreritions  àrordinaire  (<583),  et  nous 
aurons  la  premiere  analogie  (  584  ) . 

Dans  le  même  cas,  cos.B  =  cos*AC  sîn.C,  (VIL  ïo*),  et  par 
la  même  raison,  cos.D.=:  cos.AE  sin.E,  ou  cos.(C  -h  3^C)  = 
COS.  (AB  -f-  ^AB)  sin.  (B  —  8^B).  Ces  substitutions  dans  Tana- 
logie  finie  (584)  donneront  les  deux  premiers  rapports  (585).  De 
plus  (VI.  i3*),  cos.BC  =  cos.AB  cos.AC  =  cos.AE  cos.AD  = 
cos.(AB  -h  8^AB)  COS.  (AC  — 8^ AC).  Donccos.(AB  H-  8^AB)  : 
cos.AC  :  ;  cos.AB  ;  COS.  (AC  —  8^AC) ,  second  et  troisième  rap- 
ports (585). 

En  changeant  les  signes  dans  les  analogies  (SjS)^  puis  employant 
le  triangle  supplémentaire  comme  nous  l'avons  fait  (7o5) ,  on  ob* 
tiendra  les  analogies  (587). 

707.  Prenant  les^différentielles  finies  dans  l'équation  sîn.BC  X 
sin.C  =  sin. AB  sin. A,  (VII.  i"),  puis  substituant  ""^'^  à  k 
quantité  constante  ^^  ,  on  aura  la  premiere  analogie  (588). 

En  changeant  B  eéC  et  C  en  B  dans  les  analogies  (588  à  592  )  ; 
on  obtient  les  analogies  (593  à  597).  On  pourroit  donner  dans 
celles-ci  le  signe  positif  aux  deux  variations ,  puisqu'elles  sont  dans 
«h  même  sens  ;  mais  je  leur  ai  donné  le  signe  négatif,  pour  conser- 
ver l'uniformité  entre  ces  analogies  et  les  analogies  (570  et  suiv.). 

Lorsque  A  ou  que  BC  =  90°,  il  n'en  résulte  aucune  analogie 
différente  des  précédentes  (588  à  597)  ;  mais  alors  ces  analogies  se 
simplifient ,  comme  je  l'indiquerai  (  728). 

708.  La  premiere  analogie  (598),  se  trouve  en  prenant  le  pro- 
duit, tenne  à  terme,  des  analogies  finies  (570,  593). 

Mettant  dans  l'analogie  (598),  sin.AB  l  sin.C  au  lieu  de 
fiin.ACI  sin.B,  on  ala  premiere  (599).  • 

Substituonsla  valeur  (VII.  18')  de  tang.C  dans  l'analogie  (601); 
réduisons  le  second  rapport  à  un  même  dénominateur  que  nous 
supprimerons  ;  écrivons  1  —  sin.^BC  au  lieu  de  cos.^BC;  enfin 

Vvij 


34 o        Chap»  XIX.    Des  analogies  diffìrentielles 

Fig.(î5  Jivisons  le  second  rapport  par  sin.BC  cos.BC  cot.AB  ;  nous  aurons 
l'analogie  (6az). 

.  Substituons  dans  celle-cî  la  valeur  (VIL  3i')  de  tang.BC  ;  ré- 
duisons encore  le  second  r^^port  à  un  même  dénominateur  que 
nous  supprimerons ,  et  mettons  i  —  sîn.'^B  au  lieu  de  cos.*B.  Di- 
visons ensuite  ce  second  rapport  par  sin.B  cos.B,  multiplions*Ie 
parcos.AB  tang.A,  et  observons  que  sin.^AB  -H  cos.^AB  =  i:: 
nous  trouverons  l'analogie  (^o3). 

Les  analogies  (604  à  609)  s'obtiennent  en  changeant  B  en  C  et 
C  en  B  dans  les  analogies  (  598  à  6o3  ) ,  et  changeant  les  signes  des 
difFérentielles  ,  pour  conserver  l'uniformité ,  comme  nous  l'avons 
dit  (707)  ;  ce  qu'on  remarquera  aussi  dans  les  analogies  (611),  qui 
sont  tirées  des  analogies  (610). 

La  premiere  (610)  se  trouve  en  difFérentiant  à  l'ordinaire  l'équa- 
tion cos.B  =  tang.  AB  cot.BC ,  donnée  par  la  formule  (VIL  3i*) , 
dans  le  cas  où  A  =  90°. 

Quand  BC  =  90%  de  la  formule  (VIL  i3')  on  tfre  tang.A  X 
COS.  AB  =  —  tang.B.  DifFérentiant  et  se  rappellant  ce  qui  a  été  dît 
(690)  sur  le  chaiigeincnt  de  signe,  on  aura  la  premiere  analogie 
(612).   . 

En  changeant  dans  celle-ci  D  en  C ,  on  a  la  premiere  (61 3). 

Fjg,66  709.  Soit  converti  en  ABD  le  triangle  ABC,  de  sorte  qu'on  ak 
AD  =  AC.  Les  deux  côtés  AB,  AC  seront  constants,  et  on  aura 
sin.  AB  !  sin.  AC  !  \  sln.C  !  sln.B  !  !  sin.D  !  sin.  ABD.  La  dernière 
de  ces  analogies  fait  voir  qu'en  supposant,  comme  nous  l'avons  pres- 
crit (459),  tous  les  angles  aigus  ,  le  sinus  le  plus  grand  correspond 
au  plus  grand  angle  ^  et  le  plus  petit  au  plus  petit  angle  :  de  sorte 
que  si  on  a  ABD  >  B,  comme  dans  la  figure ,  on  doit  avoir  D  >  C. 
Nous  ferons  donc  ,  pour  employer  nos  expressions  ordinaires , 
CBD  =  B^B ,*ABD  =  B  H-  8^B,  D  =  C  -f-  â^C,  CAD  =  —  8^A, 
(A  désignant  Pangle  BAC  du  triangle  primitif  ABC),  et  BD  = 
BC  —  S^BC;  car  11  est  aisé  de  conclure  de  Téquation  (VIL  26'') 
que  si  A  diminue ,  BC  doit  aussi  diminuer. 


X 
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y  lu.  La  deroierë  analogie  sîn.C  I  sin.B  1 1  sin.D  l  simABQ 
donne  (IL  12*),  tang,  KABD -f- B)  ;  tang-KABD  —  B)  :  : 
tang.îCD  H-  C)  :  tarig-KD —  C).  Substituez  les  expressions  ci- 
îdessus^  vous  aurez  la  premiere  analogie  (6i4)*. 

Les  arcs  finis  qui  se  trouvent  ensemble  dans  Tune  quelconque 
des  analogies.  (6i5à6i8)  ne  sont  réunis  dans  aucune  autre  de  ces 
analogies.  C'est  en  général  ce  que  j'ai  eu  l'attention  d'observer  dans 
la  Table.  Il  seroit  inutile,  il  seroit  même  nuisible  de  multiplier  les 
analogies  par  ce  moyen.  Cependant  celles  que  donne  La  Caille 
dans  le  cas  présent  sont  ^B  I  â^C  ;  ;  tang.B  ;  tang.C  ;  *  sin.  AC 
cps.C  I  sin.  AB  cos.B^I  l  sin.B  cos.C  I  sin.C  cos.B.  Je  ne  sais  de 
quel  usage  peuvent  être  les  deux  derniers  rapports,  qui  l'un  et  l'au- 
tre supposent  que  l'on  connoisse  les  angles  B  et  C;  et  quel  serale 
Calculateur  qui ,  dans  ce  cas ,  ne  préférera  pas  de  se  servir  du  rap- 
port tang.B  I  tang.C?  Les  analogies  de  La  Caille  sont  plus  d'une 
fois  susceptibles  de  cette  légère  critique  î  et  j'ai  cru  devoir  en  faire 
Tobservation ,  d'autant  plus  que  d'autres  Auteurs  les  ont  adoptées* 

Lorsque  l'un  des  côté^  constants  égale  90"^,  il  n'en  résulte  d.'autres 
analogies  que  celles  données  (614  à  61 8), 

71 1.  Dans  le  triangle  BCD,  on  a  (IX.  2*) ,  srn.5(BC  H-  BD)  I 
sin.KBC  —  BD)  ::  cot.^CBD  :  tang.^BDC  —  BCD).  Mais 
BDC  —  BCD  =  D  ^-  ADC  —  (ACD  _  0=  D  ^-  C, le  trian- 
gle  CAD  étant  isoscele.  En  substituant  cette  valeur  et  les  expres- 
sions (709)  dans  l'analogie  ci-dessus ,  on  àura  la  premiere  (619). 

712.  Puisque  (VII.  9*),  sin.BC  sinjVB  cos.B  =  cos.AC  — 
cos.BCcos.AB;  en  employant  la  cosecante,  on  aura  sin.  AB  cos.B^ 
=5  cos.AC  coséc.BC  —  cot.BC  cos.  AB.  La  différentielle  finie  de  la 
cosecante  se  déduit  de  la  formule  (II.  22*),  en  opérant  comme 
notìs  l'avons  fait  (708)  ypour  trouver  la  différentielle  de  la  sécante;, 
sa  valeur  est 

B  désignant  un  arc  quelconque* 
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Vìg.66       Dîfférenrions  maintenant  Féquation  précédente ,  après  en  avoir 
changé  les  signes  pour  avoir  S^B  positive ,  et  en  adoptant  le  signe 
négatif  pour  S^BC  ;  le  tout  pour  conserver  Tuniformité  avec  Tana- 
logie  (619).  Nous  aurons  2sin.;S^B  sin.(B  H-  5^B)sin,AB2=  — 

r-nc   \r    V   —  :aiîn.iS^BC  cos.(BC  —  iS^BC)  sin.^^BC  cos.AB  q    , 

i:Ob.I\K.    A  sin.BC  sin.(BC  -  8^BC)  sin.BC  5Ìn.(BC  -  S^BC)'  ^""" 

lltuons  au  lieu  de  cos.  AC  sa  valeur  (VU.  28*) ,  2sin.î^BC  cos.iâ^BC 
au  lieu  de  sin.^^BC,  et  (II.4')  cos.BC  cos.(BC  — ^^BC)  ^-  sin.BC 
sln.(BC  — 5  8^BC)  au  lieu  de  cos.îS^BC  :  réduisons  et  divisons 
Féquation  par  2 sin. AB;  nous  aurons  la  premiere  analogie  (620). 

En  changeant  B  en  C  et  C  en  B  dans  les  analogies  (619  à  622) ,' 
on  a  les  analogies  (628  à  626). 

7i3.  Quand  AC  =  90%  on  a  (VII.  9*),  cos.B  = —  cor.BC 
cot.AB.  Changez  les  signes ,  difFérentiez  à  l'ordinaire  (690) ,  vous 
aurez  k  premiere  analc^ie  (627). 

Dans  ce  même  cas  ,  on  a  aussi  (VII.  3o') ,  cos. AB  =  cos.C 
sin.BC,  ou  sin.BC  = -^^L--,  Substituez  celte  valeur  dans  Tana^ 
logie  infinitésimale  (6x9)  ,  voife  aurez  l'infinitésimale  (628). 

714.  Si  au  lieu  de  AC  =  90%  on  àvoit  BC  =i:  90**,  on  auroît 
alors  (VIL  lO,  cos.C  =  ^,  et  (619),  —  S^BC  :  â^B  ::  1  : 

Cot.C.  Connoissant  les  deux  côtés  constants,  on  trouveroît ,  par 
l'équation,  l'angle  C ,  qui  servirait  ensuite  pour  résoudre  l'analo* 
gie.  C'est  à  quoi  se  réduit  la  formule  compliquée  8^B  ;  ^BC  *  ; 
COS. AB  ;  v^(sin."AC  —  cos.* AB)  que  donne  VAlmanach  astro- 
nomique de  Berlin  pour  l'année  1750.  Mais  nous  verrons  (764), 
que  cette  analogie  est  assez  défectueuse  pour  l'usage  auquel  on 
l'applique. 

71 5.  La  premiere  analogie  (629)  se  trouve  en  différentiant  l'é- 
quation (VII.  26').  Le  second  rapport  contient  quatre  parties  du 
triangle  ,  ce  qui  s'écarte  du  systòmo  général  de  la  table  ;  mais  il 
n'est  pas  possil)lc  de  simplifier  davantage  cette  analogie  ,  l'une  des 
plus  utiles  de  cette  table ,  comme  on  le  verra  (  Chap.  XXI). 
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.  Quand  un  des  côtés  constants  est  de  90"",  la  formule  (VIL  ^6^) 
devient  cos.BC  =?  cos.Â  sin. AB,  ou  cos.BC  =cos.A  sin. AC  En 
4ifférentiant  Tune  ou  Tautre  de  ces  équations,  on  aura  la  premiere 
analogie  (63a). 

7x6.  Quand  BC  =  90%  on  a  (VIL  1 1*) ,  cos.C  =  ^£^.  Les 

deux  côtés  constants  supposés  connus  ,  cette  équation  donnera 
Tangle  C ,  qu'on  employera  ensuite  pour  résoudre  l'analogie  (63 1)  , 
sans  qu'il  soit  besoin  d'introduire  un  radical  (760)  de  la  forme  de 
l'expression  citée  (714). 

717.  La  formule  (VIL  16*)  donne  cot.B  =  sin.ABcot.AC  X 
coséc.A  —  cos.AB  cot.A-  Changeons  les  signes;  difFérentions ,  en 
prenant  (712)  la  différentielle  de  la  cosecante  ;  adoptons  pour  ^A 
le  signe  négatif;  mettons  2sin.^â^A  cos.^S^A  au  lieu  de  sin.^^A  : 
çnfîn  substituons  la  valeur  (VIL  34*)  de  cot.AC,  et  (IL  4*)  cos.A 
cos-  (A  — iâ^A)  -H  sin. A  sin. (A  —  îS^A)  au  lieu  de  cos.î  8^A  ; 
réduisons  et  nous  aurons  la  premiere  analogie  (633). 

En  substituant  dans  celle-ci  la  valeur  (VIL  29')  de  cos.AB  , 
réduisant  le  dernier  terme  de  l'analogie  à  un  même  dénomînateui , 

pt  observant  que  sin. A  cos.A.  — 5^A  — cos.A  sin. A  — i8^A  = 
sin.îSjA,  (IL  2*) ,  on  aura  la  premiere  analogie  (634). 

La  premiere  (  635  )  s'obtient  en  divisant  l'une  par  l'autre 
les  analogies  différentielles  finies  (619,  629) ,  et  substituant  la 
valeur  (VIL  24')  de  sin. AB.  Quoique  cette  analogie  contienne 
quatre  parties  du  triangle  dans  le  second  rapport,  j'ai  cru  ne  de- 
voir pas  l'omettre  ,  parcequ'elle  correspond  à  une  infinitésimale 
qui  n'en  contient  que  trois. 

Les  analogies  (638  à  642)  s'obtiennent  en  changeant  B  en  C 
etC  en  B  dans  les  analogies  (633  à  637). 

718.  Quand  AB  =  90%  on  a  (VIL  i6'),  tang.B  =  sin.A 
tang.AC,  et  (VIL  17*),  cot.C  =  —  cos.AC  cot.A.  En  différen- 
tiant  (683)  chacune  de  ces  deux  équations,  on  aura  les  premières 
analogies  (^3,  644). 
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Tig.66  Dans  le  même  cas,  on  a  (VIL  i2*),  cos.C  =  —  cos.Acos.B* 
Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  la  premiere  analogie  (644)  y 
sin.B^A  devient  négatif,  et  l'analogie  se  change  en  celle-ci,  — 
sln.â^A  :  sin.3^C  :  :  sin,(A  —  ^A)  ;  sin.(C  H-  8^C)  cós.B.  Mais 
dans  le  triangle  ABD,  on  a  sin.  BAD  =  sin.BD  sin.D,  (448) ,  ou 
sin.(A  —  8^A)  =  sin.(BC  —  8^BC)  sin.(C  -H  8^C).  Substituons 
cette  valeur  dans  la  dernière  analogie  ci-dessus ,  et  nous  en  tirerons 
la  premiere  (645). 

Enfin  quand  AB  =  90**,  le' triangle  ABD  donne  (VIL  28*), 

cos.AD  =  COS. ABD  sîn.BD,  ou  sin.(BO—  ^BC)  =  j^;^^. 

En  substituant  cette  valeur  dans  la  premiere  analogie  (645).,  on 
aura  la  premiere  (646). 

719.  Toutes  les  analogies  (647  A  679)  se  trouvent  en  prenant 
les  parties  du  triangle  opposées  à  celles  que  renferment  les  ana- 
logies (614  à  646),  et  faisant  usage  du  triangle  supplémentaire  , 
après  avoir  changé  les  signes  conformément  à  ce  que  nous  avons 
fait(7o5).  Au  surplus  ,  pour  diminuer  la  difficulté  relativement 
aux  signes ,  j'ai  renvoyé  à  la  table  VII  :  c'est  de  cette  table  que  j'ai 
tiré  les  valeurs  dont  les  substitutions  m'ont  donné  celles  d'entre 
les  analogies  infinitésimales ,  que  j'ai  formées  par  cette  voie. 

Dans  la  premiere  analogie  (652)  on  observera,  qu'au  lieu  de 
donner  au  troisième  terme  le  signe  négatif,  tel  qu'il  devroît  l'avoir V 
j'ai  rendu  le  premier  terme  positif  :  ce  qui  a  lieu  dans  plusieurs 
des  analogies  suivantes.  Dans  l'analogie  (661),  le  quatrième  terme 
est  celui  qui  seroit  négatif,  si  Ton  ne  rendoit  pas  le  premier  terme 
posilif. 

Pour  tirer  la  premiere  analogie  {662)  de  la  premiere  ( 629 ) ,  il 
ne  faut  pas  changer  les  signes  dans  celle-ci. 

Dans  ie  premier  rapport  de  l'analogie  finie  (665),  j'ai  préféré 
les  signes  positifs ,  pour  conserver  l'uniformité  avec  les  analogies 
prcccdcntcs. 

S'il  reste  quelques  difficultés  pour  l'intelligence  de»  signes  dans 

les 
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les  analogies  ((^47  à  ^79)  1  on  pourra  chercher  la  démonstratîou. 
dii^ecte  de  ces  analogies ,  par  les  méthodes  que  j'ai  employées  pour 
démontrer  les  analogies  correspondantes  (614  à  646), 

720.  On  observera  que  la  dernière  analogie  (679),  dont  nous 
ferons  usage  {jjS)^  n'exigeant  que  deux  données  AC  etB  pour 
J&îre  connoître  le  rapport  entre  les  deux  différentielles  ,  cette  ana- 
logie est  préférable  à  celle  que  La  Caille  a  donnée  ,  et  qui  est ,  en 
changeant  les  lettres  employées  par  cet  Auteur ,  8^BC  !  S^AB  \  ; 
6În.B  sin.BC  \  Ì sin.  2  AC  ;  de  sorte  qu'elle  exige  que  Ton  connoîsse 
non  seulement  AC  et  B ,  mais  encore  BC. 

Réflexions  et  explications  sur  V usage  des  analogies  (5^1  à  ^79).* 

721.  Peut-être  ne  verra-t-on  pas  au  premier  coup  d'œil  quelle 
est  l'utilité  des  analogies  différentielles  finies  5  analogies  absolument 
nouvelles ,  et  dont  la  forme  est  souvent  compliquée. 

1°.  Ces  analogies  renferment  la  solution  immédiate ,  et  ordi- 
nairement la  plus  simple ,  des  problêmes  relatifs  à  deux  triangles 
obliquangles  ayant  deux  parties  communes  ou  égales  ,  lorsque 
l'énoncé  du  problême  conduit  à  la  considération  de  quelques 
différences  entre  les  parties  de  l'un  de  ces  triangles  et  les  parties 
de  l'autre  :  nous  en  verrons  divers  exemples  (Chap.  XXI). 

2°.  Les  analogies  diflérentielles  finies  apprendront  au  Calculateur 
ce  qu'il  y  a  de  négligé  dans  les  infinitésimales  correspondantes  ;. 
de  sorte  qu'en  se  servant  de  celles-ci ,  il  saura  à-peu-près  à  quelle 
erreur  il  s'expose,  et  qu'il  pourra  ou  diminuer  cette  erreur  ou 
l'éviter,  en  ayant  recours  aux  analogies  finies;  avantage  réel ,  sur- 
tout quand  les  difFérentielles  sont  divisées  ou  multipliées  par  des 
quantités  voisines  de  zéro  ou  de  l'infini,  parcequ'alors  les  analogies 
infinitésimales  sont  sujettes  à  des  erreurs  épormes  ^  et  même  infi- 
niment grandes. 

3^  Cet  avantage  s'étend  aussi  aux  analogies  infinitésimales  qui 
nont  point  d'analogies  finies  correspondantes.  Cai'  on  peut  former, 
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celles-ci,  sinon  rigoureusement ,  du  moins  très  approchées ,  même 
lorsque  les  différences  sont  de  quelques  degrés ,  en  procédant 
comme  il  suit. 

722.  Je  suppose  ,  par  exemple,  qu'ayant  à  employer  F  analogie 
infinitésimale  (636) ,  on  desire  d'atteindre  la  plus  grande  exacti^ 
tude  qu'il  sera  possible.  Comme  cette  analogie  est  tirée  de  la  pré* 
cèdente ,  je  simplifie  d'abord  le  second  rapport  de  l'analogie  diflfë* 
lentielle  finie  (635) ,  par  une  supposition  à-peu-près  exacte.  Pour 
cet  effet ,  j'établis  ce  principe,  que  toutes  les  parties  variables  d'un 
triangle  quelconque  ABC  arrivent  en  même  temps  à  la  moitié  de 
leurs  variations  respectives,  que,  par  exemple,  quand  A  est  devenu 
A  —  î8^A ,  alors  aussi  BC  se  trouve  être  BC  —  îd^BC,  et  ainsi  dieB 
autres  variables..  Cette  supposition  n'est  certainement  pas  rigou- 
reuse ;  mais  en  général  elle  approche  très  fort  de  la  vérité ,  lorsque 
les  variations  ne  sont  que  de  peu  de  degrés;  elle  est  même  très 
exacte  dans  les  cas  ordinaires  ,-où  les  différences  sont  rarement 
d'un  degré.  Cela  posé  ,  comme  AB ,  AC  sont  les  parties  constantes 
dans  les  analogies  que  nous  avons  à  considérer,  nous  aurons,  par 
la  règle  (448),  sin.(BC  —  ^S^BC)  :  sin.(A— i^^A)  ::  sin.AB  : 
sin.(C  -4-  {^C).  Substituant  le  second  au  premier  de  ces  rapports 
dans  l'analogie  finie  (635) ,  et  écrivant  aussi  sin.AB  ;  sin.C  au  lieu 
de  sin,BC  ;  sin.  A,  cette  analogie  de  viendra  —  sin.i8^A  \  tang.^S^B;  ; 
sin.(BC  —  ^8^BC)  !  sin.  AC  cos.(C  -Hi3^C),et,  pour  le  remarquer 
en  passant ,  elle  pourroit  sous  cette  forme  moins  compliquée  ser- 
vir de  même  à  guider  dans  l'usage   de  l'infinitésimale    (635). 
Substituons  actuellement  la  valeur  de  cos.(C  -H  ï^C)  ,  qui, 
prise  (VII.  11*)  et  exprimée  d'après  notre   supposition  ,  sera 

fos^B  —  cos.AC  cos.(BC  —  tSvBC) 

inr.AC.i...(BC  -  i8,Bcr       >  "°"^  ^"'°"' 

^'      «  C\  A    •    ..   -      >  Ç\  Tî    .  .         ♦     COS. AB  —  cos.AC  cos.(BC  —  i  ByBC) 

—  sin.,8^A  .  tang^B^B  .  .  1  :   sm.MBC -ì8,bc; • 

C'est  ranalogîe  dont  11  faudroit  se  ser\ur  au  lieu  de  l'analogie  (636), 
si  Ton  desiroit  une  grande  approximation. 
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7a3.  On  peut  employer  —  8^A  l  ^B  au  lieu  de  —  sîn. Jg^A  l 
tang.î8^B,  en  ayant  égard  aux  limites  que  j'ai  assignées  (aSji);  et 
Tusage  apprendra  que  souvent  même  on  peut  passer  ces  limites 
sans  inconvénient  dans  les  analogies  diffërentielles  des  triangles 
sphériques,  parceque  les  deux  premiers  termes  sont  de  même 
nature ,  et  que ,  par  conséquent ,  en  employant  les  arcs  au  lieu  de 
leurs  lignes  trigonométriques  ,  les  deux  erreurs  se  compensent  de 
maniere  que  celle  qui  peut  affecter  le  résultat  est  ordinairement 
insensible. 

724.  Essayons  pour  second  exemple  de  convertir  l'analogie 
(637)  en  une  autre  à  très  peu  près  rigoureuse  ;  opération  moins 
facile  que  la  précédente ,  parceque  cette  analogie  est  tir^e  d'une 
autre  infinitésimale  (636)  qui  n'a  point  d'analogie  difFérentîelle 
finie  correspondante  ,  de  sorte  qu'il  faut  remonter  à  la  premiere 
analogie  {63Sy.  J'emploie  les  réductions  déjà  faites ,  et  Je  substitue 
dans  la  dernière  analogie  (722)  la  valeur  (VIL  28*)  de  cos.AC 
prise  comme  il  suit  :  cos.  AC  =  cos.  (  B  -H  3  8jB)  sin,  (BC  -. —  5 8jBC) 
sin.  AB  H-cos.(BC  —  î8^BC)  cos.  AB.Aulieu  de  cos.^BC— i^jBC), 
je  mets  1  —  sîn.*(BC  —  s^^BC) ,  je  réduis  et  j'ai 

—  sm.5»^A  .  tang.î»^B  ..  1  .  cos.AB tans.(bci  ^i^c)   " 

725.  On  ne  se  sert  ordinairement  des  analogies  infinitésimales 
que  pour  chercher  la  valeur  d'une  dififérentielle  ;  et  l'on  pourroit 
penser  que  mes  analogies  finies  ne  sont  pas  susceptibles  du  même 
usage,  puisqu'elles  renfisrment  souvent  dans  le  second  rapport  les 
diflFérentielles'  contenues  dans  le  premier.  Mais  j'ai  déjà  donné 
(281  ,  282)  ^deux  méthodes  pour  calculer  la  valeur  d'une  diffé-: 
rentielle  précisément  dans  ce  cas.  De  plus  il  est  nécessake  d'ob- 
server  que  les  analogies  finies  sont  toutes  rigoureuses  ,  et  par 
conséquent  propres  à  donner  la  valeur  exacte  de  l'une  quelconque 
des  quantités  qu'elles  contiennent,  et  non  pas  seulement  de  l'un^ 
des  différentielles. 

J'ai  nar^é  d'nn  astérisque  *  les  anajo^s  au  lieu  desquelles 
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on  peut  empIoyer>>  et  quelquefois  même  avec  avantage,  la  méthode 

suivante  qui  est  rigoureuse  et  que  me  fournît  la  table  VIL.  Huit 

de  ces  analogies  (SyS,  574,  582,  &c.)  sont  infinitésimales,  et 

n'ont  point  d'analogie  finie  correspondante  ;  c'est  sur-tout  dans  le 

cas  de  ces  huit  analogies  que  la  méthode  que  je  vais  proposer  est 

avantageuse. 

Soit  par  exemple  8yC  l'inconnue  dans  l'analogie  (546).  Puisque 
AB  et  A  sont  les  parties  constantes  relativement  à  cettó  analogie^ 
qui  d'ailleurs  ne  renferme  point  AB,  Je  cherche  dans  la  table  VU 
une  vakur  de  AB  exprimée  parle  moyen  de  AC ,  A  et  C,  parties 
contenues  dans  cette  même  analogie.  La  formule  35*  me  donne 

Fîg.64  pour  le  triangle  ABG,  tang.AB  =  ^.^^  ...c'!!^^,,^  cos.ac  r  et  pour 

le  triangle  ABD,.tang:AB  =  ,.„.A.cot.D''!^Tos.Acos.AD-  ^^^  ^^«^^ 
en  équation  ces  deux  valeurs  de  tang.AB,,  dans^  la.  seconde  des- 
queUes  je  substitue  les  expressions  (680),  j'ai  .....   .....'- 

(sin.A  cot.C  —  8^C   -H  COS. A   cos.AC  -H   8^ AC)  sin  AC  = 

(sin. A  cot.C  -4-  C09.A  cos.AC)  sin. AC  h-  S^AC.  Pour  simplî* 
iler,  Je  divise  par  ces. A  ;  il  reste  cot.C  —  ^C  sin.  AC  tang.A 
=  (tang.A  cot.C  -h  cos.AC)  sin. AC  H-  8^ AC  —  sin. AC 
cos.AC  -H  3^ AC  ;  équation  qui  donne  immédiatement  la  valeur 

de  col.C  —  8^C,.  et  par  conséquent  aussi  celle  de  ^C. 

Si  de  colte  équation  on  vouloit  déduire  la  valeur  de  AC ,  ou 
celle  de  (AC  n-  8^ AC),  ou  auroit  recours  à  la  méthode  (3^c))/ 
Il  sufht  d'en  prévenir  une  fois  pour  tous  les  cas  semblables. 

726.  Oji  peut  avoir  compris  ,  par  les  démonstrations  que  j'ai 
données  des  analogies  de  la  table ,  quel  est  l'usage  qu'on  doit- faire 
des  signes  qui  précédent  les  différentielles.  Mais  pour  éviter  toute 
équivocjne,  je  préviens  1°.  que  dans  le  second  rapport  des  analo- 
gies finies,  il  est  nécessaire  d'employer  les  différentielles  avec  le 
signe  qui  convient  au  cas  que  Ton  considère.  Si,  par  exemple,  ou 
fait,  usage  de  l'analogie  (545),  on  doit  employer  tang.(BC  -h  j^^BC), 
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quand  le  côlé  BC  croît  en  variant ,  et  tang.(BC  —  3  â^BC)^  quand 
ce  côté  décroît  en  variant,  a**.  Dans  les  analogies  finies  ou  infini- 
lésimales,  les  signes  que  j'ai  adoptés,  dans  le  premier  rapport  , 
pour  les  difFérentielles  ou  pour  leurs  lignes  trigonomé triques,  ser- 
vent seulement  à  indiquer  que  les  variations  se  font  toutes  deux 
en  un  même  sens ,  si  les  difFérenticlles  ont  un  même  signe  ;  ou 
Tune  en  croissant,  l'autre  en  décroissant,  si  les  difFérentielles  ont 
un  signe  difFérent.  Cette  règle  suppose  que  le  résultat  du  second 
rapport  soit  positif  j  elle  doit  se  renverser,  lorsque  ce  résultat  est 
négatif.  Ainsi  en  employant  la  premiere  analogie  (545) ,  on  saura , 
par  exemple,  que  AC  et  C  varient  en  sens  contraire,  quand  on 
aura  (BC.H-  Î^BC)  <  90**;  et  que  AC  et  C  varient  dans  le 
même  sens  quand  on  aura  (BC  -H^â^BC)  >  90**,  car  alors 
tang.(BC  H-'ïS^BC)  étant  négative  ,  les  deux  signes  négatifs  des 
termes  moyens  donnent  un  produit  positif.  Tel  est  l'avantage  qu'on 
retirera  des  signes  des  différentielles  :  ils  sont  aussi  d'une  utilité 
réelle  (700)  pour  l'application  des  méthodes  (284,  285). 

727.  Il  y  a,  dans  ma  table»  plus  de  70  analogies  qui  renferment 
le  cosinus  de  quelque  côté  ou  de  la  variation  de  quelque  côté ,  et 
qui  cependant  peuvent  se  transférer  aux  triangles  rectilîgnes  par 
le  moyen  des  règles  que  j'ai  données  (425).  C'est  sur-tout  en  cela 
que  ces  règles  me  parolssent  u-tiles ,  puisqu'en  supposant  leur  ap- 
plication y  une  seule  table  renferme  une  collection  abondante  et 
complete  dans  son  genre  des  analogies  différentielles  des  triangles 
.  soit  sphériques  soit  rectilîgnes.  Ces  derniers  ne  fournissent  que 
quatre  analogies  finies  (279,  lo*  àio*)  qui  soient  plus  simples  que 
celles  qu'on  déduiroit  des  analogies  correspondantes  des  triangles 
sphériques  (635,.  640,  629). 

Il  est  clair  i**.  que  les  analogies  relatives  aucas  où  l'un  des  côtés 
est  de  90**,  ne  peuvent  par  leur  nature  se  transférer  aux  triangles 
rectilîgnes  ,  puisqu'il  est  nécessaire  pour  cela  que  l'analogie  soLt 
applicable  à  un  triangle  infiniment  petit  (4^5);  2°.  que  dans  le  cas 
oa  un  angle  est  cpnstant ,  les  analogies  qui  contiennent  dans  le 
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premîet  rapport  les  variations  des  deux  autres  angles  ne  peuvent 
être  d'aucune  utilité  pour  les  triangles  rectilignes ,  dans  lesquels 
ces  deux  variations  sont  nécessairement  égales  entre  elles;  3^  que 
dans  le  cas  où  deux  angles  sont  constants ,  les  analogies  qui  con- 
tiennent la  variation  du  troisième  ^ans  le  premier  rapport ,  sont 
encore  opposées  à  la  nature  des  triangles  rectilîgnes.  À  Texcep* 
tion  de  ces  trois  classes  d'analogîes ,  on  pourra  traduire  utilement 
pour  Tusage  des  triangles  rectilignes  les  autres  analogies  de  ma 
table  :  une  seulement  (SyS)  de  ces  analogies  se  réduit  à  zéro ,  lors- 
qu'on lui  applique  les  règles  (4^5). 

Observons  encore  que  le  premier  terme  du  conséquent  du  se- 
cond rapport  de  l'analogie  finie  (666)  doit  se  négliger,  suivant 
l'esprit  des  règles  (425),  dans  l'application  de  cette  analogie  aux 
triangles  rectilignes;  puisque  le  produit  sin. (AC  -f-  8\AC)  sin.  AC 
sin.(BC  H-îS^BC)  représente  un  infiniment  petit  du  trobieme 
ordre.  Cette  observation  a  lieu  de  même  pour  la  premiere  ana» 
logie  (671). 

Pour  donner  un  exemple  de  l'application  des  analogies  difFé- 
rentielles  sphériques  aux  triangles  rectilignes  ;  si  dans  la  premiere 
(546)  on  fait  sin. î^  AC  =:i9^AC,  sin.AC=3=AC,  et  qu'on  fosse 
encore  cos,ï^AC  =  i ,  cos.(AC  -f-i^AC)  =  1 ,  (4^5),  Tana- 
logie  devient  8^ AC  :  —  sin.B^C  ;  :  AC  ;  sin.C  sin.(C  —  g^C) 
cot.A  H-  sin.(C  —  3^C)  cos.C  ;  et  c'^st  ce  qu'on  trouve  par  la 
Trigonométrie  rectiligne,  en  substituant  la  valeur  de  BC  (IlJ.ai*) 
dans  l'analogie  (279,  1*), 

728.  J'ai  donné  des  analogies  pour  le  cas  où  quelqu'une  des 
parties  constantes  est  de  90"*;  mais  il  ne  fout  pas  en  conclure  que 
ces  analogies  sont  les  seules  dont  on  puisse  se  servir  en  pareil  cas.^ 
Par  exemple  les  analogies  (627 ,  628)  données  pour  le  cas  où  AC 
=:  90°  n'excluent  pas  l'usage  des  précédentes  (619  à  626),  dont 
quelques-unes  sont  même  simplifiées  dans  ce  cas ,  parcequ'on  a 
sin. AC  =  1 ,  COS. AC  =  o  et  cot.AC  =  o,  (42).  Mais  nous 
avons  cru  devoir  donner  aussi  les  analogies  (627,  628),  parce^ 
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qu^elIes  ne  se  déduisent  pas  immédiatemenl:  des  précédentes  sim* 
plifiées.  n  en  est  de  même  des  autres  analogies  pareilles,  à  l'ex- 
ception des  analogies  (  648 ,  564  ,  568  )  :  si  je  n'ai  pas  omis 
celles-ci,  c'est  à  cause  de  leur  rapport  avec  les  analogies  (549, 
563,  56^). 

On  observera  que ,  lorsque  le  second  rapport  d'une  analogìe 
contient  la  tangente  de  l'arc  de  90"* ,  il  faut  éliminer  celte  tan- 
gente ,  en  multipliant  le  rapport  par  la  cotangente  du  même  arc  : 
autrement  l'analogie  ne  pourroit  être  simplifiée  et  ne  seroit  d'au- 
cun usage ,  puisqu'elle  contiendroit  uçe  expression  de  valeur  in* 
finie. 

729.  La  Caille  et  d'autres  Auteurs  ont  donné  quelques  analo»- 
gîes  infinitésimales  pour  le  cas  où  quelqu'une  des  parties  variables 
est  de  90"^.  Pour  moi ,  je  me  suis  borné  à  la  considération  des  cas 
où  quelqu'une  des  parties  constantes  est  de  90"",  afin  que  ma  table 
fournît  les  analogies  dififérentielles  finies  même  pour  les  triangles 
constamment  ou  rectangles  ou  rectilateres  :  quoique  souvent  elles 
soient  moins  commodes  pour  le  calcul  numérique  que  ne  le  sont 
les  proportions  (44^  ^  4^7) ,  il  m'a  semblé  qu'elles  dévoient  être 
rapportées,  ne  fût-ce,  comme  nous  l'avons  dit  (721 ,  2^  ),  que 
pour  sei*vir  d'avertissement  au  Calculateur  qui  emploiera  les  infi-^ 
nitésimales  coiTespondantes. 

Mais  si  j'eusse  voulu  considérer  aussi  chacune  des  parties  varia- 
bles comme  étant  de  90"*,  et  donner  les  analogies  relatives  à  cha- 
cune de  ces  suppositions ,  ma  table  seroit  devenue  beaucoup  plus 
longue ,  et  n'eût  pas  été  beaucoup  plus  utile.  Je  me  contenterai 
donc  d'indiquer  par  un  exemple  comment  on  peut  parvenir  en 
pareils  cas  à  des  expressions  fort  simples.  Je  suppose  qu'on  ait  à 
employer  la  premiere  analogie  (55 1)^  et  que  BC  =  90**  :  on  aura 
cos.BC  ê=  G,  et  sîn.(BC  H-;8^BÇ)  =  cos.s^^BC;  ensorte  que 
l'analogie  deviendra  sin.^â^AC  :  sin.^â^BC  ;  :  cos-ià^BC  sin. AC  : 
cos.ì^AC  -coStAB.  Convertissant  cette  analogie  en  équation ,  et 

-^   #  ■ 
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réduisant  à  Faide  de  la  formule  (I.  ^•),  on  trouve  sin. 8^ AC  ; 
sin.8^BC  ;;   sin.  AC  ;  COS. AB ,  analogie  déjà  fort  simple.  Mais 

quand  BC  =  90%   cos.C  =  g^ ,    (VII.  .u*);  donc  on  a 

sin.  8^  AC  [  sîn.8^BC  It  1  !  cos.C,  analogie  plus  simple  encore, 
et  qu'on  peut  employer  au  lieu  de  la  premiere  (  55o) ,  lorsque 
BC  =  90^ 

780.  Lorsque  le  triangle  variable  n^aura  quune  partie  cons-^ 
tante ^  ou  même  qu'il  nen  aura  point,  les  analogies  {54i  â  679) 
serviront  également ,  avec  les  conditions  et  en  suivant  les  règles 
exposées  (283,  284 1  285)  pour  les  triangles  rectilignes. 

Il  me  reste  à  observer  qu'il  n'y  a  jamais  lieu  d'employer  R", 
(272),  dans  les  analogies  infinitésimales  de  la  Trigonométrie  sphé- 
rique ,  attendu  que  les  deux  variations  qui  forment  le  premier  rap^ 
port  sont  toujours  de  même  nature,  et  que  par  conséquent  l'une 
et  l'autre  se  prennent  également  en  secondes. 

Exemples  du  calcul  des  Analogies  différentielles  des  Triangles 

spiicriques. 

rig.48  731 .  Supposons  que  dans  l'exemple  III,  (5oo),  il  puisse  y  avoir 
une  erreur  de  1°  sur  le  côté  BD  ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  que 
les  moyens  employés  pour  mesurer  le  chemin  du  bâtiment  puissent 
laisser  une  incertitude  d'un  degré.  On  demande  quelle  seroit  ea 
ce  cas  l'erreur  dans  la  longitude  calcuj.ee  .ou  dans  l'ande  au  pôle. 
Il  y  a  alors  dans  le  triangle  APD  deux  côtés  constants  AB,  AD," 
et  on  cherche  la  variation  de  A  dépendante  de  celle  du  côté  oppo§é 
BD  ;  circonstances  qui  sont  celles  des  analogies  (629),  dans  les- 
quelles il  faut  seulement  changer  C  en  D, 

On  observera  d'abord  que  si  Ton  ne  sait  pas  en  quel  sens  l'er- 
reur 8^BD  a  été  commise ,  on  ne  peut  pas  faire  usage  de  l'analogie 
différentielle  finie ,  dans  laquelle  il  faut  employer  (BD  dt  ^^^BD). 
Je  fois  donc  comme  il  suit  le  calcul  de  l'in/lnitésimale., 

.*     log. 
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■^log-O^BD  ==  36oo")  =  3,5563o3 

Iog.sm.<BD  =  37^25')  ^  9,783623 

(5oo),  compi,  log. (sin. AB  sin. AD.)  ==  0,20479^^ 

compi. log. sin. (A  =r  27**  8')  ==  0,34097^ 

'  -  log.S^A  =   3,S85697 

Donc  un  degré  d'erreur  sur  le  côté  BD  en  produit  ime  de  2*"  8' 
environ  sur  Tangle  A,  dans  le  même  sens  (726)* 

732.  Si  Ton  n'avoit  pas  les  analogies  infinitésimales,  ilfaudroît, 
pour  arriver  à  ce  résultat,  calculer  deux  fois  Pexemplé  III,  (5oo)  ; 
une  premiere  fois  en  faisant  BD  =  36°  25/,  et  une  seconde  en 
faisant  BD  =  38*  25"^;  ensuite  on  prendroît  la  demî-diflFérence 
des  deux  valeurs. de  A  que  fourniroient  ces  deux  calculs.  Les  ana- 
logies infinitésimales  sont  donc  précieuses  lorsqu'on  ignore  si  la 
variation  donnée  est  positive  ou  négative.  Mais  au  contraire  si  on 
le  sait ,  comme  il  arrive  dans  la  plupart  des  cas  auxquels  on  les  a 
appliquées  jusqu'à  présent,  ce  même  exemple  fait  reconnoître  leur 
imperfection ,  et  par  conséquent  l'utilité  des  analogies  finies  que 
j'ai  proposées* 

733.  En  effet  ^supposons  que  Terreur  â^BD  soit  en  plus.  Eu 
employantdans  le  calcul  (731),  sin.(BD  -HîS^BD)  =sin.37° 55' 
au  lieu  de  sin. BD,  et  sin.(A  ^-  sS^A)  =  sin. 28^  12'  au  lieu  de 
sin.  A ,  comme  le  prescrit  l'analogie  finie,  on  trouve  ^A  =  2°  5'  2  "» 
L'usage  de  l'analogie  infinitésimale  en  pareil  cas  produiroit  donc 
«nvirofl  y  d'erreur  dans  la  valeur*  de  ^A. 

Si  on  vouloit  cette  valeur  avec  toute  la  précision  possible ,  on 
emploieroit  dans  le  calcul  précédent  sin.  28*  10 'ì  au  lieu  de 
sin.28°;i:^',  et  on ^trquveroil  8^A  =  »**5^  8". 

Quant  à  l'emploi  des  arcs  au  lieu  des  sinus  dans  le  premier  rap- 
port de  l'analogie,  l'épreuve  démontreroit  que  la  diflFérence  qui 
en  résulte  dans  le  calcul  est  insensible,  comme  je  l'ai  avancé  (723). 

734.  Avec  les  même5  données  Jansie  triangle  ABD,  je  sup- 
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ment  que  les  valeurs  de  AJB  et  BD  soient  considérées 
tes ,  et  qu'il  y  ait  une  iacertiiude  d'un  degré  sur  le 
&t-à-dire  sur  la  latitude  du  lieu  où  se  trouve  le  vaîs- 
iiaade  quelle  erreur  il  en  ré&ultera  pour  la  longitude  « 
]  Dur  la  valeur  de  A.  Alors  les  deux  côtés  AB ,  BD  sont 
e:  fon  cherche  la  variation  de  l'angle  opposé  à  BD^  dé- 
pendante de  celle  du  troisième  côté.  Cliangeant  B  en  A^  A  en  B 
et  D  en  C,  pour  que  le  triangle  BAD  de  la  figure  puisse  se  com- 
parer au  Iriangle  ABC  de  la  table»  l' observe  que  c'est  le  cas  des 
analogies  (615  a  622)1  Mais  comme  nos  dottnées  sont  B  =  27*8% 
AB=  7i^3o%  AC==  37'^a5',BC  —  4t^9Set  3^BC  =  i%  H 
est  facile  de  voir  qu'il  faut  avoir  recours  aux  analogies  (6a.o)<  J* 
prends  rinGuitésimale ,^  et  je  faU  le  calcul  comme  Usuiti 

k3.CpC  =  36oo^)  =  a,5563o3  ...,..,..  3,55«3o5 

compLlog.sîn.B  ==  0340975  Iof;*c«t,B  =■  0*290340 

iog.cot.AB  =12  9,524520  log*^cot,B€:=  o>o5&54i 

3,421798  —  3,905 184 

Ces  deux  logarithmes  répondent  à  44'  1  ''i  ^  et  A  —  2*i3'58^\7; 
et  par  conséquent  on  a  ^B  =  —  1**  29'  57";.  Dans  ce  cas  les 
variations  ^BC  et  SÌ|B  se  ibnt  dans  le  même  sens ,  pnis^'ett^  ont 
un  signe  différent  dans  le  preaûe?  rappoît  de  Yamaio^ ,  ^  qo»  h 
irésullat  du  second  rapport  est  négatif  (  y%6). 

J'ai  donné  le  signe  négatif  au  logaritliine  3,9a$]^8i49  fio»  qu^ 
8oit  en  efTel  un  logarithme  né^^(iâ4),  mai».  pM€»eqi»^  <;<»rie^ 
pond  à  une  quantité  négative.  C'e$fe  au  surplus  ce4|u^il  èsl  teopiin 
lacUe  de  distioguerv 

735.  Cherchons  maintenant  queille  est  Veitfemf  Aéh  fewanik 
infinitésimale  dont  nous  venons  3e  nons  servnr.  Pour  <:ela  je  s»p^ 
pose  que  Von  3ache  que  la  vaiialion  de  BC  es!  en  »(»»$;  ^  ferai 
iisiage^u  second  rapport  de  Tanalogie  &nîç  (^^o)  1  et  en  fièaiiA^le 
calcul  je^supposerai  k  valeur  de  B^B  ab3olumein  Ì2N:aBttiift>  p<rar 
djcmner  ua  eieoiple  de  k  xaétli«dfi  «sâeipéè  (2&1), 
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Tog.<8^BC  =f=  3«oo^)=:3,55<53o3 3,5563d3 

log. cot. AB  =9,524520  log. — cos.B:î=t9,94p364 
ik)g.sin.<BC —i8^BC)=:=  9,813872  .  .   log.cos.      9,880073 

4CQnipl>ïog.sin.t;BC--^aÎ^BC)  =  o,  199581 0,190581 

log.  constant      3,085276      log.consL — 3,576320 

compLlog.siiLB  =  0,340975 0,340975 

3,4a625i  — 3,917295 

Ces  logarithmes  donnent ,  pour  valeur  approchée ,  8^B  =  44  '  28  " 

—  28  47'  46''  =  —  i**  33'  18",  Ce  résukat  étant  négatif,  k 
variation  de  8^B  est  dans  le  même  sens  que  celle  de  BC  par  les 
Taisons  déjà  exposées  ;  aux  logarithmes  oonstants  ci-dessus  on  doit 
donc  ajouter  compi. log. sin. (B  —  Ì^B  =  26**  21  ')  ;  ce  qui  donne» 
pour  valeur  plus  approchée ,  8^B  =^  45'  4a"  —  a**  21'  33"  :» 

—  1°  35'  5i".  Enfin  employant^  d'après  celte  approximation  , 
6În.(B  —  5  d\R  =  26**  20') ,  on  a  pour  valeur  exacte ,  8^B  =:=  — 
1^35' 55". 

Dqqc  dans  cet  exCTiple  Tanalogie  infinitésimaie  seroit  en  erreuf 
iie6'.    . 

On  vena  (760,  764)  des  erreurs  plus  graves  résultantes  de 
remploi  des  analogies  infinitésimales,  qui  cependant  sont  les  seules 
qui  aient  été  en  usage  jusqu'à  présent. 

736.  Si  Ton  vouloît  avoir  directement  et  par  un  seul  calcul  la 
Valeur  de  8^B,  quelle  que  ïùt  d'ailleurs  sa  grandeur,  on  dévelop- 
peroît  sîn.(B  -+-  îS^B),  comme  nous  l'avons  dit  X282) ,  ou  bien 
on  mettroit  jcos.B  — icos.(B  -4-  8^B)  au  lieu  de  sin.(B  -+-  3  8^B) 
sin.^B^B,  (II.  i6*).  Alors  appellant  p  le  produit  du  premier  et  dii 
quatrième  ternie  de  l'analogie,  on  auroit  cos.(B  -}-  ^B)  =  cos.B 

—  2JCF.  Si  dans  le  calcul  précédenHten  met  sîn.(i8^BC  =  30"^) 
au  lieu  de  8|BC,  on  trouve  p  =  —  o,  0061882^  en  feisant  abs- 
traction du  signe  négatif  de  sin.  1 3^8C  ,  qui  ne  doit  servir  que 
d'avertissement  <726).  Mais  en  laisant  usage  des  sinus  naturels , 
ODS«B  ss  0,68^476  ;  doBC  cos.(S  -i»  ^B)  =  0,8899476  -4^ 

Yyij 
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CftOi^^j64  =  0^9023240  =  cx)s,25°  3a^  5^'.  Or  B  =  ^7°  8'^î 
donc3iB  =  —  i'35'55"- 

Si  Ton  çherchoit  de  même  directement  la  valeur  finie  de  SyBC, 
Topera  lion  se  roi  t  plus  compliquée  :  on  arriveroit  à  une  équation 
dans  laquelle  seroient  contenus  sÌn«S^BC  et  cos^â^BC»  et  ron.ré- 
soudroit  cette  équation  par  la  méthode  expéditive  qu«  j'ai  donnée 
(369)-  Mais  cettd  recherche  de  3^BC  est  un  des  cas  dans  lesquels* 
îl  est  mieux  d'avoir  recouT:s  à  la  méthode  (7 25). 


CHAPITRE    XX. 

Résumé  sur  t  application  de  la  Tngonométne  à  la 
résolution  des  problêmes.. 

yZy.  IliTAKT  donné  un  prolilôrae  quelconque,  pourvu  qu'il  puisse 
se  résoudre  par  la  seule  cojisidération  des  triangles,  on  «en  cher- 
çhprst^^  la  sòlutìpn  dans  cette  Trigonométrie  de  la  maniera  suivante. 
^  V  Si  les  données  et  la  chose  cherchée  appartiennent  à  un  sieul 
triangle  ^  la  solution  se  trouvera  dans  Tun  dès  Chapitres  VIII,  IX,. 
XVj,  XVI  ^  XVIIL  a^  Si  les  donnée?  et  la.  chose  cherchée  se  trou- 
vent* distribuée^  en  deuxL  triangles  y  oa  en.  aura  la  solution  dans  îe^^  ' 
Chapitres  X  ou  XIX,  ou  en  opéjrani  d'après  hs  méthpdes.Oaa,^ 
323/342),  ou  en  ayant  recours  aux  formules  (44*  ^  4^7)  selon 
les  cas.  3^  Si  les  données  et  la  chose  cherchée  sont  tirées  de  plus^ 
de  deux  triangles,  on  considérera  deux  triangles  à  la  ibis,  on  en. 
cherchera  les  solutîons.d;api:jÉ|^ce  que  nous  venons  de  di;re,  et  oo.. 
les  liera  l'une  à  Tautre ,  selon  que.le  cas  le  permettra,  ppur.axxiver 
à.la  solution  finale  4^n^andée;,  :     S 

7384  Au  premier  aspect  ces  avertissements,  pourront  sembler* 
au  moins  inutiles.  Mais  on  verra  dans  le  Chajûtre  sui^axU  $iv9ç: 
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quelle  facilité ,  quelle  simplicité  nous  avons  résolu  la  plus  grande 
partie  des  problêmes  de  l'Astronomie  ;  soît  parce  qu'en  considé- 
rant Ifeurs  conditions  nous  avons  suivi  la  marche  facile  que  nous 
venons  d^indiquer,  soit  parceque  nous  avons  fort  usage  d'expres- 
sions commodes  des  différences  finies  des  lignes  trigonomé triques, 
expressions  qui  jusqu'à  présent  manquoient  aux  Traités  de  Trigo- 
nométrie r  et  cet  essai  sur  les  problêmes  de  l'Astronomie  nous 
^onne  lieu  de  croire  que  dans  les  autres  Sciences,  ou  Arts  soumis 
au  Calcul ,  il  y  a  peu  de  problèmes  dont  ce  Traité  ne  donne 
promptement  la  solution  ,  lorsqu'ils  peuvent  être  résolus  par  la 
^eule  considération  des  triangles. 


CHAPITRE     XXL 

Applications  de  la  Trigonométrie  à  rAstronomiev 

ySp.  v-jE  Chapitre  suppose  le  Lecteur'  iditié  dans  TAstronomi^ 
dont  les  éléments^  ne  peuvent  entrer  dans  ce  Traité  :  ceux  qui  ne 
les  connoîtront  pas  feront  abstraction  des  tliéories  et  des  dénomi- 
nations, s'ils  veulent  parcourir  ce  qui  suit,  et  se  borneront  à  étu- 
dier les  opérations  analytiques',  qui  sont  d'un  usage  général  dans 
les  Mathématiques.  Je  suivrai  autant  qu'il  me  sera  possible  Tordre 
des  problêmes  contenus  dans  TAstronomie  de  M.  delà  Lande,  et 
je  renverrai  souvent  à  cet  Ouvrage ,  le  meilleur  sans  contredit ,  le 
plus  complet  et  le  plus  accrédité  sur  la- science  sublime  de  l'Astro^ 
nomie  dqnt  il  augmenta  encore  rintérêt.  J'omettrai  les  problêmes 
de  moindre  importance ,  ainsi  que  ceux  qui  regardent  ladcterini- 
nalion  des  éléments  de  l'orbite  d'une  planète  ou  d'une  comete  , 
problêmes  dont  je  me  réserve  db  parler  ailleurs.  J'omettrai  de 
même ,  pour  ne  me  pas  répéter ,  les  problêmes  du  plus  court  crér 
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puscnle  tft  du  plus  grand  écht  ée  Vécus <,  dont  j'ai  donné  les  ; 
dons  dans  YEncyidopédie  ntétàodifue  <\ui  s-iniprime  actueUemeat 
à  Paris.  •     . 

74t>.  Comtoissant  i  ascension  droite  et  la  tiéclùùdson  d^un  astrt, 
'  ^  l'obliquité  de  fécélpdque,  troui^r  la  longitude  ei  la  latitude  de 
<:er  tutre. 
fîg-^7       Soit  P  fe  pûfce  broéal  de  Féquateur  LQ^  £  fe  pôle  bonial  de 
rédiptique  LT ,  L  le  premier  point  du  bélier ,  S  Tastre  qae  je  sup- 
pose dans  la  latitude  boréale  et  dans  le  premìer  quart  de  Téquateur 
et  de  Tédiptique  ;  position  à  laquelle  il  est  â  propos  de  nppoiter 
la  solution  générale  des  problêmes,  paicequ'en  Êôsaxit  sur  les  signes 
des  lignes  trîgonomé triques  les,  changements  convenables ,  la  solu- 
tion satisunt  de  nrne  «  toute  autre  postlson*  On  jl  donc  PL  ::^ 
90"  =  EL,  (382),  et  LPE  =  90"  =  LEP,  (Spo).  Or  LM  ou 
LPM ,  (  386) ,  est  Tascenâon  droite  donnée  j  donc  SPE  =  90**  -f- 
asc.  dr.  La  déclinaison  donnée  est  SM ,  et  par  conséquent  PS  = 
90^  —  décl  Tobliqùlté  de  l'écUptique  est  TLQ  ==  PE,  (S^i). 
On  connoît  donc  trois  parties  du  triangle  PSE ,  savoir  PS  ,  PE  et 
SPE.  On  cherche  1°.  la  longitude  LN  ou  LEN ,  qu'on  peut  con- 
noître  par  le  moyen  de  Tangle  PES  =  90**  —  /of?^.;  2^  la  lati- 
tude SN,  qu'on  trouvera  par  le  mo)'en  de  ES  =  90*  —  lai.  Par 
conséquent  le  problême  n'exige  que  la  résolution  du  seul  triangle 
PES. 

Étant  donnés  deux  côtés  PS,  PE,  et  Tangle  compris  SPE,  il 
y  a  ('470  et  suiv.)  quatre  manières  de  déterminer  l'angie  PES.  La 
seconde  est  la  plus  courte  :  la  quatrième  est  un  peu  plus  labo- 
rieuse ;  mais  elle  a  l'avantage  de  faire  connoître  en  ixi^m^  temps 
l'angle  de  position  PSE.  Lorsque  la  connoissance  de  cet  angle  est 
inutile ,  je  préfère  la  maniere  qui ,  en  apparence,  est  la  plus  longue^ 
c'est-à-dire  la  premiere ,  parcequ'elle  n'exige  d'attention  que  pour 
les  signes,  (42  ,  744) ;  tandis  que  les  trois  autres  peuvent  induire 
^  en  erreur  dans  bien  des  cas ,  si  l'on  n'a  pas  sous  les  yeux  une  figure 
â-pcu^rès  exacte.  Appliquant  donc  la  premiere  solution  au  triangle 


FÈS ,  on  a  fa»g-m  «  ,;„.te  co.wt''lt^fi  <.>.^^»  <»  ^oi:WS  ^ 
^"^ri^-SPE^  ~  cos-PE  cot-SPE.  Substkttanl  dans  cette  équation  k^ 
dénominations  ou  valeurs  de  PES,  PE,  &c.  données  ci -dessus  , 
et  observant  que  cot.SPE  =  —  cot.(90*^-+-  ascdr.y^  (36) ,  on: a 

tSLiigJong.  ===  ^■"'  °ç^  ^"^ — ■  *H  COS.  obi .  tang.o^c.cTr. 

eu  ^  pour  pbst  de  commodiké  da^e^^k.  c^kul  % 

En  observant  les  règles  des  signes,  (42,  744)i  o"  ^"^a  toujours 
la  lon^kude  dans  le  quart  de  Fécliptîqiie  auqvie)  f  astre  correa 
pondra  9  pourvu  qu'on  i^e  e.ncorQ  attçniiojot  que.  ^  Ta^cemsioxi 
droite  est  dans  le  premier  ou  dans  le  dernier  quart ,  la  longitude 
ne  peut  jamais  être  dans  le  second  ou  dans  fe  troisième ,  et  que  si 
l'asc^isioin  droite  c^k  dai^  leseccMpyd  ou  dam  le  t]X)Â$ieflie,  Ulon- 
l^tude  ne  peut  jamais  êlrei  dans  le  premier  ou  dans  le  dernier. 

74  k  Si  dans  la  formule  que  nous  venons  de  trouver  il  déplaît 
d'avoir  à  chereher  des  logarithmes  dansi  dduy  tables,  on  pourra 
n'employer  que  les  tahks  tógoncflpélriquft*,  m  divi§ai*t  le  calcul 
en  deux-équations  formées  comme  je  l'ai  enseigné  (198,  2o3, 202)  r 

t  ros.  oA/.    tane.  arc.  </r. 

Lorsque  k  quantité  sous  le  radical  sera  négative  ,^  au  lieu  d«  ces 
formules  on  aura  recours  aux  suivantes  : 

e»  tane.oA/.   rang.  1/^.         ^    ^ 

COS.B  =  y/— '"g°*^.„'»Ji'^^f^. 
tang./o/z^.  =  COS. obi.  iang.  asc.  dr.  sin.^B. 

arane.  oM.    fine,  deci,         .    ^ 

cos.ff  V      '  "^  sio^AJC.tfr.  ' 

.    tang./o/zg;  =  •—  co$.  obi.  t^ng.  ose,  dr.  hmg.^B. 


<74o) 
plus  c 
le  caj 
sìa 


iPt  XXI*   Du   CAiCUt   ïïE   LA    LONO1T0S1 

vera  que  pour  passer  d'une  ligne  trigonométriqne  Je 
pire  B  à  une*  autre  ligne  trigonomélriqvie  du  même 
$st  pas  necessaire  de  CRlcuIer  cet  angle  lui-môuie  en 
ptes»  &a  ,  aiiisl  que  nous  T avons  fai!  voir  (200). 
it  imm'er  la  lalkude ,  seconde. pai  lie  du  problème 
réfère  de  même  la  premiere  solution  (476),  d'autant 
ogarîllimcSi  à  Texception  d'un  seul,  se  trouvent  dans 
k  longitude-  J'ai  cos-SE  =  cos.PE  cos.PS  H-  sin.PE 
PE,  et  substituant  les  dénomiuallons  (74^)1 

$uu/at,  —  cos, obi*  suudécL  —  sin.obL    cos,  dikL  sin.  ose.  dn 

ou  I  pour  plus  de  commodité  dans  le  calcul , 

sin Ja£>  =  coB.obL  $Ìn.décL{i —  làng. ob L  coU décL  situ asc^dny^ 

743,  Et  à  rîmitation  de  ce  que  nous  prenons  de  faire  (740» 

Si  lang.oi/*  cot  décL  sin.  asc.dnesKi  1  ^  on  a 

11 

^       '  cos.C  =  v/tang;piA   coL  décL  sin.  asc.dr* 
$>inJai.^^coB.obL   sin.  décL  dln.^C. 

'  Si  tang.  ohi.  cet.  déd.  sui.  asc.dn  est  >  i ,  on  a^ 
j-ig  =  V^tang,  oW.  col.  décL  sin.asc.dr. 
sin./a^  =  —  coB.ohl.  sin.décl.  tang.^'C,   ;. 

Lorsque  la  quantité  sous  le  signe  radical  sera  négative 9  au  lien 
des  formules  précédentes  on  aura 

tangX  =  y/—  tanjg.pW.  cot.décl.  sin. ose. dn 

»    .     COÌ.M.  gin,  iiéci,  i 

«m.  lai.  =      >    co»>(i • 

Ltes  solutions  que  j'ai  données  pour  le  problêqie,  (740)  .exigent 
la  rec'herche  de  douze  logarithmes ,  c^est-à-dire  d'un  seul  Hè  plné 
que  si  feusse  fait  usage  des  solutions  (47a  ^  477  )  •  ^***  deux  ou 
irois  de  ces  logarithmes  ne  yaiiept  px)int  poux  une  jtnéjnç  époque , 

ce 
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tce  quî  est  un  avantage  lorsqu'on  a  plusieurs  calculs  à  faire  pour 
celte  époque.  Les  solutions  données  par  M.  de  la  Lande  (^5/^/*.  900) 
exigent  de  même  douze  logarithmes. 

744'  Dans  les  formules  précédentes,  et  dans  toutes  celles  de 
ce  Chapitre  ,  on  observera  que  pour  la  déclinaison  australe  , 
sin.  décl.  est  négatif,  puisque  s'm.décl.  =  cos.PS,  et  qu'alors  PS 
est  >  po'*.  La  même  règle  a  Heu  pour  tang.  décL  et  coi.dccL  Mais 
€Os.décL  ou  sîn.PS  est  toujours  positif,  puisqu'on  ne  peut  jamais 
avoir  PS  >  l8o^ 

Ces  observations  s'appliquent  de  même  aux  lignes  trigoiionié- 
triques  de  la  latitude. 

745.  Connaissant  la  longitude  et  la  latitude  d'un  astre ,  avec 
V obliquité  de  l'écliptique,  trouver  V ascension  droite  et  la  décli- 
naison de  cet  astre. 

En  faisant  (VIL  i3%  28*),  A  =  P,  B  =  E,  C  =  S,  on  a, 

di      .    •         1     n-nc             L  T%           sin.rc  coLES  —  cos.PE  cos.E         .  t^^ 

ans  le  triangle  PEb  ,  cot.P  = ^r— ,  et  cos.PS 

=  COS. E  sin. ES  sin.PE  -H  cos.ES  cos.PE.  Changeant  les  signes 
dans  la  premiere  de  ces  formules,  et  substituant  les  dénominations 
.(740),  on  a 

tang.  asc.  dr.  =  tang.  long.  cos.  obi.  —  ^^"^^T/J/"  ""    •' 
sin. décl.  =  sin.  long.  cos.  lac.  sin. obi.  -H  sin.lat.  cos. obL 

Comme  on  fait  usage  de  ce  problême  bien  moins  souvent  que 
■  de  l'inverse  (740),  je  laisse  à  ceux  qui  désireront  des  transforma- 
lions  analogues  à  celles  que  j'ai  données  (741  »  74^)  le  soin  de  les 
<:omposer. 

746.  Connoissant  les  dijférences  d*ascension  droite  et  de  décli- 
naison entre  dçux  astres  j  et  la  distance  réciproque  de  ces  astres 
^tant  un  arc  sensiblement  rectiligne ,  trouver  les  différences  de  lon- 
gitude et  de  latitude. 

Les  méthodes  que  j'ai  vu  employer  jusqu'à  présent  pour  la 
solution  de  ce  problême  important ,  dont  l'usage  est  continuel  ^ 

Zz 


i-  - 


3(>a  Chap,  XXI.  Trouver  les  différences  de  LONGiTUDr 
sont  toutes  sujettes  à  une  erreur  de  quelques  secondes ,  plus  an 
moins ,  selon  les  cas. 
■Fk.67  Soient  L,  S  les  centres  de  deux  astres ,  et  leur  distance  LS  tin 
petit  arc  sensiblement  rectîligne  (tel  que  seroit  par  exemple  un  arc 
de  i°2o',  dontladiftcrenceà  la  corde  n'est  (i52)  que  de  g",  1); 
soit  LQ  Tun  des  parallèles  de  l'équateur,  et  P  son  pôle,  LT  l'un 
des  parallèles  de  Tccliplique,  et  E  son  pôle  :  la  différence  donnée 
d'asccnsiou  droite  est  LPS  ,  SM  celle  do  déclinaison  ;  les  diffé- 
rences  cherchées  de  longitude  et  de  latitude  sont  LES  et  SN. 

En  multipliant  LPS  par  sîn.PL,  on  a  Tare  de  parallele  LM  ^ 
(394)  ;  de  môme ,  si  Ton  avoît  la  valeur  de  LN ,  en  la  divisant  par 
sin. EL,  on  auroit  celle  de  LES  :  et  alors  ,  pour  avoir  la  solution 
cherchée,  il  suffîroit  de  résoudre  les  petits  triangles  SML  ,  SNL 
qui  contiennent  les  quantités  LM,  LN ,  SM ,  SN.  Aussi  la  méthode 
la  plus  usitée  consistc-t-ellc  en  eflct  à  résoudre  ces  triangles  en  les 
considérant  comme  rcclillgncs  rectangles  ,  et  en  supposant  connu 
Vangle  de  position  PSE  =  NSH ,  et  de  plus  que  NSH  =  90**  — 
NUS  =  MLN.  De  cette  dernière  supposition  et  de  celle  des  an- 
gles droits  naît  rcrrcur  que  j'ai  dciuoiitréo  (:o.j  à  539). 

Si  roii  suppose  M  --=  yo''  =  N,  et  qu'on  observe  quorhypo- 
tliénusc  chi  Irian^i^^lc  LMS  est  coninnino  au  triangle  LNS  ;  alors  , 
en  employant  les  formules  (270,  271),  dans  lesquelles  on  sabsli- 
tuora  L  à  ("; ,  S  à  B,  N  à  1.) ,  M  a  A  ,  on  aura  pour  tous  les  ra^, 
LN  =  LM  X  cos.MLN  ±  SM  X  sin. MLN  ,  et  SN  =  SM  X 
co^.MLN  q=  LM  X  sin. MLN,  ou 

a/o/?zr.  = — '—{Xasc.dr.  cos. drc/.  cos.ani^.posii.  zi=  d)(!ccL  sin.ang.posit.)-^ 
^hU.  =  ^(IccL  c()^.ar?£r,po,uù.  zp  d)(isc,rlr.  cos.dccl.  sin.a//rr./;oj/V. 

En  cxauiluaut  les  (Iirfércnts  cas,  on  trouve  que  les  signe?  iuR:- 
rieurs  oui  lieu  eu  deux  (  irroustaures,  ppur\u  néanniouis  qu'elles 
n'cxislont  pas  eu  mèuie  temps  ;  c'est-à-dire  i\  dans  les  signes 
dcscc/ula/iis^  ou,  ce  qui  revient  au  môme  ,  (juand  les  astres  corres^ 
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pondent  au  second  ou  au  troisième  quart  de  l'écliptique;  2^ lorsque 
l'astre  le  plus  avancé'  en  ascension  droite  est  aussi  le  plus  éloigné 
du  pôle  boréal  de  Téquatcur.  Dans  les  autres  cas  ,  ou  lorsque  ces 
deux  circonstances  existent  en.  môme  temps ,  ce  sont  les  signes  su- 
périeurs qui  ont  lieu. 

De  plus,  lorsque  pa^r  la  formule  ,  d\iong.  se  trouvera  négative; 
dans  ce  cas  l'astre  le  plus  avancé  en  ascension  droite  sera  le  moins 
avancé  en  longitude;  et  lorsque  par  la  formule,  d\lat.  se  trouvera 
négative ,  Tastre  le  plus  voisin  du  p61e  boréal  de  Téquateur  sera  le 
plus  éloigné  du  pôle  boréal  de  Técliptique. 

747.  Pour  vérifier  les  formules  précédentes  ;  soit  L  le  centre  de 
la  lune  ,  S  le  centre  du  soleil,  et  par  conséquent  ES  =  90°;  soit 
LS  =  32',  MS  =  16'  =  ~^décLQ^(C  1  PE  =  ^S^'  aa',  PS  = 
6f^  et  par  conséquent  PM  =  67^  i6'  =  PL. 

Dans  le  triangle  rectilatere  PES,  connoissant  PE,  PS,  on  trouve 
(440)  pour  la  valeur  de  l'angle  de  position  PSE  du  soleil,  4^47' 
1 8  ^' ,  7;  pour  celle  de  l'angle  SPE ,  1 67"*  SV  Bj^^'ò ,  ce  qui  donne 
asc.dr.Ç)  =  'j^''  SV  57",  3  ;  et  pour  la  valeur  de  l'angle  PES, 
ii°7'33",5,  cequidonne7o/2g-.0  =  78°52'26",  5.  En  résolvant 
le  triangle  PLS  dans  lequel  les  trois  côtés  sont  donnés,  on  trouve 
PSL  =  119^  54' 8\  6,  etSPL  =  3o' 4%  (^  =\a^c.dr.Ç^(^. 
Enfin  dans  le  triangle  rectilatere  LES,  connoissant  LS  et  ESL  = 
PSL  —  PSE  =  1 15°  6'  49 %  8  ,  on  trouve  SEL  =  28'  58 '',  5  = 
d)fong.  OC  j  et  EL  =  90"*  i3'  34'',  9,  ce  qui  donne  â^/^/^-OC 
ou  lat.austr.(^  =  1^'  34'',  9.  Ces  éléments,  tous  déterminés 
rigoureusement ,  serviront  de  comparaison. 

/  748.  En  employant  décL  C  dans  les  formules  (74<>)  ?  ainsi  que 
l'indique  la  figure  ,  et  faisant,  comme  on  le  peut  sans  erreur, 
COS.  lac.  C  =  1  ;  on  a  ^long.Q(^  =  3o'  4",  (î  cos.22**  44' 
ços.4^47'-4-  16'  sin.4°  47'  20"  ='27'  38", 6  -h  i'2o",i  = 
îi8'  58" ,  7  ;  résultat  dont  l'erreur  pourroît  à  la  rigueur  se  négliger. 
Les  logarithmes  employés  dans  le  calcul  de  la  premiere  formule 

Zz  ij 
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rig.67  servent  à  calculer  la  seconde,  et  on  trouve  ^lat.  0  C  =  i3  '  87  '\  7; 
c'est-à-dire  2  '' ,  8  de  plus  que  la  valeur  exacte. 

749.  Cette  erreur  provient  de  la  cause  exposée  (SSp).  En  effet 
toute  eneur  disparoît  si  on  a  recours  aux  corrections  que  j'ai  indi-» 
quces  au  même  lieu.  La  table  (536)  fait  connoître  que  FeiTeur 
sur  Tangle  droit  N  est  absolument  insensible ,  NE  différant  peu  de 
90°,  et  que  par  conséquent  on  doit  employer  dans  les  calculs  (748) 
Tangle  de  position  NSH*  augmenté  de  la  quantité  de  Terreur  dô 
l'angle  droit  M. 

Cette  erreur,  à  la  distance  MP,  ou  67*^  16' ,  du  pôle,  est  selon  k 
table  (536),  o',  209  X  ML  =0',  209  X  3o  cos.22**  44'  = 
5',  78  =  5'  47''.  On  doit  aussi  (537)  employer. dans  les  calciilsr 
(748)  ML  diminué  de  la  quantité  o'^  01745  X  SM  X  5,78  : 
mais  comme  il  est  plus  commode  d'appliquer  celle  correction  a 
l'angle  au  pôle  MPL ,  on  divisera  celte  même  quantité  par  cos.22* 
44',  ou  ,  au  lieu  de  5,  78,  on  emploiera,  en  la  calculant,  o',  209 
X  MPL  =  0,209  X  3o;  ce  qui  donnera  0^,01745  X  16  X 
6,27  =  i",75. 

Mettons  à  prcscnt,.dans  le  calcul  (748),  ^asc.dr.  =  3o^  2'' ,  85, 
eta/if^.posit.  =  4°  53'  6'\  cl  nous  trouverons  d\^oNg.(J)(^  = 
!28'58'',5;  et  IaLausir.(^  =  i3'  34",  9;  ce  qui  est  absolument 
confonne  aux  résultais  du  calcul  rigoureux  (747). 

750.  SI  les  points  S,  L  indiquent  lun  le  centre  d'un  astre,  et 
Fautro  une  tac/ic  sur  le  disque  de  ce  môme  astre,  il  est  évident  quo 
les  mêmes  formules  (746),  calculées  avec  les  mêmes  correctiona 
(749)  dans  le  cas  où  les  distances  de  l'astre  aux  deux  pôles  diffé- 
reroient  sensiblement  entre  elles ,  donneront  exactement  la  solu- 
lion  du  problème- 

751.  Pour  trouver  les  différences  de  longitude  et  de  latitude 
entre  le  soleil  cl  la  lune,  Mayer  a  donné  les  deux  formules  sui- 
vanK^s  cjue  je  tire  de  M.  Trcmbley  {Essai  de  Trigon.  sphcrique  , 
Cliap.  IX)  :  ^y^long.  ==  ^ascuir.  cos.obL   H^  ^dccl.  sin.obl.   X 
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cos.ascdr.Q,  et  ^at.  =  ^tlJcTo'  —  hsasc.dr.  sin.  obi.  X 
COS.  long.  0*  En  calculant  ces  formules  avec  les  éléments  (747), 
on  a  d)Iong.=:  28' 55",  5,  et  ^lat.  ==  i3'  38''.  L'erreur  est  de 
3  "  pour  chacune  de  ces  valeurs  ;  ces  formules  n'ont  donc  pas 
Fexactitude  que  désirent  aujourd'hui  les  Astronomes. 

752.  Connoissant  les  différences  de  hauteur  et  d'azîmuth  entre 
deux  astres ,  trouver  les  différences  d'ascension  droite  er  de  déclir 
naison. 

Si  dans  la  solution  (746)  on  prend  P  pour  le  zénith,  E  pour 
le  pôle  de  l'équateur ,  les  formules  donneront  (753) 

}^asc.dr,  =^z^—ï^&\Ci^trn\  cos.haut.  cos.ang.de yar.zh^haùt.siiiéang.devar.)^ 
d\décL  =  ^hauc.  cos.ang.de  van  qr  ^azim.  cos.haut.  sin.ang.de  van 

Les  signes  inférieurs  ont  lieu  lorsque  Tastre  le  plus  bas  a  le 
moindre  aziniuth  oriental ,  ou  le  plus  grand  azirauth  occidental.' 
L'azimuth  est  le  supplément  de  l'angle  SPE.. 

753.  Pour  distinguer  entre  eux  les  deux  angles  qui  se  trouvent 
désignés  l'un  et  l'autre ,  dans  différents  Auteurs,. sous  la  dénomi- 
nation d'angle  parallactique  ^  j'appellerai  toujours  dé  ce  nom  l'an- 
gle du  vertical  avec  le  cercle  de  latitude  ;  et  je  nomme  angle  de 
variation  l'angle  du  vertical  avec  le  cercle  de  déclinaison  ,  par 
contraste  avec  Y  angle  de  position  qui  lui  est  contîgu  ;  l'un  changeant 
à  chaque  moment ,  tandis  que  l'autre  est  sensiblement  constant 
pour  toutes  les  étoiles. 

754-  Les  formules  (746)  s'appliquent  encore  facilement  à  la 
résolution  du  problême  suivant  et  de  son  inverse  :  Connaissant  lés 
différences  de  hauteur  et  d' a;^imuth,  trouver  les  différences  de  lon- 
gitude et  de  latitude.  Je  me  dispenserai  de  faire  ces  applications , 
parceque  les  règles  des  signes  deviennent  plus  compliquées  ;  que 
îa formation  de  l'angle  parallactique  exige  encore  d'autres  règles,' 
0t  que  M.  de  la. Lande  {Astr.  ^laS  à  2x29 ^  et  i883  etsuiv.)  a 
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résolA  ces  problêmes  par  une  autre  méthode  et  avec  les  explica- 
tioas  les  plus  délaìllóes.  Je  préviens  seulement  que  soit  dans  ces 
problèmes,  soit  dans  le  précédent  (752),,  mes  corrections  (539) 
^  seront  d'autant  plu5  nécessaires ,  que  les  astres  seront  plus  élevés 
sur  riiorîzon.  Elles  deviennent  pourtant  inutiles  dans  la  belle  Mé- 
ihode  de  M,  de  la  Lande  pour  le  calcul  des  éclipses ,  parcequ'oa 
y  résout  successivement  les  deux  problèmes,  l'un  par  rapport  au 
lieu  vrai  des  astres,  l'autre  par  rapport  au  lieu  apparent,  et  que 
les  erreurs  des  deux  opérations  se  compensent  comme  Je  l'ai  sou- 
vent éprouvé. 

755.  Troiwer  une  méthode  expcdiihx  pour  calculer  une  table 
lies  azimulhs,  des  distances  au  zénith^  et  des  angles  de  variation 
(753),  pour  une  latitude  terrestre  donnée ,  en  prenant  pour  argu- 
ments la  déclinaison  et  l'angle  horaire. 

Une  pareille  table  est  très  utile  pour  pointer  de  jour  la  lunette 
d'un  quart  de  cercle  sur  un  astre  qu'on  n'apperçoit  point  à  l'œil 
nud ,  et  de  nuit  sur  un  astre  peu  visible  ;  pour  calculer  l'effet  de  la 
réFraction  sur  l'ascension  droite  et  sur  la  déclinaison;  et  pour  d'au- 
tres circonstances  qui  se  présentent  contlimcllcïucut.  Par-tout  où 
il  se  trouve  un  Observatoire  en  activité  ,  on  devroit  avoir  cette 
table  calculée  en  minutes  ^  sur  le  modèle  de  celle  qu'on  a  insérée 
pour  Paris  dans  la  Connaissance  des  Temps ^  de  1782.  M. Prévost, 
il  (jui  cette  table  est  due  en  partie ,  m'a  dit  avoir  calcule  avec  exac- 
titude les  azimuths  et  les  distances  au  zcnilli ,  par  le  moyen  des 
formules  (VIII.  7%  8').  Par  la  méthode  que  Je  vais  indiquer,  il  au- 
roit  encore  obtenu  ,  et  sans  plus  de  travail ,  les  angles  de  variation 
qui  depuis  ont  été  calrulés  par  M.  Lévôqiic. 
1  icT.68  Soî^  P  ÏG  P^'c  de  l'équateur  ,  Z  le  zénith ,  S  un  astre  situe  dans 
une  partie  quelconque  du  Ciel  visible.  Connoissant  les  côtés  PZ , 
PS ,  et  l'angle  compris  P,  on  trouve  à  la  fois ,  par  relegante  solu- 
tion de  Neper  (IX.  2')  ,  Vaziniutli  et  ra/iglc  de  variation  :  la 
déclinaison  restant  la  môme  ,  il  suffit  de  changer  seulement 
log,  cot/^  a/ig.  horaire  pour  trouver  successivement  Tazimuth  et 
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l'angle  de  variation  correspondants  à  chacun  des  angles  horaires 
de  la  table.  On  fera  de  même  pour  chaque  déclinaison  differente. 
Ensuite ,  ayant  sîn.S  I  sin.PZ  1 1  sin.P  I  sin.ZS,  comme,  dans  cette 
analogie ,  PZ  est  toujours  constant ,  il  suffira ,  pour  un  même  angle 
horaire,  de  chercher  deyx  logarithmes  pour  connoître  les  distances 
au  zénith  correspondantes  à  chaque  déclinaison.  On  fera  de  ipêitie 
pour  chaque  angle  horaire  différent.  Donc  en  général,  par  cette 
médiode ,  pour  déterminer  trois  quantités  on  n'a  que  quatre  loga- 
rithmes à  chercher. 

^56.  Connaissant  la  hauteur  du  pôle ,  ayant  observé  dans  un 
même  vertical  deux  étoiles  y  et  connoissant  leurs  déclinaisons  et  leurs 
ascensions  droites ,  et  par  conséquent  les  moments  de  leur  passage 
au  méridien ,  trouver  V  heure  à  laquelle  Vobseivation  a  été  faite. 

Soit  P  le  pôle  de  Téquateur,  Z  le  zénith ,  T,  S  les  deux  étoiles.  Fig.6^ 
Les  choses  connues  sont  PZ ,  PT,  PS,  et  TPS  différence  des  ascen- 
sions droites  :  on  cherche  Tangle  TPZ.  ' 

Comme  on  a  PTZ  =^  180°  —  PTS,  les  lignes  trîgonoraétriques 
de  l'angle  T  sont  communes  aux  triangles  PTZ,.  PTS;  do  sorte 
que  si  Ton  trouve ,  par  la  table  VII,  que  l'une  de  ces  K^^cs 
puisse  être  exprimée  dans  chacun  des  deux  triangles  par  les  lignes 
trigonométriques  des  parties  connues  et  de  l'angle  cherché,  le  pro- 
l)lême  sera  résolu.  Or  faisant  A  =  T,  B  =  P,  C  ==  Z,  on  a 

(VIL  i3-),  tang.PTZ  =  ,i„.px  cot.pz'^l^lpt  co^Tfó"?  ^^  ^^^^"t 
C  =  S,  —  tang.PTS.:^  ,in.Fr  cot.ps"l^cLpT  cp».TP$/  Mettant  eu 
équation  ces  deux  valeurs  de  tang.T,  chassant  les  fràctionset  di- 
visant l'équation  par  cos.PT,  on  trouvera  sin. TPS  cos.TPZ  h- 
(cos.TPS  —  tang.PT  cot.PS)  sin. TPZ  ==  tang.PT  cot.PZ  sin. TPS. 
Et  par  conséquent  (3^9) 

ans.B  =  colTPS  (:  _  ÏI^-E)  ,  «... 
CQS.CTPZ  co  B)  =  UngJT  coure  COS.B. 
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Pour  la  commodité  des  Calculateurs,  j'ajoute  les  valeurs  cî-après  : 
TPS  =  la  différence  d'ascension  droite  des  deux  étoiles  prise  dn 

côté  où  elle  est  moindre  que  de  i8o^ 
PT  =  la  distance  au  pôle,  de  Fétoile  la  plus  élevée. 
PS  =  la  distance  au  pôle,  de  l'étoile  la  uioîns  élevée. 
PZ  =  la  distance  du  pôle  au  zénidi. 
TPZ  =  l'angle  horaire  cherché  de  l'étoile  la  plus  élevée/ 

.Si  TPZ  est  >  90**,  on  fera  négatif  le  second  membre  de  chaamc 
des  deux  formules  ;  et  on  aura  le  supplément  de  la  valeur  cherchée 
de  TPZ. 

757.  Déterminer  de  combien  de  temps  la  réfraction  accéler£  le 
lever  ou  retarde  le  coucher  des  astres. 
Fig.70  Soit  P  le  pôle  de  l'équatéur,  Z  le  zénith ,  OR  l'horizon,  T  un 
astre  qui  élevé ,  par  la  réfraction,  de  la  quantité  TL  déterminée 
par  les  Astronomes  de  33' i  environ,  paroisse  se  lever  au  point  L; 
Sans  cette  élévafion  apparente  ,  on  ne  verroit  l'astre  se  lever  que 
quand  il  arriveroit  au  point  S,  en  supposant  PS  =  PT.  Son  lever 
est  donc  accéléré,  et,  par  la  même  raison ,  son  coucher  retardé  de 
la  quantité  de  temps  mesurée  par  le  pelit  angle  TPS. 

J'observe  que  les  -triangles  PZS ,  PTZ  ont  un  côté  commun  PZ; 
<|ue  PS  =  PT,  et  que  connoissant  TL  =  ZT  —  ZS  =  B^ZS,  il 
s\iglt  de  trouver  TPS  =  3^ZPS  que  je  désigne  par  3^P. 

J'ai  recours  aux  analogies  différentielles  correspondantes  à  ce 
cas,  et  faisant  (629),  A=P,  B  =  Z,  C=:S,je  trouve  sin.î^ZS 
:  sin.iS^P  :  ;  sin.PZ  sin. PS  sin.(P  -hh^P)  !  sin.(ZS  -l-i9^ZS). 
Mais  parceque  ZS  =  90°,  sin.(ZS  H-  lB.,ZS)  =  cos.zSjZS.Donc 
(I.  6') 
(A)...  sIn.â,ZS  :  2  sin.i-8,P  :  ;  sin.PZ  siii.PS  sin.(P  H-  iS»P)  I  i; 

ou  (728),  eu  désignant  dans  le  second  membre  le  temps  cherché 
par  t, 

(B)...    Temps  cherché  ==       .  ,      rirracùonhorhamale 

Comme  la  valeur  de  c  se  connoît  toujours  à-peu-prcs,  il  est 

rare 
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rare  qu'on  ait  à  calailer  cette  formule  plus  d'une  fois  par  la  mé- 
thode (281).  Si  on  veut  faire  usage  de  l'autre  méthode  (282) ,  on 
observera  que  2sin.^8^P  sin.  (P  -H  ^  8^P)  =  cos.P  —  cos.  (P  -H  9^P), 
(II.  1^');  et  l'analogie  (A)  donnera 

(C)...  cos.(P  ^  â,P)  =  cos,P  (.1  -  ..pz'^^gcos.p)  ;  ou 
i^)^^^cos.(ang.hor.^i5 t)=cosMng.hor.(^i  -^-^^^ 

758.  Dans  les  formules  précédentes,  on  doit  employer  pour  P, 
ou  pour  Tangle  horaire ,  l'angle  ZPS ,  c'est-à-dire  l'angle  horaire 
de  l'astie  considéré  dans  le  plan  de  l'horizon.  Il  est  focile  de  trouver 
cet  angle  :  car  le  triangle  rectilatere  PZS  donne  (VIL  7*),  cos.P  = 
-r  cot.PZ  cot.PS,  ou 

cos.ang.hor.  =  —   tang. /a^.   tang.^cW. 

Cette  équation  fait  voir  qu'à  déclinaison  égale ,  l'angle  horaire 
correspondant  à  la  déclinaison  boréale  est  obtus,  et  supplément 
de  l'angle  horaire  correspondant  à  la  déclinaison  australe.  Mais 
lorsque  P  est  obtus  ,  sin.  (P  -f-  5  8)P)  est  <  sin.P,  et  lorsque  P  est 
aigu,  sin.(P  -f-î8^P)  est  >  sin.P.  L'analogie  (A)  fait  donc  con- 
noître  qu'à  déclinaison  égale ,  l'effet  de  la  réfraction  ne  peut  être 
le  môme  pour  la  déclinaison  boréale  et  pour  l'australe ,  et  que  par 
conséquent  les  tables  qu'on  a  données  jusqu'à  présent  induisent  en 
erreur  sur  ce  point. 

C'est  à  M.  l'Abbé  Pîeracchi ,  Intemonce  apostolique  à  Paris  ; 
et  amateur  distingué  de  l'Astronomie ,  que  je  dois  la  premiere  no- 
tion de  cette  erreur  qu'il  a  reconnue  en  résolvant  séparément  les 
deux  triangles  ZPS ,  ZPT ,  au  moyen  des  trois  côtés ,  pour  avoir  la 
valeur  des  angles  au  pôle  dans  les  deux  cas.  Je  n'avois  pas  encore 
essayé  d'appliquer  mes  analogies  différentielles  finies  au  problême 
(757)  ;  cette  application  m'eût  conduit  à  la  découverte  de  l'erreur 
dont  il  s'agit ,  erreur  qui  dans  certains  cas  est  assez  grave ,  ainsi 
qu'on  va  le  voir. 
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Soit  PZ  =^  3o*'  :  en  faisant  PS  =  6i%  on  a,  parla  fop 
mule  (7.^8),  P  =  i63°  45'  3i^'î  et,  en  faisant  PS  =  119% 
P  =  %&"  r4'  39 ",  Avec  ces  éléments»  et  en  supposant  5^ZS=s 
33'  3o"t  1*31  formulò  (C)  donne,  dans  le  cas  de  la  déclinaison  bo- 
réale, P  H-  â^P  =  169^  iV  36",  et  par  conséquent  TefTet  de  la 
réfraction  ou  8^P  =r  5^  28'  5";  et  dans  le  cas  de  la  déclinaison 
ausuale,  P  H-  8^P  =:  20M8'  48",  et  par  conséquent  â^P  = 
4^4'  19"  'La premiere  valeur  de  3yP  réduite  en  temps,  est  ai  '  5a,^ 
pour  la  déclinaison  boréale;  la  seconde ,  16'  17^^  pour  la  décli- 
naison australe.  La  différence  est  de  5'  35^'  de  temps-  On  auroit 
donc  une  erreur  de  près  de  6'  de  temps,  si  Ton  employolt  dans  le 
cas  de  la  déclinaison  boréale  la  quantité  de  16'  9''  assignée  dans 
la  table  de  la  Connoissauce  des  Temps,  1782,  p.  3o2,  pour  le  cas 
de  la  déclinaison  de  29*  et  de  la  latitude  de  60"",  La  table  donnée 
à  la  suite ,  pour  les  arcs  semi-diurnes  apparents ,  à  la  latitude  de 
Paris  »  paroi t  avoir  été  construite  ngoureuseincnt,  et  calculée  sépa- 
rément pour  les  déclinaisons  boréales  et  pour  les  déclinaisons  aus* 
traies.  ^KlH^ 

760.  Sî  dans  l'exemple  (7^9)  on  eût  calculé  la  valeur  de  8^^ 
au  moyen  de  l'analogie  que  plusieurs  Astronomes  ont  employée ,. 
^P  :  â^ZS  :  :  1  :  v/(sin.^PS  —  cos.*PZ)^  laquelle  se  résouC 
facilement  par  la  méthode  (716),  on  eût  trouvé  8jP  =z-  4**  33'  54",. 
et  par  conséquent  Terreur  de  Tanalogie  infinitésimale  seroit  de 
54'  pour  la  déclinaison  boréale,  et  de  3o'  pour  Pausiiale  :  ce  qui 
prouve  l'utilité  de  mes  analogies  différentielles  finies  >  dont  j'ai  dé- 
duit la  formule  (C)  que  je  crois  plus  expédîtive  que  la  résolution 
du  triangle  par  les  trois  côtés;  d'autant  plus  au'avec  le  seul  chan- 
gement d'un  signe  9  elle  s'emploie  et  pour  la  déclinaison  boréale 
et  pour  l'australe.  Mais  si  l'on  connoît  à-peu-près  la  valeur  de  8^E 
on  de  i5y,  ce  qui  arrive  lorsqu'on  calcule  une  table,  je  croîs  que 
les  solutions  (A),  (B)  paroîtront  préférables  à  toute  autre  méthode 
employée  jusqu'à  présent. 

761.  Si  à  la  réfraction  horizontale  on  substitue  le  diamètre  du 
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'-soleil,  les  fonnules  (757)  feront  c^Hinoître  le  temps  que  le  disque 
du  soleil  emploie  à  se  lever  ou  à  se  coucher. 

Et  si  à  la  réfraction  horizontale  on  substitue  la  dépression  du 
cercle  crépusculaire ,  dépression  qu'on  a  fixée  à  iS**,  on  aura  par 
la  formule  (D)  la  durée  du  crépuscule. 

762.  Trouver  le  changement  d'amplitude  produit  par  la  réfrac- 
tion sur  un  ttitrè  qui  se  leve  ou  qui  se  couche. 

Conservons  les  dénominations  (757;  Tare  SL  de  Thorizon,  ou 
le  petit  angle  LZS ,  que  nous  nommerons  comme  à  l'ordinaire  8jZ,' 
est  celui  dont  on  cherche  la  valeur. 

La  premiere  analogie  (  620)  se  réduit  dans  ce  cas ,  par  la  mé- 
thode (282)^  à  une  expression  très  simple  ;  mais  dans  ce  même  cas 
'on  obtient  plus  promptement  cette  expression  par  la  méthode 
(725).  Désignons  par  Z  Tangle  PZS  ,  et  observons  que  PT  = 
PS,  et  que  TZ  =  90*"  -+-  3^ZS  :  le  triangle  PTZ  nous  donnera 
(VII. 280,  cos.PT  =  cos.(Z  —  8^Z)  cos.S^ZS  sin.PZ—  sin.3^ZS 
•C0S.PZ  =  COS.  PS  ;  le  triangle  rectilatere  PZS  donne  aussi  cos.PS 
=  cos.Z  sin.PZ.  Égalons  les  deux  valeurs  de  cos.PS;  nous  aurons 

<:os.(Z  —  3^Z)  =  tang-B^ZS  cot.PZ  •+•  j^^g^zg*  ^^^  àexjx  der^ 
nieres  équations  ^e  réduisent  aux  suivantes ,  en  appellant  ampli-' 
:iude  ivraie  le  complément  de  l'angle  PZS,  et  ampliiude  apparente 
le  complément  de  PZT  : 

sin.  ampi.  vr.  s=:  — ; —  . 

'  QOS.UU, 

sm.ampl^app.  =  — >   /  ,    .     (  1  -H         '.        » — ^— -)# 

Or  la  différence  de  l'amplitude  vraie  à  l'amplitude  apparente  est 
ce  que  l'on  cherche. 

Un  exemple  nous  sera  utile  à  plus  d'une  fin. 

763.  Soit  PZ  =  41^  la'  20",  PS  =  5i^25'  20",  et  8jZS  = 
33'  =  réfr.horiz.  Au  moyen  des  formules  précédefi tes  on  trouvera 
ampl.vr.  =  71*  11'  21^',  et  ampLapp^rss^jy^  16'  17".  Et  paf 
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coiîsétjucnt  Teffel  de  la  réiraetion  sur  l'amplitude  est ,  dans  ce  cas^" 
de  2^  4'. 

7^4'  Si,  avee  les  mêmes  éléments,  ou  emploie,  au* lieu  de 
loes  fonmiles  rigoureM&es,  Fanalogie  C714),  &^Z.  ;  ^Z&  ;  t  cos.jPZ  ; 
l/(sîiK'PS  —  côs.'PZ)  I  on  trouvera  âyZ  =  L^57^  Une  erreur 
de  7  '  sur  cette  quantité  fait  voir  avec  quelle  précaution  il  laut  faire 
usage  des  analogies  infinitésimales.  ^* 

765,  Si  dans  Tcxemplc  (763)  on  fait  8^ZS  =  Sa't  mes, for- 
mules donnent  8yZ  =  2°o'.  Une  minute  de  variation  dans  la 
jcfractîori  horizontale  produit  donc  ici  im  ciiangcment  de  4'  sur 
ranjplilude  apparente,  et  par  conséquent  de  8'  si  on  prend  la 
somme  des  changeinents  tant  pour  Tamplitude  ortive  que  pour 
Tamplitude  occase.  Il  faut  donc  attribuer  à  une  erreur  de  calcul  ce 
qu'on  a  avancé ,  qu'une  minute  de  variation  dans  la  réfraction  ho- 
rizontale ,  il  la  lathude  donnée  (763) ,  produit  un  changement  da 
29'  sur  l'amplitude  ortive  et  occase  de  la  Lyre. 

7Ó6».  Troiwer  rélongadon  d'une  planète  pour  le  temps  de  M 
station  apparente. 

Nous  considérerons  la  planète  comme  étant  dans  le  plan  de 
réclîptîque,  et  les  orbites  de  la  planète  et  de  la  Terre  comme  dr- 
culaires.  L'erreur  de  la  premiere  hypothèse  est  <le  peu  de  consé* 
quence  ;  nous  doi^nerons  un  moyen  facile  pour  obvier  à  Ferrenr  de* 
la  seconde.  •    ' 

Soit  p  l'angle  à  la  planète  ou  la  parallaxe  annuelle j  e  l'angle 
à  la  Terre  ou  Vélongation.  Dans  la  supposition  des  orbites  circu- 
laires, les  côt^s  opposés  à  ces  angles  sont  constants ;.de  sorte  qu'on 
a  (614),  ^p  •  3^e  ;  \  tang.j^  ;  fang.e.  Si  on  appelle  ©.  la  longU 
tilde  dtr  soleil ,  g  la  longitude  géocehtrique  de  la  planète  ,  À  là 
longitude  héliocentrique ,  on  aura  {Astron.  de  M.  dfe  la  Lande, 
1142,  1140»  ë  =^0  — "  ^i  P  ^='  h  (y^  g.  Or  une  planète  est 
dite  stationnaire,  quand  sa  longitude  géocentrique  ne  varie  pas  ; 
dans  ce  cas  les  dernières  équations  donnent  S^O  =  8^e,  et  8^)p  = 
^4,  et  par  conséquent  8^ A  :  8^0  M  tang,/?  ;  tang.^.  Mais  8^4 
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®t  8|0>  ou  les  mouvements  simultanés  de  là  planète  et  de  la  TeiTe, 
.sont  en  raison  inverse  de  letirsrévolutions  périodiques  y  puisque 
le  mouvement  angulaire  est  d'autant  plus  grand  que  le  temps  de 
la  révolution  est  plus  court.  Appellant  R  la  révolution  périodique 
de  la  Terre,  r  celle  de  la  planète ,  on  a  dojic  8^A  ;  8^©  \\  Ri  r, 
et  par  conséquent  R  \  r  [[  tang,/?  ;  tang.e.  Mais  suivant  la  loi  de 
Kepler  ^  R""  l  r""  \l  D^  ;  d\  D  étant  la  distance  moyenne  du 
soleil  à  la  Tene,  ûÎ  celle  du  soleil  à  la  planète.  Donc  D\\  <P  \\ 
tang.V    :   tang.^a^  ou  (9),  -  :  _  ;  :   j-^  .  —y;.  Or  les 

numérateurs  forment  entre  eux  la  proportion  connue  des  côtés 
aux  sinus  des  angles  opposés  r  donc  aussi  (  i3)  les  dénominateurs 
sont  en  proportion.  L'analogie  des  numérateurs  donne  sin."*/?  = 

— ^^  1  celle  des  dénominateurs  t*  cos.-*/?.  =  — ^^.  Mais  sin.*;? 

-H  GOs.>  =  sin.^^.-4-  cos.*e,  (28)  :  donc  ^~-^  -f-  ^^  = 
sin.* e  -f-  cos^^e,  équation  de  laquelle  on  tire 

Et,  en  faisant  £)  =  1 ,  selon Tusage  des^ Astronomes, 
(E). .  .  tang.efo/7^.   =  ^(fTZ;£7pian.)- 

La  démonstration  de  efette  iorriïule  lires  sîmpTe  est  tirée  en 
grande  partie  des  Institutions  aètfommiqûes  de  M.  Le  Mounier. 

Pour  plus  d'exactitude  et  de  commodité  dans  le  calcul ,  on  fera 
tang.a:  =  y/-g  ,  et  on  aura  (198 >^  tang.e.  =  ^.  X  cos.x  =; 
lang.^o:  cos.:r.  Et  par  conséquent ,  en  substituait  ayx  distances 
moyennes  les  rayons  vecteurs  actuels,  ce  qui  rendra  insensible  l'er^ 
leur  de  l'hypothèse  des'orbites  dròiilairés ,  on  aùr^ 

-  /ray.'^ect,  planefe 

tang.a'  —  y/   ^^.^^^.x^re  » 
\aiïi^.eJong.  =ï:   sip.a;  tang.x^ 
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On  pourra  déterminer  d'abord  à-peu-près  le  temps  de  la  statiOf 
au  moyen  de  la  formule  (E)  calculée,  si  Ton  veut»  par  le  moyen 
des  deux  dernières  équations,  puis  employer  les  rayons  vecteurs 
tiennes  par  les  tables  pour  ce  même  temps  qu'on  parviendra  à 
déterminer  ainsi  avec  une  précision  beaucoup  plus  grande. 

767,  La  théorie  du  mowement  elliptique  des  planètes  donne 
les  six  équations  ci-après  j  dont  la  démonstration  n'appartient  pas 
à  la  seule  Trigonométrie ,  puisqu'elle  dépend  des  observations,  de 
la  loi  des  aue$  proportionnelles  aux  temps,  et  des  propriétés  de 
J'ellîpse.  Soient 

a  le  demi-grand  axe  de  Forbite  d'une  planète, 

b  le  demi-petit  axe I  iz  ranomalîevraîe> 

e  Texcentrlclté ,  a:  F  anomalie  excentrique^ 

r  le  rayon  vecteur  de  la  planète,         z  Tanomalie  moyenne^ 

On  aura,  en  adoptant  les  démonstrations  que  donne  M-  de  la  Lande 
dans  la  seconde  Ediùon  de  son  Astronomie  ,.  qui  est  ceUe  que  je 
cite  toujours ,  ; 

l*ÌQUA.TION,,.   Z^=i:  X   -H  ^  X    ÀtL^  y  ÌA^^  W4.1  )î 

2'    r  =.a  •+-  €  cos.x^  {A^tr.  3270) î 

5*     lang.^£/  sa  tang.|ar  y/^  j^-j  ,  {Astr.  i24o). 

Enfin  Téquation  suivante  <îonne  le  rapport  entre  les  quântîtéi 
constantes  a,  i,c:  '  -^ 

6*    aa  =r  bb  -h  ee^^X^str.  3269  )• 

Pour  simplifier  les  opérations  ,  on  fait  ordinairement  a  =  1  ; 
alors  il  faut  employer,  dans  les  calculs  numériques ,  des  valeurs 
de  b,  e^  r  proportlQjinelle&àJa  valeur  de  a  :3=  i.  Par  exemple  ^ 


DE    LA    THEORIE    PLAVl&TAlRfi.  3fJ$ 

fesTables(feMercure,dèM.delaLande,  donnenta  ==  3870^,88; 
0*=  'j^6o  :.  si  on  fait  a  ==  1 ,  la  valeur  de  e  sera  jgp^* 

Des  équations  précédentes  se  déduisent  les  huit  suivantes,  qui 
sont  fort  utiles,  et  que  nous  démontrerons  immédiatement  après 
les  avoir  (Sonnées. 

1  H-  -^  X   cos,x 
8*     ^r   «  —  V  X  îTpr  X  sia.uy 


lo»    ^u  =  d^z  X 


ab 


Ces  qttatre  équations  ne  sont  exactes  que  lorsque  les  âmérêti* 
lielles  sont  infiniment  petites^  Dans  les  autres  cas  je  leiir  substitue 
les  suivantes  comme  beaucoup  plus  approchées. 


ri'    ^x  = 


1  -<-  T  X  cos.(a;  -+-;8,x)' 
12*    V  =  —  8jz  X  ^  X  sin.(«  -t-i8i")î 

i4«    8>M  ==  8,z  X  (T^Tl^T?- 

768.  Démonstration  dés  équations  7*.  .7 . .  14'. 

En  prenant  Ibs  diifêrentiellés  finies  dans  Téquation  1%  on  a  ^z 
=  ^^  ■*"  T  X  2  sin.îS^x  cos.(x  -^;8>x),  (IL  3o*).  Mettant 
Bjj;  au  lieu  de  2  sin.  3  8» J^»  (aSp),  le  résultat  est  l'équation  11% 
laquelle  se  change  en  la  7*  lorsque  ^x  est  infiniment  petit  (i4o). 

En  opérant  de. même  sur  l'équation  2%  j'ai  8l,r  =  -ì^j^  ^  X  * 
sin.(x  — ï%x)\  ^x  devant  être  divisé  par  R",  (262),  parceque  r 
et  X  ne  sont  pas  des  quantités  de  même  nature  (ySo).  Je  change 
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les  sîgnos  ,  Je  substitue  au  mimera  te  ur  8^x  sa  valeur  prise  de 
equalioii  1 1%  et  j  ai  —  8^r  —  »^2  X  Tpr  X  ^  ^  .  co..i.  ^,^^.)^ 
Supposons  par  approximatìon  (yaa),  cpie  r,  x  et  n  anivent  en 
même  temps  à  h  moitié  de  leur  variation  :  i**-  le  dernier  dénomi* 
uateur  se  rédulia  par  la  2*  écjuatlon  à  (r  —  iâvO  ;  2*-  réquatioa 
4'  donnera  sin.Cx  -H.^â^x)  =  ^^^'^^^7^^"^'M  Substituons 
cette  valeur  dans  la  demiere  équation  ch dessus  ;  nous  aurons  la 
12%  qui  se  réduit  à  la  8%  lorsque  les  diffc re ntielles  sont  infiniment 
petites- 

Endi/Férentîantréquation  5%  on  a  (iSa),  — -^ ^-^^^-rs-,! 

— • ^^^  ^  .  o    .  ;  ;  tanît,}w  ;  tans.lx.  D'où  se  déduit  Ku  = 

3i*  X  5^rTrT^:nr+-fe'  I>«  celte  équation,  si  1  on  suppose  par 

approximalion  ;;;;;["  ^  v!  =  T^  '  **"  *"^  '^  9' '  '"^^  «^""^'"^ 
on  peut  supposer  aycc  autant  de  raison  ^.^  ^^  =^  ^^  >  .  ^^   , 

ce  qui  donne  8^w  =  ^x  X  lio  !!  +  &">  '  ^^  ^^'^^  ^^  général  une 
expression  plus  exacte  dans  l'équation  i3'  qui  tient  le  milieu  entre 
cette  dernière  et  la  '9*. 

En  mettant,  comme  nous  l'avons  déjà  fait ,  r  —  3  8yr  au  lieu  de 
a  H-  e  cos.(x  •+-  i^x) ,  l'équation  1 1*  devient  ^x  =  ^  J^  j!^^^« 
Substituant  dans  la  i3'  cette  valeur,  et  celle  de  sîn.(:t:  H- 38^0:) 
employée  ci-dessus,  on  aura  la  14%  qui.se  réduit  ensuite  à  la  10*. 

Les  formules  fondamentales  que  j'ai  réunies  (  'j6j)  pour  la  com- 
modité des  Astronomes,' vont  me  servir  utilement  ^vlx  la  résolution 
de  divers  problêmes,  dans  lesquels  je  suppose  toujours  colinues  lefc 
quantités  a,  ô,  e.  •    ' 

7^.  Problême  DÉ  Kepler.  Étant  donnée  V anomalie  moyenne, 
trower  V  anomalie  vraie. 

Solution  I.  Toute  la  difficulté  consiste  à  trouver  l'anomalie 
excentrique ,  puisque ,  cet  élément  connu  ,  l'équation  5*  donne 

aussitôt 


1 


r>V     PROBLÈME     DE     KïPLER.  877 

aussitôt  la  solution  du  problême.  Nous  nous  bornerons  donc  à 
chercher  x  par  le  moyen  de  Féquation  i*;  et  comme  il  n'y  a  point 
de  méthode  rigoureuse  pour  la  résoudre ,  nous  emploierons  ici  la 
méthode  générale  d'approximation  que  nous  avons  proposée  (364) , 
parcequ'aucune  autre  ne  nous  paroît  plus  expéditive. 

Si  l'on  donne  à  x  une  valeur  arbitraire,  l'équation  i*  produira 
une  erreur  sur  la  valeur  de  z.  Avec  cette  erreur  ^z  on  déterminera 
ensuite,  au  moyen  de  l'équation  ii%  la  correction  ^x  que  doit 
subir  la  valeur  supposée  de  x ,  pour  devenir  exacte.  Un  exemple 
démontrera  la  justesse  et  la  brièveté  de  cette  opération. 

Soit  z  =  90°,  et  cherchons  x  dans  l'orbite  de  Mercure.  Pour 
donner  à  x  dans  l'équation  i*  une  valeur  supposée  ,  très  appro- 
chée de  la  valeur  exacte ,  j'observe  d'abord  que  pour  les  six  pre- 
miers signes  de  l'anomalie  moyenne ,  c'est-à-dire  lorsque  x  est 
<  180°,  on  a  toujours  z  >  x,  et  au  contraire  z  <^  x  pour  les 
six  derniers  signes  de  l'anomalie  moyenne,  puisqu'alors  sin. a:  est 
négatif,  (42i).  Dans  le  cas  proposé  je  dois'  donc  supposer  x  <C  z. 
Je  commence  le  calcul  de  l'équation  i*  par  la  réduction  en  de- 
grés ,  de  la  valeur  de  -^ .  En  prenant  les  éléments  dans  les  tables 
de  M.  de  la  Lande ,  je  trouve 

log.  e   =   3,9009131 
compl.log.a   =   5,  4 1 2 1 78 1 

log.-^   =   9,  Si  3091 2 

(262),  log.R**   =    1,7581226 

log.  constant  1,0712138 

Et  par  conséquent  ~  X  R""  =  12*^  environ.  Pour  achever  le  calcul 

de  l'équation  1%  il  s'agit  de  choisir  un  arc  x  tel  que  son  sinus  mul- 
tiplié par  12*^  donne  un  produit  égal  à  z  — a:  où  à  90"*  —  x  dans 
le  cas  présent.  En  ouvrant  les  tables  des  sinus  naturels ,  je  re- 
connois  facilement  que  sin.  79*^  seroît  trop  grand  ,  et  sin.  78*^  trop 

Bbb 
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petit.  Je  fais  donc  x  ^  78**  3o',  et  réduisant  en  secondes  la  va- 
leur de  ^  X  R"  en  multipliant  cette  valeur  par  36oû ,  je  termine 
le  calcul  comme  il  suit  : 


log,  constant 


1,  07 1 21 38 
Iog.36oo   =^   3j  5563o25 
log.  sin.  78"  3o '    :=   9^9911927 

Somme  4»  ^^  87090 

Donc  ^  X  R''  X  sin. 78^30'    =   4i563",  20 
Mais  z  — ^  =  n"*  3o'    =   41400^',  OQ 
Donc  Terreur  9^^   =:        i63'\  a 

Je  suppose  par  approximation  %x  =  9^2:,  ce  qui  donne  1  ^x  = 
i'  22 '^  environ.  J'observe  que  mon  calcul  donnant  pour  z  une 
valeur  trop  grande ,  la  correction  ^x  doit  être  négative  ^  el  je  fais 
le  calcul  de  réqualîon  1 1\ 

log.  -^  pris  cî-dessus   =   9,  3 1 309 
log.cos.(a:  —  ^8^0:  =  78°  28' 40")    =   9^30048 

Somme  8,  61 357 


Donc -^  X  cos.(x — ìd\^)   =   0,041075 

compi. log.  1,041075   =   9,  98252 
log.(9^z  =  i63'',  2)    =    2,21272 

log.B^x   =   2,  19524J 

ce  qui  donne  8^0:  ==  —  i56^',  76  =  —  2''  36",  76;  et  par 
conséquent  x  =  78"^  27'  23" ,  24.  Cette  valeur  est  juste  à  moins 
d'un  7^  de  seconde  y  comme  on  pourra  le  vérifier  en  l'employant 
pour  calculer  l'équation  1*. 

770.  Poijr  démontrer  d'autant  plus  l'utilité  générale  de  ma  mé- 
^hode,  soit  z  =  180''  12'  27'%  83,  et  soit  demandé  de  trouver  or 


-> 
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dans  l\)ibite  de  la  comete  de  lySp ,  en  faisant  usage  des  éléments 
donnés  par  M.  de  la  Lande  (Astr.  3097). 

log.(e  =  17,492^5)    =    1,2428457 
compLlog.(a  ===  iS^O!j5y5)   =   8,7429037 

Ï^§-T  =   9^9857494 
log.R^  =    1, 7581226 

log.  constant  1,7438720 

Donc  -^  X  R**  =  55""  environ.  Il  faut  trouver  le  sinus  d'un  arc  a:; 
de  sorte  que  Je  produit  de  ce  sinus  par  55°  soit  égal  à  z  —  x.  En 
négligeant  pour  cette  recherche  les  180°  dans  Tune  et  dans  l'autre 
anomalie, ce  produit  prison  changeant  les  signes  sera  x  — 1 3'  .Après 
quelques  épreuves  sur  les  tables  des  sinus,  je  trouve  que  sin. 5**  10' 
=  0,09  peut  satisfaire  au  cas  proposé,  puisque  55**  X  0,09  = 
4%  95  =  4^57'  =  5°  10'  —  j3'.  Je  fais  donc  x  ==  i85°  10'. 

log.  constant         1 ,  7438720 

log.36oo  =^  3,5563o25 

log.  —  sin.  i85°  10'  =  8,9544991 

Somme  —  4,254673^ 

Et  par  conséquent  -^  X  R"  X  sin.  i85^  10'  ==  —  17975'',  195 
Mais  z  —  x=  180^12' 27'',  83 —  i85°io'  =:  —  17852  ',  170 

Donc  Terreur  8^z  =       1 23  " ,  o25 

Ce  calcul  donne  la  valeur  de  z  trop  petite  ;  celle  de  d\X  sera  donc 
additive.  Pour  les  comètes  on  ne  peut  supposer  ^x  =  d)Z.  Ainsi , 
dans  le-calcul  de  l'équation  11%  il  faut  employer ,  pour  arriver  à 
une  premiere  approximation,  cos.a:  au  lieu  de  cos.(a;  -HîB^x). 

log.-^  pris  ci'dessus  =  ^^^85y5 
log. — cos.(a:  =  i85°  10')  =  9,9*9823 

Somme  —  9,98398 
Donc  -^  X  COS.  a?  =  —  0,9638 

Bbbij 
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coinpLlog,(i  —  ^  cos,x  =  o,o362)  =  1,44^^9 

Ï^S-Oi^  ^  123^',  0^5)  =  2,09000 

log*8y^  ^=  3, 53 129 

On  a  donc,  pour  premiere  approximation^  â^J^=  56'  39",  Cette 
correction  étant  considérable^  on  s'en  servira  pour  reconimencer 
le  calcul  j  si  Ton  veut  obtenir  un  résultat  très  exact.  On  aura  alors 

^  X   R"   X  sin.iSd^  6'  40"  =  —  21249",  478 
z  —  a:  =  180^  12'  27'%83— 186^6'  40"  =  —  21252    ,  170 

Donc  Terreur  S^z  =  ^  "  >  69a 

Donc  -^  cos,(x=  186'' 6'  40 'M  ^= —  0,96222  ,  en  faisant  usage 
des  logarithmes  à  six  décimales,  et  8^x  =  ^^^'%  =  1  '  1 1  '' ,  aSS. 
Le  calcul  ayant  donné  z  trop  grand,  cette  correction  B^x  doit  ici 
se  soustraire.  Pour  l'avoir  avec  encore  plus  de  précision  ,  qu'oa 
emploie  actuellement  cos.(a:  —  i^x  =^  iSÔ" 6^  4'')  au  lieu  de 
cos.x  dans  le  dernier  calcul ,  comme  le  prescrit  Téquation  11%  et 
Ton  trouvera  d\^  =  —  1  '  1 1  "  1  29,  correction  absolument  exacte, 
puisque  si  Ton  calcule  l'équation  i*  en  faisant  x  =  186** 5'  28"  ,71 , 
on  trouve  précisément  z  =  iSo""  12'  27", 83. 

Comme  les  comètes  ne  sont  visibles  que  dans  le  voisinage  du 
périhélie,  et  que  par  cette  raison  c'est  ordinairement  de  leur  pé- 
rihélie que  se  comptent  leurs  anomalies,  il  faut  réduire  ces  ano- 
malies comme  si  elles  étoient  comptées  de  l'aphélie ,  lorsqu'on 
voudra  faire  usage  des  équations  (767)  qui  sont  construites  dans 
cette  hypothèse.  Pour  cet  effet  on  ajoutera  180**  aux  anomalies 
données ,  après  le  passage  au  périhélie ,  et  avant  ce  passage  on 
prendra  leur  supplément  à  1 80**^ 

771.  Solution  IL  En  poussant  jusqu'à  la  neuvième  puissance 
de  l'excentricité  les  opérations  de  M,  de  la  Lande  (Asir.  3335), 
dans  lesquelles  a  =  1 ,  on  trouve 


p 
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z   = 
tt  H-   2e  sin.M  -h   (I  e*  -H  i  e*  H-  ^  e^  -H  ris  ^•)  sin.2a 

-t-  (à  «'  "♦-  lis  «')  sin.7U  -f-  T^  ^^  sin.8a  -+-  7^  e'sin.pf/. 

Cette  série,  convertie  par  la  méthode  que  j'ai  proposée  (371,372), 
me  donne  la  suivante  qui  résout  le  problême  : 


u    = 

5     _.         Ï07     g7 

H- 

6^17 
368640 

Z  —  (2e  —  f  6^  -H  é  e^  -H  ^  6'  -H  S  en  sin.z 
(1^— ^^-+-ï^e^-H5^0sin.2Z— (^e^  — S^^H-IF.e^— g?^ 

H-(^  ^'  -  sa  ^')  sin.6z  _  (gzi  e^  _  iî^  e^  sin.7z 
^H-  ig  e«  sin.8z  —  ^  e^  sin.pz. 


M.  l'Abbé  Bossut  {Mémoires  des  Prix,  ij66)  a  donné,  pour 
parvenir  à  cette  dernière  série  ,  une  méthode  aussi  simple  qu'élé- 
gante, et  qui,  d'après  l'épreuve  que  j'en  ai  faite ,  n'est  pas  plus 
laborieuse  que  la  mienne.  Mais  comme  celle-ci  est  purement 
Irigonométrique ,  j'ai  dû  la  préférer  dans  ce  Traité  à  celle  de  ce 
savant  Géomètre.  J'observerai  qu'ayant  trouvé  par  l'une  et  l'autre 
ihéthode  les  mêmes  coefficients  numériques  jusqu'à  la  8'  puissance 
de  l'excentricité  inclusivement ,  je  ne  puis  douter  qu'ils  ne  soient 
exacts.  Je  n'ai  calculé  les  coëfEcients  de  la  9*  que  par  ma  méthode* 

M.  Jeaurat  (Mémoires présentés  àVAcad.  Tom. IV,  pag.  6o5) 
a  donné  une  série  poussée  jusqu'à  e®,  laquelle  sert  à  trouver  de 
même  le  rayon  vecteur  par  l'anomalie  moyenne. 

772.  Trouver  une  méthode  expéditive  pour  calculer  les  tables 
de  l'équation  du  centre,  et  du  rayon  vecteur  d'une  planète. 

On  peut  employer  les  formules  (767,  12%  i4')  pour  faire  ces 
calculs  avec  beaucoup  de  promptitude ,  et  d'ailleurs  avec  autant 
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d'exactitude  qu'on  peut  le  desber.  Nous  en  donnerons  un  exemple 
sur  l'orbite  la  plus  elliptique  »  en  cherchant  l'équation  du  centre  et 
le  rayon  vecteur  de  Mercure  pour  i^d^anomalîe  moyenne, 

Partoas  de  z  =  o ;  alors  r  =  a  -^  e^  et  B^z  =  i°.  En  cal- 
<mlant  féquation  14*  avec  les  éléments  de  Torbîte  pris  dans  PAs* 
tronomie  de  M*  de  la  Lande ,  et  employant  dans  le  premier  calcul 
r  au  lieu  de  (r  —  i^r) ,  parceque  8^r  n'est  pas  encore  connu, 
on  a 

bg.CBj2  =.  36ûo'')   =;   3,  5563oi25 

log^a    ^    4^  5878219 

iog*b    =    ^^5^84400 

log.conslant  2, 7225644 

compLlog.rr  :=r   0,6619268 

log-8^u  =  3,384491 

Et  par  conséquent  ^u  ^  40'  nV  y  77  à  très  peu  près- 

Nommant  cf  Téquation  du  centre,  on  sait  que  z  —  u  =  q  ^ 
ce  qui  donne  ^z  —  9^«=  d\q*  Donc,  dans  notre  exemple  , 
3^9  =r-  60'  —  40'  24''  ^  19'  36''.  C'est  la  diflerence  de  Féqua- 
tion  du  centre,  pour  les  deux  cas  de  z  ==  o  et  de  z  =  1*-  Maïs 
on  sait  encore  que  lorsque  z  =  o ,  on  a  de  même  w  =  o ,  et  par 
conséquent  ^  =  o.  Donc  lorsque  z  =  i*",  w  =  40'  24"»  ^'^ 
<jI  =  19'  36";  ce  qui  est  précisément  Téquatîon  du  centre  de 
Mercure ,  à  1°  d'anomalie  moyenne ,  dans  les  Tables  de  M.  de  la 
Lande. 

Pour  le  calcul  du  rayon  vecteur,  il  est  à  propos  de  convertir 
l'équation  12*  de  maniere  qu'elle  donne  les  différences  des  loga- 
rithmes, parceque  ce  sont  les  logarithmes  que  les  tables  renfer- 
ment. En  prenant  le  premier  terme  de  la  série  (G),  (175),  beau- 
coup plus  exact  que  le  premier  terme  de  la  série  (E),  on  a  —  S^log.r 

=  —  MX  ^  _  ^  ^^  ;  et  substituant  la  valeur  de  3^r,  (767,  12*), 
équation  qui  se  calcule  comme  il  suit  : 


"> 
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(177),  log.M  =  9,  6377843 

log.a  =:  4,  5878'ai9 

log.e  =  3,  9009131 

Iog.8^z  =  3,  5563o25 

compl.log.ô  =  5,4^^^600 

(262),  compl.log.  R"  =4,6855749 

log. constant         i,  789957 

log.sîn.(a  H-  '^^u  ==  o"*  20'  12")  =  7,  769075 

compl.log.(r  =  a  -+-  e)  ==  5,  33o963 

log-(—  8^%0  =  4^889995 


Ce  logarithme  donne  ^  log./*  =  —  o,  0000078 

Mais  log.r  =  4»  6690366 

Somme         4, 6690288 

Et  tel  est  en  efFet  dans  les  tables  de  M.  de  la  Lande  le  log.  du  rayon 
vecteur  de  Mercure ,  à  i""  d'anomalie  moyenne. 

La  valeur  trouvée  de  S^log.  r  sert  à  corriger  les  deux  calculs 
précédents  où  on  auroit  dû  employer  log.(r  —  i8|^)  au  lieu  de 
log.r.  Cette  correction  se  réduit  à  ajouter  4  au  dernier  chiffre  de 
log.(  —  3^  log.r)  ,  ce  qui  n'altère  point  dans  ce  cas  la  valeur  de 
8^1og.r,  et  à  ajouter  8  au  dernier  chiffre  de  log.S^i/,  ce  qui  donne 
plus  exactement  8^(/  =  40'  23",  81. 

En  faisant  z  =  1°,  on  trouvera  de  même  les  valeurs  de  u  et 
de  q  correspondantes  à  z  =  2°;  et  on  procédera  de  la  même 
maniere  de  degré  en  degré.  Pour  se  convaincre  de  la  promptitude 
de  ces  opérations,  il  suffit  d'observer  l^  que  la  marche  des  valeurs 
successives  de  S^log.r  avertit  le  Calculateur  de  la  valeur  très  appro- 
chée de  la  quantité  log.(r  —  ;  8^r)  qu'il  doit  employer  dans  cha- 
que calcul;  ce  qui  lui  épargne  le  travail  des  corrections  :  2°.  qu'au 
moyen  des  logarithmes  constants  y  les  deux  calculs  de  l'équation 
du  centre  et  du  rayon  vecteur  n'exigent  d'autre  recherche  que 
celle  de  trois  logarithmes  pour  chaque  degré  d'anomalie  moyenne* 
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On  pourroit  craindre,  en  se  servant  de  formules  dont  rexacti- 
tude  est  à  la  vérité  très  approchée,  mais  non  pas  rigoureuse  ,  que 
raccumulation  des  erreurs  ne  devînt  telle  qu'eUe  dût  mériter  atten* 
lion.  Mais  il  sera  facile  de  se  rassurer  en  faisant  de  temps  en  temps 
les  calculs  parle  moyen  des  équations  (767,  i%  2%  5')  ,  et  cher- 
chant X  par  la  méthode  (769).  Je  suppose  par  exemple  que  ces 
calculs  plus  rigoureux  se  fassent  de  3o°  en  3d*  d'anomalie  moyenne.  j 
Ensuite  pour  faire  avec  plus  de  sûreté  les  calculs  intermédiaires  au^J 
moyen  de  mes  formules  différentielles,  i^  on  tiendra  compte  deslH 
centièmes  de  seconde ,  dans  la  formation  des  valeurs  successives 
de  «  et  de  ^  ;  a\  on  formera  les  logarithmes  successifs  du  rayon 
vecteur  au  moins  avec  une  décimale  de  plus  que  ce  qu'on  veut  ea 
donner  aux  logaritlimes  de  la  table  ;  3^  on  partira  de  o**  d*ano- 
malie  moyenne  pour  monter  jusqu'à  î5%  et  de  3o''  pour  des* 
cendre  jusqu'à  i  5""  :  on  s'y  prendra  de  même  pour  les  autres  Inter- 
valles, 

Observons  que  les  équations  13%  14%  et  au  lieu  de  celles-là  » 
les  8*^  et  10'  sont  singulièrement  propres  à  fournir  avec  une  grande 
précision  les  parties  proportionnelles  dans  les  tables  déjà  faites  ; 
lorsque  par  la  règle  de  trois  qu'on  emploie  ordinairemenl:  on  ne 
pourra  obtenir  toute  l'exactitude  désirée,  à  cause  de  la  trop 
grande  inégalité  des  variations  de  l'équation  du  centre,  et  du  loga- 
rithme du  rayon  vecteur. 

773.  Trouver  la  plus  grande  équation  du  centre  dtune  planète: 

Au  point  de  la  plus  grande  valeur  de  7,  on  a  8^^  =  o,  (141); 

par  conséquent  l'équation  (772),  \q  =i=   8^z  —  \u^  donne, 

dans  ce  cas,  9^z  =  \u.  Donc  alors  ah  =  rr,  (767,  lo*),  ou 

r  =  \/ab  =  ^.,^^.03^1  ^7^7^  3*).  De  cette  dernière  équation 
on  tire 

cos.u    =    ^ • 

e 

Cette  formule  est  simple  et  peut-être  neuve.  Mais  comme  la  diflSS- 

rencc 
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rcnce  entre  les  deux  termes  du  numérateur  se  trouvé  ordinaire- 
ment petite^  ce  qui  peut  nuire  ^  Texactitu^e  des,  3econdes  dapf^Ia 
valeur  de  u,  je  transforme  cette  équation,  et  j^aî  (1. 4^*)  t 

tang.itt==y — 21 ,   ■  /i 


lî.vF 


Maïs  (a  —  e)  (a  -4-  c)  =  W,  (,'j6j^  (?)  :  prêtant  .dans  {Cette 
équation  les  valeurs  de  a  -+-  e  ==  ^-^  et  de  a  -^  «  =  jqp-t 
les  substituant  dans  l'équation  précédente  ,  et  divisant  la  fraction 
par  b  y/— t  j'obtiens  l'expression  Suivvitte'^qtû  peut  èàrè  plu» 
«ommode  pour  l'usage  des  logarithmes  : -'  ''■'.         •  .      "' 

_    /l      —     T^— 

tang. 


Î-J«=VV       ^' 


y/ab 


i.I  '-•li.lJ 


Uune  ou  Tautire  de  ces  deux  dernières  fornuiles  fera  coqqotlT* 
^vec  précision  Tanomalie  vraie  cprrespondantejà  la  plvi^  gfïin^^ 
/^uation  du  centre,  ^a.yaleur  trouvée  de  tang.^u  sera  utile  pour 
Je  calcul  de  Téquadon  5*  (^j6j)^  qui  fera  connoître  Tanomalie  ex7 
cehtrique ,  de  laquelle  on  dé^uir^  ensuite  Vappn^a^e  jcnpyei^e.  ea 
employât  r.éqjuation  i*^  e^^enfiijiréquadoii^  ss.zvt-t  14  donnera 
la  plus  grande  valeur  chexcliée.      ,  ^  .. 

774;  Ttoui^r  une  méthode  expédidi^e:  pour  calculer  la  table 
générale  du  mowement  des  comètes  dans  une  orbite  parabo^ 
4ique.  ,    , . 

î^oi^mons  t  le  temps  écoulé  depuisle  passage  au  pédhélie ,  da 
la  comete  de  109  jours  :  (c'est  ainsi  qu'on  appeilla  la  cotnete. dont 
la  distance  périhélie  seroit  égale  à  la  distance  moyenne  du  soleil  à 
là  Terre,  parceqùe  cette  comete  en  partant  du  périhélie  parcour- 
roit  po'"  d'anomalie  vraie  en  109  jours).Nous  considérons  le  temps  t 
tomme  mtapxé  êi  jours  et  dédmales'  dé  ]ù\xis.     '  '  *  *^  ""  '  * 
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^"S.IiÛli  a  (Ulande,  Asin  3û34), 


tang.*  Ì  a  H-  3  tang,|  et  == 


El  en  différentìant ,   ^^^i:" 


acot.    fM 


a:^(i  -4-  tao^-'l")  = 


(I-  1^*).  Je  mets,  pour 


^pUis  d*exactltijdfi^  005,5(1^  -+-  fS^^)  au  Heu  de  cos^^i  comme  me 
l'indiquent  par  analode  les  diÛférenUeUes  finies  des  lignes  trìgono- 
métrîdues,  et  fRI  '  ^  '^.'^)  '''^  —•  '^ 


métrî(^nes,  et  j 

JLe  façtpiir  R"  es^nécessai^e  pour  obtei>iy  9^'^  en  çecoudes, 

11  est  évident  que  la  fraçiji^n  |y:^°|-  étant  una  quantité  con^ 
tante  dans  le  calcul  d'une  table,  ce  calcul  doit  se  faire  très  rapide- 
ment en  employant  la  fornitile  qne  je  viens  de  donner,  U  sera  de 
plus  très  exacte  lorsqu'on  ti<;ndra  compte  des  centièmes  de  secondes 
dans  la  formation  des  valeurs  successives  de  li,  comme  je  l'ai  dit 
X  77^),  et  lorsque  pour  obvier  à  l'accumulation  des  petites  erreurs» 
'i>n  résoudi"â  par  intervalles  l'éqnàtion  (F),  en  employant  la  valeur 
cië  W  trouvée  par  le  moyen  de  Féquation  (Q)\  et  cherchant  celle 
de  t  :  Terreur  de  celle-ci  étant  connue,  il  est  facile  de  corriger 
Përi'èut^d'ë'ï^ ,  en  employant  la  même  fonhule  (G). 
^^^"la  tkMe^^généralo'dtì  ttiotii^inè^  ccmétcs  à  él^  réc^çàlèe 
avec  le  plus  grand  soin  et  augmentée*  Jiàîr' le  P.  Pir^^  dahs  ion 
tkcê\]^tfMitë\surle3  Carnet.  Côpeiiddfit  ie^  formulé»  (It)V(G) 
peuvent  eticore  avoir  leur  application ,  soit  pour  la  vérification  de 
cette  table  ou  de  toute  autre  de  la  même  espece,  soit  pour  trouver 
tes  quantités [interqiédia^es  OU)  les  parties  'ptopcA^tioiinefieâayecla 
iiltis  grande  precisione' 

775.  Trofiif^r  le  ijiowemenl  Horaire  d'une  pÎanéie  en  lón^tu^è. 

En  nommant  3^zlemouvep;i«çiithojfi\rç  moyen  en  longitude,  ^n 
le  mouvement  horaire  vj^fSyjÇ|Vj^^^^    .  Cje^  v^^^^nis^^^cex}^ 


Du  Móvvikkìfi  koîiÂiKt  ì5es  ttAntt^s.  Ì8y 
d'anomalìe  correspondante  éUìn t  àehsiSleihent  égaiix  pour  un  tempi 
dTuné  heure;  la  formule  (767,  x4')  donne  k  solution  clè  ce  pro- 
blème avec  plus  d'exactitride  qu'on  n'en  peut  désîi'er  <lans  uri  pas- 
sage de  Mercure  ou  de  Vëriùsf sfur  lé  disque  c^ù  Soleil: la  lò*  suflSra» 
lofsè[ue  te  ptòhìètné  n'isixigèfâ'  pas  autàtii:  dé  précision. 

Si  Ton  veut  aVbîr  le  mouvement  horaire  féduît  âii  plan  de 
l'êcliptique,  qu'on  représente  ce  mouvement  par  AE,  et  le  mou-  Fig,^2 
vement  correspondant  sur  l'orbite  par  CD.  Puisque  A  =  90*"  c=  E, 
les  angles  A  et  B  sont  constants,  et  changeant  C  en  A  et  A  en  C 
daûfe  l'analogie  infinitésimale  ((579),  on  aura  S^AB  l  8^BC  1 1  cos.'B* 
l  COS.*  AC.  Mais  AC  est  la  latitude  héliocentrîque  de  la  planète, 
B  l'inclinaison  de  l'orbite,  8^BC  ==  CD  =  3^£i.  Donc  en  faisant: 
AE  ou  SjAB  =  ^u' ,  et  mettant  dans  l'analogie  la  valeur  (76^^16^ 
de  ^u ,  on  aura 

9\U     —  th«    ^    —    X    COS.*  Air.*  • 

776.  Trouver  le  mowement  horaire  d'une  planète  en  latitudéi 
La  distance  à  une  planète ,  comptée  de  son  nœud  ascendant  ; 
selon  Tordre  des  sîguesi,  sur  l'orbite,  se  nonurie  argumeni  de  laii" 
lude.  Comme  le  mouvement  du  ncéud  est  insensible  dans  un  temps 
d'une  héiire ,  on  a  ^drg.ldt.  ^=i,^long.  plan.  =  8|^,  (775).  Cela 
pbs^,  je' pl-énds  l'équatìón  (Jlstr.  lia  Laridé,  1129)  ,  sin.  lat.  = 
sin.inçL  sxn.àrg.ldt.  :^  sin.incL  Sin.disLQ^  et  difierendànt  j'ai 
^Tàt.  cosJaÎ.  :^^ù(x>s[dist[l^sin.ihcL  =  ^ûsïn.iat.coUdisL^. 
En  substituant  la  valeur  de  d\Uj  (767,  to'),  et  désignant  encore 
pat  d\Z  le  mouvement  horaire,  moyeii  en  longitude,  j^oblïéns  la 
formulé  suivante^ 

8|&^  =a  Si^js  X  7-   X  taitig.lat,  cot.dtst.Q^. 


Sdir  Ab i'éèTîptitjùë  ,  et  supposons  que  les  signes  pfbcèàènt  pig.-^i 
de  B'eh  A^;sbît  ÀCi'ofbite'd'urie  placete  P,  e^trorbîte  d'ùne^ 
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Fîg7i  autre  planète  p.  Je  considère  d'abord  refibt  de  T attraction  de  la 
planète  p^  en  raison  duquel  le  nœud  C  des  deux  orbites  rétrograde 
sur  Torblte  BC,  de  sorte  que  rorbite  troublée  AC  se  trouve,  par 
exemple ,  dans  Ja  situation  aa  II  est  visible  que  cette  perturbation 
lî 'altere  pas  Tangle  B  :  de  plus  l'altération  qu'éprouve  Tangle  C  de 
rinclinaison  mutuelle  des  deux  orbites  est  si  foible  ,  d'après  les 
observations ,  que  relativement  au  mouvement  des  nœuds  on  peut 
la  considérer  comme  une  quantité  à-peu-près  nulle ,  et  supposer 
sans  scrupule  que  C=  c.  Donc  le  triangle  ABC ,  en  se  changeant 
en  ûBc^  conserva  comme  constants  les  angles  B  et  C;  on  a  pai 
conséquent  (éj5)i 

(H),....,   B^BC   ;  BjAB  ::  1  :  cos.B  -h  sin.e  cos-AB  œt.A. 

Or  8yBC  est  le  mouvement  rétrograde  Ce  de  l'orbite  troublée ,  sur 
celle  de  la  planète  troublante ,  et  k  quantité  de  ce  mouvement  est 
déterminée  par  la  théorie  de  Fat  traction  ;  S^AB  est  le  mouvement 
cherché  au  nœud  A  de  l'orbite  troublée,  sur  réclîptique;  B  ou 
CBA  est  rinclinaison  de  l'orbite  perturbatrice  ;  A  ou  BAC  est  le 
supplément  de  Tinclinaison  de  Torbite  troublée;  AB  est  la  distance 
entré  les  nœuds  des  deux  plaiietes  sur  réclîptique.  Les  trois  der- 
nières quantités  sont  toujours  connues;  et  par  conséquent  notre 
formule  (H)  a  Favantage  de  résoudre  immédiatement  le  problêmCf 
en  donnant  Tînconnue  sans  qu^on  soît  obligé  à  aucun  calcul  préK^^ 
mînaîre  pour  déterminer  la  valeur  de  quelque  autre  partie  du 
triangle  ABC.      .  ^  i  .       ^ 

Pour  Irouver  mam tenant  le  mouvement  du  nœud  de  la  pla- 
JFjg.72  néle  p^  produit  par  1  attraction  de  la  planète  r,  <m  appellera  BC 
l'orbite  de  celle-ci,  AC  l'orbite  de  p,  transportée  en  ac  parla 
perturbation  ;.et  l'analogie  (H)^rê90uçJra  encore  ce  problème.  On 
observera  seulement  qu'ici  BAC  est  l'inclinaison  de  l'orbite,  trou- 
blée,  et  B  le  supplément  de  l'inqlinaison  de  l'orbite  perturbatrice. 

Si  Von  nomme  PP  la  planète  trouplante,  pp  la  planète  trou- 
blée ,  m  le  mouvement  de  To^bite  troublée  sur  celle  de  la  planète 


I 
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troublante ,  et  qu'on  observe  qu'au  lieu  de  Tangle  d'inclinaison  tde 
celle  des  deux  planètes  dont  le  nœud  est  plus  avancé  en  longitude, 
on  doit  employer  le  supplément  de  ce  même  angle,  l'analogie  (K> 
donnera  généralement  ' 

(K>...  MouYtmentduoceud  =  m  {co%,ind,PP  +  m.md,PP  coê»dlêt,nmudt  cotincLpp). 

778.  La  fig.  71  suppose  rétrograde  le  mouvement  Aa  du  nœud 
A  sur  Técliptique  ;  la  fig,  72  le  suppose  direct.  Ce  seroit  le  contraîref 
si  ca  coupoît  CA  entre  les  points  A  et  C,  comme  cela  arrive  aussi. 
Il  importe  donc  d'avoir  une  règle  générale  pour  déterminer  dans 
quel  cas  le  mouvement  cherché  est  direct,  ef  dans  quel  autre  il  est 
rétrograde.  Les  signes  que  j'ai  donnés  aux  différentielles  dans  la 
construction  de  mes  analogies  conduisent  à  cette  règle.  Puisque 
S^BC  et  8^ AB  ont  le  même  signe  dans  l'analogie  (H),  il  s'ensuit 
(726)  que  ces  variations  se  font  dans  un  même  sens  lorsque  le 
quatrième  terme  de  l'analogie  est  positif,  et  en  sens  contraires  lors- 
que ce  terme  est  négatif.  Or  dans  le  système  de  l'attraction ,  le 
mouvement  Ce  est  toujours  rétrograde;  ensorte  que  BC  diminue» 
et  que  8yBC  est  négatif.  De  plus  la  diminution  de  AB  indique  le 
mouvement  rétrograde  dans  le  cas  de  la  fig*7i,  et  le  mouvement 
direct  dans  le  cas  de  la  fig.  72.  Donc  le  mouvement  du  nœud 
ascendant  de  la  planète  troublée  est  ou  direct  ou  rétrograde ,  selon 
que  le  nœud  ascendant  de  la  planète  troublante  est  plus  avancé  oit 
moins  ayancé  en  longitude  que  le  nœud  de  la  planète  troublée. 
Cette  règle  suppose  positif  le  facteur  binôme  dé  m  dans  Féquation 
(K)  :  lorsqu'il  sera  àégâtif ,  on  mettra  dans  hi  même  r^e  nioiru 
au  lieu  de  plus,  et  plus  au  Heu  de  moins.  De  cette  maniere  on 
n'aura  pas  besoin  de  consulter  une  figure  pour  sé  guider  dans  le 
calcul.    '   "  ..■■:•     lî  '■     : 

779«  Appliquons  notre  solution  et  nos  règles  â  un  exemple  dans 
lequel  nous  ferons  abstraction  de  la  valeur  absolue  de  S|BC  et  de 
3^AB.  La  lon^tude  du  nœud  de  Saturne  est  actuellement  3*  22% 
celle  du  nœud  de  Mars  1'  18%  Doxu:  la  distance  des  nœuds  est  de 
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3*4''  r=  6if,  LlncHnmson  de  Forbite  de  SaÈutne  est  de  2^  3o', 
celle  de  Mars  de  t^  5i',  Si  on  chetche  YeÏÏùt  de  T^t traction  de' 
Mars  sur  le  nœud  de  Saturne,  onalo^.cos  JncI.PP,  :^Iog.côs.î'5i' 
=^  9,  ^^^8\  et  log»(sm,  IncLPP  cos.disi* nœuds  cotJncLpp)  === 
log,(sîn,  i^  Si'  cos<64*  cot,  177''  3o')  =  — ^  9,  5107  ,  logarithme 
d'une  quantité  négative  (734)-  Comme  ce  logarithme  est  plus  petit 
que  le  précédent  ^  il  s'ensuit  que  le  facteur  binôme  de  m  est  une 
quantité  positive  ;  et  puisque  le  nœud  de  Mars  ,  planète  trou- 
blante, est  moins  avancé  en  longitude  que  le  nœud  de  Saturne  g 
le  mouvement  du  nœud  de  Saturne ,  en  vertu  de  Tattraction  de 
Mars ,  sera  rétfograde. 

Si  Ton  cherche  TefFet  de  Tattraction  de  Saturne  sur  le  nœud 
de  Mars,  on  a  log,  ces- mcA  PP  =  log.  cos.  177''  3o'  =  — . 
cji^  999  6  ;  et  log,  (  sin-  ificL  PP  cos,  dis  t.  nœuds  cot,  incLpp  )  =^ 
log.(sina77''  3o'  cos.64'*  cot,  i*  5i  '  )  =:  9,  77^3,  Le  facteur  de  m 
est  donc  né^tif ,  et  par  conséquent  on  doit  changer  moins  en  plus 
dans  la  règle,  et  les  mots  plus  et  rétrograde  se  correspondronf. 
Mais  le  nœud  de  Saturne  ou  de  la  planète  troublante  ,  est  le  plus 
avancé  en  longitude  ;  donc  aussi  Fattraction  de  Saturne  fait  rétro- 
grader  le  nœud  de  Mars. 

.    78.0.  Trouver  le  maximum  du  moui^ement  du  nœud  d'un  satellite 
sur  l'orbite  dé  Jupiter,  causé  par  Vauraetion  d'un  autre  satellite., 

Fi<^.7i  ^9^^  BA.  Forbite  de  Jupiter,  pC  çellç  du  satellite  troublant,  AC 
celle  du  satellite  troublé, J^l  résulte  ^dès'p|ertiirbatÌQns  continuelles 
que  les  nœuds  A  çt  Ç  rétrogradant  en  ae^  en  c,  et  successivement 
de  pljLisen  plus,.se  confondent  enfin  avec  le  nœud  B;- puis  Forbite 

Fig.72  troublée  AÇ  passe  ^^u-delà  et- s'avance  de  l'autre  côté  du  nœud  B, 
jusqu'à  ce  que  le  nœud^  A  arrive  à  la  plus  grande  distance  possible 
du  nœud  B.  Alors  l'orbite  AC  se  rapproche  de  nouveau ,  les  nœuds 
A  et  C  i«Vi^flhetirser'cònfòndrfe^àvfeC^l^^  By'pltiîé  lef  nòetìa  A 

rig»7i  s'ëloiçne  de  ft  jtisqtf à^ccf;qtfô  là  dîstàrtcér  AS  solida' plus  grahdc?* 
pbssiblè.  ÊeWôètïd' A  dlPsktetilèr Ûtiuhië^'^  vîeîit^fiSi  përiWâil^ 
qûeiîTe^nt^c^é- diTâqûe  cÔtéMii^^itoSKd^B'^chi  satellite 'trohbîàhtl  OtW 
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4>lu$  grande  valeur  de  AB  est  ce  qu'A  est  question  de  déterminer. 

lx)rsqu'un  triangle  a  deux  parties  constantes ,  les  questions  de 
mvcimU  et  de  minimU  des  parties  variables  se  résolvent  iinmédia* 
tement  par  la  Trigonométrre ,  (on  en  verra  (83 1,  83a)  d'autres 
^Jiemples)  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'avoir  secours  aux  opérations 
quelquefois  pénibles  du  calcul  différenlièl  qu'exige  la  règle  (i  40* 

En  effet  dans  le  triangle  ABC  on  a  sin.B  *  sin.C  I  \  sin.AC  \ 
sin, AB,  Mais  les  angles  B  et  C  sont  constants  irjj'j)^  il  est  donc 
évident,  par  les  tables  des  sinus  ,  que  sin. AB  sera  le  plus  ^and 
possible  quand  ou  aura  AC  s=  90?,  et  que  si  alors  AB  est  <  90% 
ce  sera  aussi  le  moment  du  maximum^ de  AB.  Mais  lorsque  AC  ssx 
po**,  en  premier  lieu  AB  ne  peut  être  de  90**,  parceque  (4^7)  B 
serpit  aussi  de  ^o^'y  ce  qui  n'est  pas^  puisqulil  s*en  &u*  qu'aucun 
des,  satellites,  de  Jupiter  ait  son  orbite  perpendiculaire  sur  l'orbite 
de  cette  planète  :  en.  second  lieu  Afi  ne  peut  être  plus  grand  que 
90**;  car  (VIL  i6'),  comme  AC  =5  90**,  cot^B  =1  —  cos,AB 
COL  A,  ou  COS.  AB  =  —  tang.A  cot.B,  etlesdeuxangles  A  etB 
du  triangle  ABC  étant  évidemment  et  nécessairement  d'espèces 
différentes,  il  s'ensuit  que  cos.AB  est  toujours  positif.  Donc  la  dis- 
tance qu'apporte  entre  les  nœuds  dé  deux  satellites  l'attraction  de 
l'un  des  deux  (abstraction  faite  de  la  réaction  du  satellite  troublé) 
est  la  plus  grande  possible,  lorsque  l'intersection  commune  de  leurs 
orbitessest  à  90^  du  nœud  du  satellite  troublé. 

La  dernière  ^quatioa ,  ;Cos..AB^  =  —  tang.  A  .cat.B ,  fera  donc 
çonnottre  aiséoMUt  la  plus  grande  valeur  de  ABi 

781.  M.  de  la  Lande  a  le  premier  reconnu  que  les  perturbations 
dpwent  altérer  V inclinaison  des  orbites  planétaires  sur  Vécliptique; 
découverte  très  importante,  sur-tputpar  son  applicationauxchang^^ 
xvents. d'inclinaison  des  orbitesides  satellites  sur  l'orbite  de  Jupiter^ 
Comme  je  ne  crois  pas  que  pour  déterminer  ces  changements  on 
puiss.e.iien  ajouter  à  la  formule  et  à  la  règle  données  p^  ce  célèbre 
Astronome  {^Astr.  1377  à  i38i),  je  me  contente  de  les  indiquer 
au  JLecteur. 
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782.  Trou%^er  le  changement  de  t ascension  droite,  de  la  hnp- 
iude,  de  la  latitude  et  de  l* angle  de  position  des  astres  ^  et  celui  d^ 
t  obliquité  de  récliptiqu£^  occasionnés  par  Vatiraciion  des  planètes 
sur  la  Terre. 
■fîg.ya  Soit  AC  réclîpdqtie ,  Tordre  des  signes  de  A  en  C ,  AB  Téqua*^ 
leur,  A  le  premier  point  du  beïicr,  BC  l'orbite  d'une  planète  dont 
Tatlraclion  sur  la  Terre  déplace  récliptique  de  AC  en  ac.  Les  an- 
gles B,C  étant  constants  (777)?  et  la  théorie  de  Tattraclion  donnant 
la  quantité  Ce  que  nous  avons  appeUée  m  y  on  demande  d'abord 
la  valeur  de  Aii^  variation  de  AB  ou  de  F  ascension  droite  des  as- 
pires, qui  se  compte  du  point  A,  et  la  valeur  de  (CAB  —  caB)^ 
variation  deTangle  A  ou  de  lobliquité  de  TécUptique*  Or  (673, 
664),  3^BC  :  S^AB  :  :  sin. a  ;  sinX  cos.AC,  et  3^BC  :  8^A  :  ; 
1  ;  sin. AC  sinX,  Donc»  nommant  PP  la  planète  troublante,  ^ 
la  longitude  de  son  nœud  ascendant,  et  remarquant  que  B^BC  est 
négative  {778),  d'où  s'ensuit  la  diminution  de  AB  ainsi  que  de  A| 
lorsque  COS.  AC  et  sin* AC  sont  respectivement  positifs  (4a);  on  a> 

(K),,.  dimîn./ï5c,rfr,  =  m  cos.^^   X   '^!^:!^ 

La  diminution  devient  augrnentadon  dans  ces  foltnulesV  lorsque  le 
second  membre  est  négatif. 

En  appliquant  ces  formules  à  chacune  des  ' jilanéles  afuccessive- 
ment  5  et  prenant  la  somme  des  ré^tiltatS  de  éhà^ùè- formulé  i  6n  a 
Teffet  total  des  perturbations  planétaires  stìr  rakénsioii  droîlé  dès 
astres  et  sur  l'obliquité  de  récliplîqne.      >       '  «  •' ■ 

Fig.73  Soit  maintenant  P  le  pôle  du  Monde  ,  E  celui  dé  l'édiptique^ 
S  le  lieu  d'un  astre ,  L  la  situation  nouvelle  du  pôle  dé  récBptîquè 
troublée  par  la  somme  des  attractions  dés  plantefés.  On  connòfl  p>àir 
les  formules  précédentes  le  petit  angle  EPL  qui  est  Ik  diminution 
de  Tascension  droite ,  commune  à  tous  les  astres,  et  (PE  —  PL) 
qui  est  la  diminution  de  l'obliquité  :  on  demande  la  variation  qui  a 
lieu , 'à  raison  de  ces  diminutions,  sur  l'angle  E  ou  sur  les  longitudes 

des 
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des  astres ,  sur  le  côté  ES  ou  sur  leurs  latitudes,  et  sur  l'angle  S  de 
posîtîon. 

En  se  changeant  en  PLS,  le  triangle  PES  conserve  comme  coxì9^ 
tant  le  seul  côté  PS  (d'où  il  suit^  pour  le  remarquer  en  passant t 
que  les  déclinaisons  des  astres  ne  sont  point  altérées  par  les  pertur^ 
balions  planétaires).  J'emploierai  donc  la  méthode  que  j'ai  donnée 
(284  ),  Je  suppose  d'abord  que  l'angle  EPS  est  de  même  constant  ; 
puis  faisant  P=:A,  S=:B,  E=:C,  et  changeant  les  signes  dauf 
le  premier  rapport  des  analogies  infinitésimales  (545,  55o,  54 il),. 
ces  analogies  me  donnent 

8^E  ;    —   8^PE    ;:    sin.E    :    tang.ES 

~  8|ES  :  —  8^FE  :  :  cos-e  :  i 
—  8|S  :  —  a^PE  :  :  sin.E  :  sin.Es. 

Je  suppose  actuellement  qu'indépendamment  de  PS,  PE  soit  cons- 
tant. J'aurai  (642,  63x,  635), 

8^E  :  —  8jP  :  ;  cos.PE  —  sin,PE  cos.p  ç(?t.ES  I  1 
—  8^ES  :    —  8^P  :  :  sin.PE  sin.E  :   1 
S^S  :    —•  8^P  ;:  sin.PE  C0S.E  :  sin.ES. 

Prenant  les  sommes  des  deux  valeurs  partielles  de  8^E ,  de  8^ES 
et  de  S^S  données  pat;  ces  six  analogies,  je  trouve 

8^E  =-^8^PE  sin.E  cot.ES  -^3^P(cos.PE  — sm.PEcos.E  cot.ES), 
^  a^S  ^  ^  8yPE  COS.E  —  3|P  SÌP.PJE  sin-E , 

c^  Q   a^PE  sin.E  —  8^P  sin.PE  cq«.E 

—  e»^^  — ^^^ — ^ . 

La  diminution  de  la  longitude ,  correspondante  à  la  quantité  —  8^P 
cos.PE ,  est  commune  à  tous  les  astres ,  ensorte  qu'on  peut  la  né- 
gliger ici  et  la  laisser  confondue  avec  la  précession  des  équinoxes 
(784);  car  l'objet  des  fonnules  précédentes  est  de  cannottre  et  de 
distìnguer  des  variations  communes  à  tous  les  astres  la  variation 
propre  et  particulière  que  les  perturbations  occasionnenf  sur  la 
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*Fîg73  pmîHoii        ri  asJrc  donné.  Ctïk  posé ,  rappelIons-7ï****  que  Ton  a 
(740)  I  E  —  90^  —  lùng, ,  ES  =  90"  —  iûL ,  P  =  90^  -4-  ascdn » 
K  FE  =  ^       ;  par  conséquent  S^E  =  —  S^/^'?^'  =  —  van/o//^,, 

M         diiïj,*  gk^  et  â^PE  =  d)ohh  ^^  —  dîm.oi/.  (  Je  donne  le  signe 

l^^j  f.asc.^n  et  à  (ìun.aòL ,  parcequ'on  auroit  leiirs  valeurs] 

"^^1  p  les  équations  (K)»  (L),  si  on  y  faisoit  m  négatif| 

f         comi]  tt  réellement )•  Les  dénominations  ou  valeurs  que  nous i 

veiion:  ;ouver,  étant  substituées  dans  les  trois  équations  pré- 
cédentc->  vjui  '*'^us  o"^  dor^*-^  '-^'=' "^alctu^s  de  8^E,  de  B^ES,  et  de 
i              8^S,n 

hng.  =c  —  ta    ;, laL        uobL  cos. hng,  —  d îm . asc.  dn  sin.  ohL  sin. hng.) 
Jat,   :=  dîm.oiA  sin,  i  dun.tìjc.t/n  sin. où L  cas Jong. 

ang.poslu  ^=  —  ^J^^idlm.oùL  cas  Jung. —  àim,  ascdn  Sia.oùLsìa.hfìg.} 
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Quand  on  a  en  nombres  les  coefficients  de  sinJorig.  et  de  cos  Jong,, 
le  second  membre  de  chacune  de  ces  équations  se  réduit  à  un  seul 

terme  par  la  méthode  (Só^),  : 

Sì  la  latitude  est  australe ,  on  fera  négatif  le  second ;membre  de 
Tavant-derniere  équation  ;  car  alors  H-  8^ES  =  -4-  var.  lat. 

Si  Tastre  est  dans  le  second  ou  dans  le  troisième  quart  de 
Técliptique,  on  changera  le  signe  du  second  membre, de  la  dtì*- 
niere  équation;  car  l'angle  de  position  passant  par  zéro  à  90**  de 
la  longitude  de  Tastre ,  devient  ensuite  négatif  (16),  et  par  consé- 
quent sa  variation  change  de  signe.  .    ^:  ;       ..  , 

783.  Trouver  la  correction  de  V ascension  droite  et  delà  décli- 
naison  d'un  point  quelconcjue  de  Fécliptique  j  relativement  à  la 
diminution  de  T obliquité. 

Soit  BC  un  arc  de  Fécliptique  auquel  corresponde  Parc  AB  de 
Féquateur  quand  l'obliquité  est  ABC,  et  l'arc  BD  de  l'équateur  si 
l'obliquité  devient  CBD.  Le  côté  BC  et  l'angle  droit  opposé  étant 
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constants,  ona  (610,  593),  8^AB  :  — S^B  :  :  sin. 2 AB  :  acot.B, 
et  —  8^AC  :  — .  8^B  ;  :  tang-AC  :  tang.B.  Donc 

augmentât,  asc.dr.  =  |dîm.oW.  coLobl.  sin. 2  asc.dr. 
dim.  decL  =  dim.obL  cot. obi.  tang.décL 

La  premiere  de  ces  formules  est  plus  commode  que  celle  qui  se 
trouve  dans  la  Conn.  des  Temps  pour  Tannée  1766,  pag.  i'88, 
siu>tout  pour  le  calcul  d'une  table  telle  que  la  table  XIX  de  M.  de 
la  Lande  (Astr.  Tom.  I ). 

784.  Troui^er  les  changements  de  V ascension  droite,  de  la  décli- 
naison, et  de  r  angle  déposition  des  astres,  causés  par  la  précession 
des  équinoxes,  ou  par  les  attractions  qu'exercent  le.soleil  et  la  lune 
sur  le  sphéroïde  terrestre. 

Soit  S  im  astre,  E  le  pôle  de  l'éclîptîque ,  Pie  pôle  de  l'équa-  Fig.7^ 
teur,  lequel,  à  cause  des  attractions  solaire  et  lunaire  ,  change  de 
position ,  passe  en  L ,  et  continue  de  se  déplacer  successivement , 
en  accomplissant  sa  révolution  autour  du  pôle  E  dans  l'intervalle 
de  25j5o  années  environ.  D  est  visible  que  le  côté  ES,  et  par  con- 
séquent la  latitude  de  l'astre  ne  souffre  point  d'altération.  Mais 
dans  ce  problème  on  regarde  encore  le  côté  PE  comme  constant, 
ou  comme  égal  à  LE ,  parceque  l'altération  qu'éptouve  l'obliquité 
PE  de  l'écliptique  dépend  uniquement  de  l'inégalité  périodique  de 
l'attraction  lunaire ,  et  se  considère  séparément  dans  le  problème 
(785).  Ainsi  dans  le  triangle  PES  qui  se  convertit  en  ELS  et  con- 
serve comme  constants  les  côtés  EL,  ES,  étant  donné  PEL  ou  la 
priécessjon  en  longitude ,  on  demande  la  variation  correspondante 
des  angles  P,  S ,  et  du  côté  PS.  Faisant  E  ;=  Aj,..S,==7,  B,  P=^  C, 
on  a  (642,  63i,  635) 

8^P  ;  —  8^E  :  :  cos.PE  —  sin.PE  cos.P  cot.PS  :  i, 
.  —  a^PS  :  —  8^E  ::  sln.PE  sln.P  II, 

dsS  :  —  8^E  :  :  sin.PE  cos.P  :  sin.PS. 

Dddij 
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[  f^2-74  Or  comme  uous  Tatfoiis  vu  (740)1  E  =^  90°  — -  ^^^B-y  ^  '^^  9^ 
H-  asc.dr,^  PS  =^  90''  —  f/c%/.  ;  par  consécpient  —  8^E  =  4- 
â^/an^.  ^  H-  précess. /o/7^- ,  ^^P  =^  -h  précajr.tìfr.,  cos.P  ^= 
—  sin^ojc^r,,  et  —  S^PS  =  -H  précess,f/ec/.  De  plus  en  em- 
ployant la  méthode  (73:1)1  on  trouve  que  pour  avoir  les  préces- 
ûoùs  avec  une  grande  exaclitude,  il  faut  éciire  dans  le  second 
rapport  des  analogies  précédentes  ,  P  H-  ^S^P  au  lieu  de  P,  et 
PS  —  5  S^PS  au  lieu  de  PSj  ce  qui  importe  sur- tout  lorsqu'on 
cherche  le  mouvement  de  précession  pour  un  intei-valle  de  plu- 
sieurs années.  Appellant  donc  ascdn  intermédiaire ^  décLiiitermé- 
diaire  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  de  T astre  dans  Vannée 
qui  tient  le  milieu  entre  la  premiere  et  la  dernière  des  années 
qu^embrassc  le  calcul,  on  a 

préc* asc,dr.=  préc,  long*  (cos. obL -f-  sxn.ol^L  sin.  asc.dn ifU.  i^n^.décL iiiL ) 

préc.rf^cA  =  YtécJong.  sin.obL  cos,asc,€trJni0rm. 

ipxécang.posit,  =  —  piéc Jong,  sin.oU  X  ''^iZcf^;!!!^^ 

f 

Lorsque  la  dédlnaisoa  sera  aiodrale,  on  fera  ni^atîf  k  second 
membre  de  la  seconde  ëqiiatioii  ;  car  aJors  —  8^P5  is± — précdécK 

Si  V astre  est  dasis  ks  stgats  desceoidazis ,  on  4&nt  positi  le  se- 
cond membre  de  la  troisienie  équation  ;  car  alors  —  ^E  tss  --uu 
précitóng;  •  r         «  i  ' 

785.  Troui^r  les  changements  âe  retscension  droite  et  de  la 
décUrtaison  d'un  astre,  produits  par  la  natation  de  Taxe  de  Îà 
Terrei    ^'       -  '-'   -         ■      ,       . 

Datìs  îe  problftftìe' précédent  notis  avòtìs  sup^bslé  '  cdiistimte 
TóWiqmié  de  P^clip tique  ;  ce  qui  ri*est  pas  rigoureusement vràî', 
puisque  les  observations  ont  appris  au  célèbre  Bradley  que  les 
changements  considérables  de  rinclinaison  de  l'orbite  de  la  lune 
relativement  à  Téquateur ,  causés  parla  rapidité  du  mouvement  de 
son  nœud  sur  Técliptique  ,  rendent  les  effets  de  son  attraction  pé- 
riodiquement inégaux,  ainsi cjucTexigeoit  la  liiéorie  de  Newton. 
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Void  en  qmoi  consiste  Tinégalité  :  le  pôle  P,  au  Heu  de  rester  tou- 
jours à  égale  distance  du  pôle  E ,  décrit ,  à-peu-près  en  18  ans  et 
demi ,  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  de  18^' ,  et  le  petit  axe  de 
i3" ,  4  :  la  direction  du  grand  axe  est  vers  le  pôle  de  Técliptique , 
et  par  conséquent  la  plus  grande  variation  quç  subit  l'obliquité  à 
raison  de  ce  mouv^meat  du  pôle  P,  mouvement  qu'on  nomme 
nutadon,  s'étend  à, 9"  en  plus  et  à  9"  en  moins.  Les  variations 
inteçmédiaires  sont  proportionnelles  au  cosinus  de  la  longitude  du 
nœud  de  la  lune>  comme  le  démontre  M.  de  la  Lande  {Astr.%%61). 
Et  en  général  la  formule  suivante 

imì^obL  :=9|''cosv^ 

clonne  la  correction  de  l'obliquité  moyenne  ou  uni^mnément  dé- 
croissante (782),  pour  avoir  l'obliqmté  apparente  dans  un  temps 
-donné* 

Je  suppose  que  la  nutation  transporte  le  pôle  de  L  en  P,  et 
qu'on  ait  PES  >  LES  et  PE  >  EL,  ainsi  qu'il  arrive  dans  le  pre- 
mier quart  de  la  longitude  du  nœud.  Le  triangle  ELS  en  se  chan- 
geant en  PES  ne  conserve  comme  constant  que  le  côté  ES  :  la  for- 
mule précédente  donne  la  variation  du  côté  PE  ;  oa  a  celle- de 
l'angle  E  par  celle  qui  suit,  {Astr.  la  Lande,  2863,  2874) 

'  mxUong.  —  —  jt^  X  sin.^^  =  —  16",  8  sin.^. 

Or  ayant  deux  variations ,  je  trouve  les  autres  lacilement  par  la 
méthode  (284).  Je  suppose  d'abord  constant,  outre  le  côté  ES, 
l'angle  È ,  et  j'ai  {50,  55o) ,  en  faisant  A  =  E,  B  =  S,Cs=:L^ 

—  ^L  :  8^EL.::  ûxlL  :  tmg-SL; 

SiSL  :  a^EL  :.:  cosx  m.. 

Faisaint  ensuite  constant,  outre  le  côté  ES ,  letÔté  EL,  fai  ';  en 
changeant  les  signes  dans  le  premier  rapport  (642, 63i)  afin  d'avoir 
^E  positive ,  conformémeol  à  la  figure  > 

—  8^L  :  8^E  :  ;  cos.EL —  6În.EL  coSéL  cot.SL  l  1^ 
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F%^554  puîst  ^      fnaat  les  sommes  des  deux  valeurs  de  8^L  et  de  S^SL, 

—  9|1      ■      ELsinX  coE*SL-4*âiE(cos.EL — sm.ELcosXcoLSL); 
*  .  8  fe^L  cos.L  -f-  8^E  sin. EL  sin-L* 

,  Or  ^  =  —  ^ascdn  i=i  —  riuLascdn^   S^SL  ^  — 

•  nui  ^EL   ^=   miL  obL   =  9"   cos,  ^  ,   et   RE    :=::   — 

1  s  ^.^  'j^-   X  sin.^.   Substituant  ces  valeurs  dans  les 

P  3ns  précédentes,  observant  que  8^E  cos.EL  =  6^\j 

eût.  ^lï*  J^  ^  i5^^,  4  sîn*^  ,  et  nous  rappcllant  que  cos.L 

:     =,■ —  sin. asc.dn  ,  nous  aurons  par  la  premiere  des  deux  équa- 

-  tîons,  nnL ascdn  = —  tang,i/^V/.(9"  cos,^^  cos. asc.dr.  H^é'^jy 

;     sin- 51  sìn*asc.dn)  —  i5%  4  sin.  5^.  Mais  (II.  17%  itf'),  9*cos.^ 

CQS.asc.dn  -\-6\j  sin*Q^  sîo, ascdn  =  4   1  5  cos.(^  H~  mc^dr,) 

i**    H-  4'',  5  cos.($^  00  ascdr.)  —  3%  35  cos.(^  -H  ascdn)  -4- 

3",  35  cos^C^  GO  aî6.c/n).*Donc 

ntJl.  ojc.  rfr.    =    —    i5'',  4    sin.  ^    —    iung.  décllnahon    X 

En  traitant  de  même  la  sei:onde  équation ,  elle  donnera 
ìmì.décL=7" ,  85  sin.(a^c.  Jr.— :S2i)-Hi  ",»  1^  sin. (ascdr. -f-  fi). 

Lorsque  la  déclinaison  sera  australe  ,  ph  fera  négatif  le  second 
mëmb^' de  cette  forimulé  ;  car  aidrs  -h  8(SL  =  •+•'  nùtif?ecil 
^  ^  Léi^hibles  ttès  coîiimodes  déLaìribert  p<)\iç  la  iiùtâtion  éii  ascen- 
sion droite  et  en  déclinaison ,  ont  été  construites  d'après  les  deux 
formules  que  nous  y  étions  ^e^dounerl     >   i 

Ces  mêmes  formulés,  et  xellfe!d,el^  imi tadôn  en  longitude  ser- 
vant :^, convertir  .ei\  ppsitioû  apparente  la  position  moyeçpe  de 
Tastrq^  ^^  ...  ;  j  '■  .j  ..        ,::•••::•:..•    .1 

786.  Trouver  V effet  de  V aberration  de  la  lumiere  sur  V ascension 
droite  et  la  dçpliiti,ais(tn  d^sjipib^s fixes,  i .  >. .     —   .    :    ; 

Soit  #  la  longitude  j4'uiiQj  étoile  V;  ©  la,  lorijgîtude  du  soleil. 
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M.  de  la  Lande  {Astr.  2818 ,  2823)  démontre  avec  autant  de  fa,ci- 
lité  que  de  clarté  les  deux  équations  suivantes  : 

Bber.long.  == ___:^, 

aber./fl^=  20"  sin.(#  —  0)  sin.lat. 

La  dernière  de  ces  formules  exige  que  dans  tous  les  cas  sm.lat. 
soit  pris  avec  le  signe  positif.  ^ 

Connoissant  par  ces  équations  les  changements  de  la  longitude 
et  de  la  latitude  d'une  étoile ,  produits  par  l'aberration  ,  nous 
trouverons  facilement  par  la  méthode  (284)  les  changements  de 
l'ascension  droite  et  de  la  déclinaison, . 

Soit  P  le  pôle  du  Monde ,  E  celui  de  l'écliptîque ,  S  un  astre  Fîg.75 
vu  en  T  par  l'effet  de  l'aberration  de  la  lumiere.  Les  formules 
précédentes  donnent  la  variation  de  Tangle  E  et  celle  du  côté  ES; 
on  cherche  la  variation  de  l'angle  P  et  ceÙe  du  côté  PS.  Le  triangle 
PES,  en  se  changeant  en  PTE,  conserve  comme  constant  le  seul 
côté  PE.  Donc  si  on  suppose  encore  que  le  côté  ES  soit  constant  ; 
on  aura  (635,  63i)  en  faisant  A  =  E,  B  =  P,  C  =  S,  et 
changeant  les  signes  dans  le  premier  rapport  ^  comme  l'indique  la 
figure  qui  est  relative  à  ce  qui  arrive  dans  le  jpremier  quart  de  l'ar- 
gument (#  —  O)  des  formules  précédentes  ; 

—  â^P  :   8jE  :  :  sin.ES  cos.S  :   sîn.PS. 
8^PS  :   â^E   ::   sin.ES  sin.S  :   !• 

En  supposant  constant,  "outre  le  côté  PÉ,  l'angle  E,  on  a  (54i,  55o) 

—  8^p  :  —  3|ES  ::  sin.s  :  sin.ps, 

—  8^ps  :  —  8^ES  ;:  COS.S  :  i. 

Puis ,  en  prenant  les  sommes  des  deux  valeurs  de  8^P  et  de  8jPS, 

Çfcp    ___^     S\E  sin.ES  COS.S  —   8^ES  sin.S' 
^^    sin.PS  » 

—  3jPS  =  —  â^E  sm.ES  sin.S  ~  SjES  cos.S. 
Mais  —  3jP  =  —  ^ascdr.  =  —  aber.ojcrfr.  ;  —  ^?S  = 
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=  aber.7a^.  =3o"sîii.(#  —  Q)  sin  JaL  Substituant  ces  valeurs 
dans  les  équations  précédctiles,  et  appellaut  p  l'angle  de  position, 
d  la  déclixiaison  et  /  la  latitude  de  l'astre,  on  a 

^(N), .  -  abcr,  décL^ — ao^tos*  (# —  ©)  5Ìn*/?-H  ao"sin.(# — ©)  cos.^  sin J 

Lorsque  la  déclinaison  sera  australe,  on  changera  les  signes  des 
deux  termes  du  second  membre  de  Téquation  (N);  car  alors  — 
8^ PS  =  —  aber.  r/cc/.  Du  reste  on  observera  dans  le  calcul  des 
deux  formules  (M),  (N)  les  règles  (43,  744)  des  signes.  Mais 
de  plus  on  fera  attention  que  sin-/?  est  négatif  dans  le  second  et 
dans  le  troisième  quart  de  rascension  droite;  car  sln.S  \  sia.PE  •  • 

^aL.V  .  sui,I»,  tiCHi.il  Siutquon  a  sui.;?  ^=1 toiMt\   '"^  et  que 

par  conséq^^^^  sio-/j  et  cosMStuir.  doivent  avoir  le  même  signu, 

787.  Les  formules  (M),  (N)  qui  servent  à  convertir  en  posîïioR 
apparente  b  position  ifioyenne  d'une  étoile,  deviennent  très  com- 
modes pour  le  c.alcul,  e;i  y  Introduisant  la  plus  grande  aberralîoa 
rêépecTîvé,  faqùèftë  se  Wuye  facilement  au  i^pyen  de  k  règle 
(141).  En  difFérenlîant  d'atiord  réquafîoii  (M) ^  dans  laquelle  0 
ou  la  longitude  du  soleil  est  la  seule  quàndté  vànalde,  puis  multi- 
pliant l'équation  différeatieBe  .par  cos;irf»  on  g  cf  =  —  20" 
sia.(#  —  O)  cos.p  \Q  H-  20"  cos.C# — .©)  sin,/?  sin./ ^^Q. 
lybù Ton  tire,  en  divisant  par  2o''cos.(#  —  0)  ces./?  8^0, 

(?).••  tang.(#  — (3')  =  suuloL  iBXig.ang.posk., 

r  Ptlr  J0-'  i^  désagne  la  IcMgiêude  du  ^eît  an  temp»  de  la  plus 
grande  aberration  en  ascension  droite;  et  comme  (# —  0)  est 
l'élongation  de  Tétoile  pour  un  temps  quelconque,  cette  formule 
donne  ÏÏonc  Télongation  de  rëtoïle ,  et  par  conséquent  la  longitude 
de  SQkH,  ttu  tewps  de  la  pkis  grande  aberration  sousfractive  en 

ascension 
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ascension  droite.  Je  dis  soustracds^,  ce  qui  se  déduit  du  signe  né- 
gatif de  l'équation  (Q)  ci-après. 

Je  dois  observer  sur  Temploî  de  la  formule  (P),  i\  que 
taug.ang.posît.  est  négative  dans  le  second  et  dans  le  troisième 
•quart  de  la  longitude,  comme  nous  l'avons  vu  (786)  pour  le 
sinus }  2**.  que  toutes  les  fois  que  le  calcid  de  la  formule  donnera 
*^nS-(#  —  00  négative,  il  faudra  rendre  cette  tangente  positive 
«n  écrivant  tang.(0'  —  ^),  (i54)  ;  3^  enfin  qu'en  changeant  à 
i'ordinaire  le  signe  de  tàng. ang.posit.  lorsque  cet  angle  sera  obtus, 
il  faudra  dans  ce  cas ,  pour  avoir  le  lieu  cherché  du  soleil,  ajouter 
180""  au  lieu  donné  par  la  formule» 

Si  on  substitue  O'  à  O  dans  la  fi3rmule  (M),  cette  formule 
xlonnera  la  valeur  de  la  plus  grande  aberration  en  ascension  droite. 
Dans  ce  cas  la  formule  (M)  peut  se  simplifier  beaucoup  au  moyen 

de  la  formule  (P).  Celle-ci  doiine  sin.p  sin,/  =  ""'^^.T  !r^/T^. 
En  substituant  dans  l'équation  (M)  cette  valeur  de  sin./?  sìn.I^ 
réduisant  les  deux  termes  du  second  membre  au  même  dénomi- 
nateur COS. d  COS.  (# ' —  O  ' )>  et  observant  que  cos.^ (^  —  O  ' )  -H 
sîn,*(^  —  O')  ='  1,  (aS),  on  trouvera 

<Q)..:  la  plus  grande  aber.  en  ascdr,  ==  —  co,jllliT^&)' 

Actuellement  nommons  a  la  valeur  en  secondes ,  et  prise  avec 
le  signe  positif,  de  la  plus  grande  aberration  en  ascension  droite  ; 
cette  formule  nous  donnera  -22—  =z=  "^^'^^  ""■  ®'^ .  Substituant  dans 

COS.  a    •  coêp 

la  formule  (M)  cette  valeur  de  ^-5  ,  nous  auipns,  pour  l'aberra- 
tion dans  un  moment  donné,  dA)ev.asc.dr.  =  —  a  cos,(^  —  0) 
cos.(#  — .  O')  —  a  sm.(#  —  O)  tang./7  sin.l  cos.(#— •  ©'). 
Mais,  par  l'équation  (P),  tang.;?  sin./=  tai^.(^ —  0').  Donc 
ahtt.ascdn  =  —  a  cos.(# —  0)  cos. (^-^  0^^)  —  à 
sin.(#  —  0)  sm.(#  —  0').  Et  par. conséquent.  (IL  4*).  .  . 

<R)...aber.iwc.(c/r,=:— laplusgrandeaber.ajc.i/A cos.(Qf(/)  0) 

Eee 
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Après  avoir  déterminé  par  les  formules  (Q),  (P)  la  plus  grande 
aberration  ,  et  la  longitude  correspondante  du  soleil  j  il  est  donc 
facile  de  trouver  par  la  formule  (R)  raberratiou  pour  un  moment 
donné. La  différence  (©'  oo  0)  entre  la  longitude  du  soleil  dans 
un  moment  -donné  et  sa  longitude  au  moment  de  la  plus  grande 
aberration,  se  nomme  l'argument  annuel  de  Taberration, 

La  table  XIX  donnée  par  La  Caille  dans  l'excellent  Ouvrage 
iutiliilé  Astronomia^  funçlamenta ,  est  cojistruite  sur  la  formule 
jròs  fcxpéditive:(R)  :  cette  table  est  singulièrement  utile  pour  com- 
|>oser  jJestables  j?arlîiculiercs  d'aberration. 

708.  On  peut  se  dispenser  de  calculer  la  forirtule  (P).  En  effet 
ri^.^7  soit  LQ  Téquateur,  P  son  pôle,  TL  récliptique,"  E  son  pôle,  S 
Téloile,  H  le  soleil.  Dans  le  triangle  SNIJ,  rectangle  en  N,  ona 
(VL  iiO,  tang.NH  =,  sin.NS  tang.NSII.  Mais  NUestHélon- 
gation  de  l'étoile ,  NS  la  Luitude,  NSH  l'angle  de  position.  L'équa- 
tion que  nous,  venons  de  donner  est  donc  la  môme  que  l'équation 
(P).  Donc  au  moment  de  la  plus  grande  aberration  en  ascension 
droite,  l'étoile  et  le  soleil  ont  la  niomc  ascension  droite  :  et  par 
cons(n|iiont  la  lonj^îliidc  du  soleil  ponr  ce  nieinc  instant  peut  se 
tirer  ou  d'niio  Epliéniéridc  on  d'une  table  de  réduction  de  Téqua- 
tQur  a  récliptlquc,  telle  que  la  table  XV  de  La  Caille.  J'observe 
([uc  cette  table  contient  des  erreurs  de  4',  et  peut-être  de  plus 
fortes,  je  n'en  ai  vérifié  que  deux  équations  :  maison  peut  calculer 
une  lal>lc  send:)lable  plus  exactement  en  moins  de  dctix  heures. 

789.  En  procédant  pour  la  fonnule  (N)  comme  nous  avons  fait 
pour  la  formule  (M),  et  nommant  ©''  la  longitude  du  soleil  an 
temps  de  la  plus  grande  aberration  soustracth^e  en  déclinaison  ,  ou 
trouvera  les  expiations  suivantes: 

(S)...  tang.(0''  —  -iji^)   =  sinJcjt.  coi.  an  p:  posi  t. 

(T). ..  la  plus  £^rande  aber.  en  décL  =r=  —  — ?'t.,r"'f  v, . 

(U)...  aber.  JJcA  =  —  la  plus  grande  aber.^/cx/.  cos.(0  ''00  Q)- 
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La  difi&rentiatîcm  ât  la  S3nniilei](N):  donhé  négative,  la  Valeur^ de 
lang.(#—  0").  Mais  — tang.(#—  (3")— .^ taiig:(©F^#);. 
(i54).  Ce  changeinentTait ,  si' Fon  veut  atiS^fer^  aux  forimilesi fT ) ,  - 
(U),  a  fkut ,  par  la  même  raison  (r 54),  substituer  —  sini(0 ''— ^j 
àsîn.(# —  O"),  dans  la  formule  (N). 

La  cotangente  et  le  sinus  de  Tangle  de  position  sont  ruégatifs  dans 
le  second  et  dans  le  troisième  cjuart  de  la  longitude ,  (7864^  7^7)'^, 

Si  l'angle  de  position  est  obtus,  on  sait  c^ue  la  cotangente  doit 
changer  de  signe.  De  plus ,  soit  dans  te  dais  ',  soit  daïis  céliil  où 
Tétoîle  sera  entre  Téquateur  et  Téclip tique,  on  ajoutera  180**  à  l'arc 
(O^'  —  ^)  trouvé  par  la  formule  (S).  Enfin  toutes  )es  fois  que 
cette  formule  .donne  tang,(0'(  ■-^,if)-Hégative,  J'arc  (G".~  #) 
est  >  90'',  comme  à  Tordinaire,    ....«, 

Si  la  déclinaison  est  australe  ,  on  'change' le  signe  du  second 
membre  de  Téquatiòn  (T),  comme  nous  Tavons  dit  (786)  pour 
l'équation  (N). 

790.  M»  l'Abbé  de  LambrQr  amateur  aussi  haj^ile.que  zélé,  de 
l'Astronomie,  a  construit  des  tables  générales  qui  viennent  de  pa- 
toîlre  dans  la  Conn.  des  Temps  pour  1788.^  -pag.  22<$v  lesquelles 
n'exigent  que  k'connoîssante  du  lieu  du  soleil,  de  l'ascension 
droite  d'une  étoile  et  de  sa  déclinaison^  pouf  donner l'aberçatîon  en 
ascension  droitQ^teu  déjJiinaisçï^,(Jç  cette  ^^nie , étoile...  Il  ^t  en, 
effet  très  avantageux  et  très.,çommo,cîe ,  lorsqu'on  cherche  des  cor- 
rections, de  pouvoir  les  obtenir  .san^  autres  aônnées,  que, celles 
auxquelles  .ces  corrections  sont  re^Uves.  Pans  les  ibrmujçs  données 
par  La  Caille  et  généralement  en  usage  ^  cet  avantage  est  presque 
nul,  à  cause  d,e.,lac<pE9pU(jatipp.^|:;(jpjlj^^i^  c^es  j eg^es  et 

des  opérations.  Les  formules  précédentes  (P),  (Q),  '&c. sont,  il 
ek  vrai:,  très-  isxpédittvi» -pour. Uloiler^desc  tables  particulières 
d'aberration;  mais  elles  exigent  que  l'on  connoisse  la  longitude, 
la  latitude  et  l'angle  dé  pbîsitîori';  et  ces  éléments  ne  se  trouvent 
pas. tou jours  datls  les  catalogues  d'étoiles.  Je  crois  donc  à  propos 
de  réchèrdiiér  *mmtot't:éô:'fo¥itfûlës  pom-t-orit  se  tensformer  en 

Eee  ij 
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celles  qui  ont  servi  à  la  constmcdon  des  lâbles  nouveDes  de 
M,  TAbbé  de  Lamhrc. 
ïig.6j  Nous  avons  vu  (  788  )  que  H  est  le  lieu  dti  soleil  au  moment  de 
la  plus  grande  aberration  en  ascension  droite  de  l'étoile  S.  Or  le 
triangle  LMH  rectangle  en  M  donne  (VI.  1  o'),  cor.LH  =  cos,MLH 
co  t.  ML,  Qu 

(A). .  *  côt  0'  =  ws.obL  €<}tMsc.dr,  de  TétoOe  i 

formule  qui  donne  la  longitude  du  soleil  au  temps  delà  pkis grande 
aberration  sous  trac  tive  eu  ascensioti  droite. 

,t  Le  triangle  LMH  donne  encore  (VL  6'),  sin-H  =  '^~,  cb 

le  triangle  SNH  rectanglfe  enN  donne  (  VL  9^),  smJl  =  ^^-^ 

Mais  NSH  est  Tangle  de  position,  de  Té  toile,  NH  Télongation. 

£n  substituant  cette 


joi*p 


siti^ML 


inti.OfcJr, 


valeur  dans  la  formule  (Q)  »  on  a 


20"  Hitl^€ti£,dr. 


(B), . .  la  plus  grande  aber.  en  €tsc*dn  =  —  ^p,  ^^.^/ ,,,,  q^  * 

Cette  tajeur,  prise  aVec  le  signe  positif ,  eomme  nous  Vayon^  fyak 
(787)1  et  mise  dans  la  formule  (R),  donne  aber.Arc.£&-.  ==:  -^ 

_^  .in,....^..co,^G-c^0)^      j^^j^     COM0'  00  0)     ^     ^^^  , 

cos-O  -H-  sin.0\  (IL  4^)*  QueTon  prenne  dans  la  forni uïe  (A) 
Ja  valeur  de  cot.©'»  ^t  ori  aura  aber.ojc.t/r;  =  -^  7^^,  X 
(20^  cos*obL  coè, mc.dn  cos,©  4-  20'' sin^d'jc.Jf- sin,©).  Maïs 
20^'  cos.oM  =  18" ,  346  ;  dont  en  procédant  comme  nous  avons 
fait  (785)  pour  parvenir  à  la  formule  de  la  nntatîon  en  ascension 
droite,  et  appeûant  A  Tascension  droite  de  fétoile,  on  aura 

79 1.  Cherchons  maintenant  les  formules  correspondantçs  pour 
raberralîon  en  déclinaison.  Soit^levé  du  point  S  un  ajrc  STQ  per- 
pendiculaire sur  MPi  ce  qui  donne  QS  =t=  90^  =Bj  QM»^  çît  Q  3=ir 


j 
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SM,  (Spa,  386)  :  Q  est  donc  là  déclinaison  de  l'étoile  S,  et  QL 
=  90*"  -H  ML  =  90*  H-  ascdr.  Le  triangle  TNS,  rectangle  en 
N,  donne  (VI.  xi*),  tang.TN  =  sin.SN  tang.TSN.  Mais  SN  est 
la  latitude  de  l'étoile,  et  TSN  =  90**  —  NSH  est  le  complément 
de  Tangle  de  position.  Donc  tang.TN  =  tang. ( ©  ''  —  #),  suivant 
la  formule  (S);  et  par  conséquent  T  est  le  lieu  du  soleil  au  temps 
de  la  plus  giande  aberration  soustractive  en  déclinaison.  Pour  con- 
noître  la  longitude  du  soleil  pour  ce  temps ,  il  Êiut  donc  trouver 
l'arc  LT.  Or  le  triangle  TLQ  donne  (VIL  3i'),  cot.TL  = 

sin.TLQ    cor.Q^.4-^co,.TLQ    cos.QL  ^     ^^    ^^    cOUSéqueut    COt.  ©  "    = 

çQ^'^^çjr — ^ —  1  OU,  pour  plus  de  commodité  dans* 

le  calcul, 

(D).'..  cot.©"  =   COS.0W.  tang.ascdr.  (îî2&gLf^  —  1)  , 

formule  qu'on  peut  calculer  avec  les  seules  tables  trigonoméûiques 
en  logarithmes ,  en  suivant  l'exemple  donné  (74i)« 

Les  règles  des  signes  observées,  si  cot.©"  se  trouve  positive , 
le  soleil  sera  dans  le  premier  ou  dans  le  troisième  quart  de  l'édip- 
tique ,  et  dans  le  second  ou  dans  le  quatrième,  si  cot.  ©  "se  trouve 
négative.  La  règle  suivante  détermine  quel  est  celui  des  deux  quarts 
que  l'on  doit  choisir  :  la  longitude  du  soleil  est  dans  le  premier  ou 
dans  te  second  quart,  si  l'ascension  droite  de  V étoile  est  dans  le 
premier  ou  dans  le  dernier;  la  longitude  du  soleil  est  dans  letroi- 
sieme  ou  dans  le  dernier  quarts  si  V ascension  droite  de  V étoile  est 
dans  le  second  ou  dans  le  troisième.  La  raison  8e  cette  règle  se  tire 
de  la  formule  (E)  ci-après,  dont  le  but  est  de  donner  la  valeur  de 
la  plus  grande  aberration  soustractive,  ensorte  que  cette  valeur 
devant  toujours  être  négative ,  le  cosinus  de  l'ascension  droite  de 
l'étoile  et  le  sinus  de  la  longitude  du  soleil  ont  nécessairement  le 
même  signe  dans  la  formule  (E). 

Cette  seule  règle  et  la  seule  formule  (D)  me  semblent  devoir 
être  préférées  aux  règles  et  aux  formules  multipliées  qu'on  a  em- 
ployées jusqu'à  présent*. 
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^  g  M,  cle  la  Lande  a  donné  datìs  le  septième  volume  des  Éphé- 
mérides  de  Parts  une  table  trèâ  ample  pour  trouver  le  lleii  du  soleil 
au  temps  de  la  plus  grande  aberration  en  déclinaison.  La  table  XVIÏ 
âc  La  Caille  est  trop  abrégée  i  et  souvent  lès  parties  proportion- 
nelles  y  sont  sujettes  à  des  erreurs  sensibles* 

Le  triangle  TLQ  donne  sin.T  =      ^^^^^^  ^  ~ -;:ô^^ — -  - 

Le  triangle  TNS,  rectangle  enN,  donne  (¥1,9*)»  sui*T  ==^  cojf^* 
Mais  TSN  est  le  complément  de  T angle  de  position ,  et  TN  est 


réionsatîon-   Donc  — ,^„    ^  ^,  —  —rs^ 

tuant  cette  valeur  dans  la  formule  (T)  (  789),  nous  aiyons 

(E), .  •  la  plus  grande  aber.  en  decu  = liaT)'^ * 

Lorsque  k  déclinaison  est  australe,  il  seroit  à  propos  de  clianger 
le  signe  du  second  membre  de  cette  équation,  par  la  raison  que 
nous  avons  déjà  donnée  relativement  à  T  équation  (N),  Mais  comme 
algts  sin.décL  seroit  négatif»  il  est  plus  court  de  laisser  au  second 
membre  le  sigiic  négatif,  et  de  faire  sm.décL  positif  dans  tous 
les  cas.  i,      , 

Prejaons  le  second  membre  de  cette  équation  (E)  dyecle  signe 
positif  y  comme  à  Tordiriaire,  pour  le  substituer  dtos  la  forawle 
(U);  développons  cos.(0''  co  O),  (IL  4*),  et  Substituons  à 
cot.  O"  sa  valeur  prjse  de  là  formule  (D)  ;  nôus^  trouverons 
abei'.e/ec/i='  —  4o"  sin.oW.  .cos.0  coSkdécL  H-*sîa*fi(^c/i(ao"^ 
cos.oè/. sin.A  cos.0— -20''  éos.A  sin.0)  =  — •7'%  9^  (îos.0) 
cos.décL  -+•  sin.rf^c/.(i8" ,  846  sin. A  cos.0  —  2o"cos.A$iiu0)., 
Au  moyen  dès  formules  (IL  17%  114%  i5')r  cette  valeur  se  réduit 
comme  il  suit ,  en  appellant  D  la  déclinaison  de  l'étoile:  > 


aber.^<?c/.  =  sin.D  (19  " ,  1 7  sin.  A  —  0  —  o  "  ,S3  sin.  A+Q)  — 3  " ,  98  (cos.0  -+-  D  -H  côs.©  ui  D). 

Lorsque  la  déclinaison  est  australe ,  il  faut  faire  positif  le  facteur 
3  " ,  98 ,  par  la  raison  citée  déjà  plus  d'une  fois ,  raison,  qui  n'influe 
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.pas  sur  le  facteur  binôme  de  sin.D ,  pourvu  qu'on  fi^se  sîniD  tou- 
jours positif. 

Les  tables  de  M.  de  Lambre  sont  construites  sur  cette  formule 
et  sur  la  formule  (C).  S'il  s'agissôit,  non  de  construire  des  tables, 
mais  seulement  de  calculer  l'aberration  pour  un  temps  donné ,  au 
lieu  du  dernier  terme  —  3  '\  98 ,  &c.  de  la  formule  ci-dessus ,  il 
seroit  plus  commode  d'employer  —  7  "  1  9<^  c^S;  ©  cos.D. 

L'Astronome  que  nous  venons  de  citer  a  aussi  donné,  dans  le 
Tom.  VIII  des  Éphémérides  de  Paris  de  M.  de  la  Lande,  des  tables 
nouvelles  et  très  exactes  de  Y  aberration  des  planètes  en  longitude. 

792.  Nous  avons  déterminé  les  effets  de  la  nutation  et  de  l'aber- 
ration sur  l'ascension  droite  et  sur  la  déclinaison  :  la  même  marche 
nous  conduiroit  à  la  détermination  des  changements  de  l'angle  de 
position,  produits  parles  mêmes  causes.  Nous  avons  omis  cette  re- 
cherche, parce  qu'il  nous  a  paru  qu'on  n'avoit  jamais  besoin  d'em- 
ployer l'angle  de  position  apparent ,  c'est-à-dire  corrigé  des  petites 
variations  périodiques  dépendantes  de  la  nutation  et  de  l'aberra- 
.tion.  Dans  l'usage  même  des  formules  C786  à  789),  il  n'y^  point 
de  motif  pour  employer  l'angle  tle  position  apparent  plutôt  que  le 
vrai,  quand  la  différence  de  ces  deux  ajigles  ne  seroit  pas  tout-à-iàit 
insensible  ;  parce  que  ces  formules  sont  fondées  sur  le  calcul  infini- 
tésimal dans  lequel  on  confond  perpétuellement  la  valeur  primitive 
de  toute  quantité  variable  avec  la  valeur  de  cette  quantité  après  sa 
variation. 

793.  Déteiminer  les  dimensions  de  la  Terre  ^  en  la  supposant 
défigure  elliptique. 

Le  rapport  entre  les  deux  axes  dé  la  Terre  se  détermine  par 
la  mesure  de  deux  degrés.  Appelions  d  un  degré  de  latitude,  /  la 
latitude  du  point  de  la  Terre  situé  au  milieu  de  ce  degré,  D  un 
autre  degré  de  latitude,  L  la  latitude  de  son  point- milieu,  b  le 
demi-petit-axe  terrestre ,  et  faisons  égal  à  l'unité  le  demigrand- 
axe,  c'est-à-dire  le  demi- diamètre  de  l'équateûr.  Les  Sections 
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coniques  nous  donneront  cette  analogo  d'approximation,  (Astr. 
la  Lande,  2676), 

d^:  Di  ::  1  ^  sin.»/:  (i  —  bb)  :  i  —  sin.»/(i  —  w), 

de  laquelle  on  tire 

.....=    '-(f):    . 

sin.^L  —  (^)t  sm.^/ 

Cette  valeur  est  celle  du  quarré  de  l'excentricité  ou  de  ee  j 
(767,  &). 

Maintenant  appelions  c  Faplatissement  de  la  Terre ,  ou  la  diâfé* 
rence  des  deux  demi-axes  ;  on  aura  3  =  1  —  c,  ^5=1  — 
ac  H-  cc^  et 5(1  —  bb)  s=  c  ^^{cc  =  c  (i  — le).  Donc 


(F)..-  c(i  — U)  =^X 


■  -  ii} 

sin/L  —  (5)1  sin/  /' 


Le  second  membre  de  cette  équation  donne  une  valeur  de  e 
beaucoup  plus  approchée  que  celle  qu'on  peut  obtenir  en  compa- 
rant entre  elles  des  mesures  de  degrés  ;  de  sorte  que  dans  cette 
recherche  on  peut  négliger  sans  scrupule  le  facteur  (1  —  3  c). 

794.  Si  d  est  un  degré  partagé  en  deux  par  Féquateur ,  de 
maniere  qu'on  ait  /  =  o ,  alors  sin.  /  =:  o ,  et  par  conséquent 

(H)...  c(i  -ic)  =       .^„>f ^  • 

Au  lieu  de  cette  équation,  on  a  adopté  la  suivante  qui  est  plus  com- 
mode, mais  un  peu  moins  exacte ,  comme  nous  le  verrons  bientôt:. 

^is.;,..  c  —  TST^Fl* 

D'où  Ton  a  conclu  que  les  accroissements  des  degrés ,  représentés 
par  D  —  d^  sont  à  très  peu  près  proportionnels  aux  quarrés  des 
sinus  des  latitudes. 

795. 
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795.  Lorsqu'aprés  avoir  comparé  deux  à  dpux  phfsieurs  degrés 
mesurés,,  on  a  déterminé  la  valeur  de  c  au  moyen  des  formules 
(F)  ou  (H),  il  en  coûte  peu  pour  former  avec  exactitude  une  table 
des  degrés  de  latitude  exprimés  par  exemple  en  toises.  En  faisant 
c(i  —  ^c)  =  m,  l'équation  (H)  donne  D=d{i  —  a/nsin,*L)-T=r 
rf(i  H-  3  m  sin-*L  -4-  ^  m"  sin. *  L  H-  ^c.)-  Les  termes  ultérieurs 
de  cette  série  peuvent  se  négliger  «ans  qu'il  en  résulte  une  erreur 
d'un  demi-pied  ;  et  l'on  aura 

(M).,.  D  —  rf  =  3m^  sin.^L  -4-  ^  m^d  sîn.*L. 

Si  dans  le  second  membre  on  néglige  le  second  terme,  et  qu'on 
écrive  c  au  lieu  de  m,  on  retrouve  l'équation  (R). 

La  plus  grande  erreur  de  l'équation  (K)  est  de  6l  toises,  et  elle 
a  lieu  lorsque  L  =  90**,  En  effet  soit  d  =  56joo  toises ,  et  soit 
c  ==  ^ ,  selon  la  théorie  de  Newton.  La  formule  (K)  donne  alors 
D  —  d  =  icd  =  7393  toises.  Mais  par  l'équation  (M).,  on  a 
i\  m  ==  c  (  1  —  îC)  ==  7^  ;  2°.  la  quantité  constante  3  md  = 
737,  ^61  3°,  l'autre  quantité  constante  ^  m^d  =z  S^oo  :  donc  le 
degré  de  latitude  sous  le  pôle  est  plus  long  de  746.  toises  que  le 
degré  sous  l'équateur.  Tel  est  aussi  la  différence  entre  ces  degrés  , 
que  donne  M.  Schulze  (Tables  astronomiques  de  Berlin,  Tom.III, 
pag.164). 

M.  Schulze  ne  donnant  point  de  valeur  pour  le  degré  de  lati- 
tude dans  le  cas  où  L  =  90**,  j'en  ìnfere  qu'il  a  pris  pour  le  degré 
de  56700  toises  non  celui  que  l'équateur  divise  également ,  mais 
celui  qui  s'étend  de  o**  de  latitude  à  i"";  observation  au  moyen  de 
laquelle  j'ai  trouvé  ses  résultats  d'accord  avec  la  formule  (M); 
dans  les  épreuves  que  j'ai  faites  sur  les  latitudes  où  les  variations 
des  degrés  sont  les  plus  sensibles  ^  par  exemple  à  45''  de  l'équa- 
teur. En  effet  soit  L  =  45*"}  on  a  sin»^45**  =5,  et  par  con- 
séquent .'737,96  sin,*  45°  =  368,  98,  et  8  sin,*  45°  =  a. 
Donc  -D  =  û?  -f-  371  =  57071,  Cette  quantité  correspond  à 
L  ;=  44""  3o'  dans  la  table  de  Berlin  :  ce  qui  s'explique  par  la 

Fff   ' 
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remarque  ci-dessus.  Je  n'entre  dans  celtè^  explication  de  la  table 
de  M.  Schulze ,  que  parcequ^il  me  semble  qu'elle  a  échappé  à 
M.  Trembley  (  Essai  de  Trigonom.  sphir.  pag.  2fi6). 

Fîg.76  fj^6.  Soît  actuellement  NS  Taxe  de  la  Terré,  C  le  centre,  AD 
le  diamètre  de  Téquateur^  ANDS  le  méridien  elliptique  d'un  lieu 
quelconque  B ,  pour  lequel  la  tangente  BT  est  rhorizon  sensible  : 
VBR  perpendiculaire  à  BT  est  la  ligne  verticale ,  BG  là  distance  au 
centre ,  ou  le  rayon  de  la  Terre ,  BW  =  CE  le  rayon  du  parallele, 
CBL  Tangle  de  la  ligne  verticale  avec  le  rayon  de  la  Terre ,  BLA  la 
latitude ,  BCA  l'angle  au  centre. 

Quand  oh  connoît  le  rapport  entre  les  deux  axes,  la  premiere 
chose  qu'il  importe  de  déterminer  est  l'angle  CBL  qui  se  nomme 
r angle  de  la  verticale.  Or  CBL  =  BLE  —  BCE  ,  et  dans  les 
triangles  rectangles  CEB,  LEB,  qui  ont  un  côté  commun  BE,  on 
a  (45o,  425),  CE  I  LE  I  *  ta^g.BLE  I  tang.BCE.  De  plus  CE  est 
l'abscisse ,  LE  la  sous-normalé ,  et  dans  là  théorie  des  sections  co- 
niques on  démontre  que  CE  I  LE  •  I  a*  I  A*.  Donc 

(N)...  tang. ang.au  centre  =r   -  X   tang. Za^V. 

Or  la  différence  entre  la  latitude  et  l'angle  au  centre  est  l'angle 
cherché. 

Pour  l'avoir  plus  directement,  soit  L  la  latitude,  v  l'angle  de 
la  verticale,  et  a  =  1 1  la  formule  (N)  donne  1  •  ^'  II  tang.X  I 
j;ang.(L  —  v),  et  par  conséquent  1  I  1  —  b"  Il  tang.L  I  tang.i^ 

^lang.(£  —V)::  lang.£  :  ,„,^  Z^  _  ,, ,  (H-  24')-  Mais 
3  —  è*  ==r  e*.  Donc  sin.v  =s  e^  sin.L  cos.(Z  — •  v),  ou  angle 
de  ta  verticale  =  R''  X  excentr.^sm.lat.  cos.(lat.  —  ang.de  la 
verticale).  En  calculant  par  cette  formule  les  angles  de  la  verticale 
de  la  table  (807),  je  trouve  que  la  formufe  dont  on  se  sert  commu- 
nément ^  v  z=  cK^  sin.ïzL,  produit  des  erreurs  qui  vont  quel- 
t^uefois  jusqu'à  4  ^'  •  Ma  formule  est  donc  préférable  ,  quoique  ces 
erreurs  soient  à-peu-près  insensibles ,  et  que  l'incertitude  oirnous 
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sommes  sur  lliomogénéité  du  globe  et  sur  la  vraie  quantité  de  son 
apIaUssement ,  puisse  eu  occasionner  de  plus  grandes^        . 

797.  Soit  décrit  le  démi-cercle  AFD;  soit  FCE  =  x,  comme 
dans  la  théorie  des  planètes  (767)  :  celle  des  sections  conique* 
donne,  tang.o:  =  j  X  t^ng. ang.au  centre,  ou  (796),  (N), 

(O).,.  tang.^  =  ^  X  tang.faf, 

La<:onnoi^sance  de  Tangle  x  aide  à  résoudre  très  promptement  les 
'équatìons  suivantes ,  qui  n'ont  pas  besoin  de  démonstration ,  et 
qui ,  avec  les  précédentes  (M) ,  (N),  donnent  toutes  les  quantités 
contenues  dans  la  table  de  M«  Schulze. 

<P). ..   rayon  du  parallele  =a  a  cos.x  sst  CE* 
<Q)---  degré  de  longitude  =  t-^ ,  (262).       ' 
(R).. .  rayon  delaT^^  ^^;i~^  ==  ^^• 

(T)...  BR  =  î-^. 

^      ^  COS.  iai, 

(U)...  BQ  =  BC   X  cos.ang.de  la  verticale: 
(Y)..,  CQ  =  BC   X   sm.ang.de  la  verticale, 

798.  Le  rayon  BC  de  la  Terre  peut  s'obtenir  facilement  d^une 
autre  maniere  que  par  la  seule  formule  (R),  avec  plus  de  décimales 
exactes  qu'on  n'en  auroit  en  la  calculant  par  les  tables  ordinaires 
des  logarithmes.  En  efFet ,  si  l'on  fait  a  =  1 ,  cette  formule  donne 

BC   =    — ^î^  =   ^^+rans'(/:-.)      ^j  y  ^^  ^^^ 

cos.(L  —  v)  y  1  -H  tang.*âr         '  ^         7  ^  ^         ' 

tituant  les  valeurs  de  tang.(Zi  '»~-  v)  et  de  tang.a:,  données  par 
les  formules  (N),  (O),  BC  ^  v/ît^^S'^  ^^^  **  =  ^ 
—  e* ,  et  i*  =  1  — '  2  e*  -H  e^.  Substituons  ces  valeurs  ; 
multipHons  la  fraction  par  ços.^Zr,  et.  nous  trouverons  BC  = 

Fffij" 


4ia  CïfÂr*    XXL     DÉTIRMENEE   LES    DIMENSIONS 

réduisant  ce  binôme  en  série,  négligeanl  les  puissances  de  Texcen- 
incité  au-delà  de  la  quatrième ,  et  faisant  les  divisions,  nous  aurons 

(€).*•    BC  =  1  —  ie*  b'  sinM  —  |e*  sîn/L, 

Le  calcul  des  deux  derniers  termes  donnera  les  différences  du 
rayon  de  Téquateur  à  celui  d'une  latitude  quelconque  ;  si  on  veut 
cette  différence  en  toises ,  il  suffît  de  la  multiplier  par  le  rayon  de 
Téquateur  exprimé  en  toîses-  Pour  avoir  la  différence  des  loga^ 
rîthmes,  on  multipliera  les  deux  termes  ci-dessus  par  ^c  -u  -^  a,BC  ^ 
comme  le  prescrit  le  premier  terme  de  la  série  (F),  (175)  :  c'est 
cette  marche  que  j'ai  adoptée ,  comme  la  plus  prompte  et  là  plus 
sûre^  pour  calculer  les  logaritlimes  de  la  table  (807), 

En  négligeant  comme  très  petit  le  dernier  terme  du  second 
membre  de  l'équation  (Z) ,  on  voit  que  les  diminutions  des  rayons 
de  la  Terre  sont  à-peu-près  proporhonn elles  aux  quaiTés  des  sinus 
des  latitudes  ,  et  par  conséquent  aux  accroissements  en  longueur 
des  degrés  de  latitude  (7 94}. 

795^  Pour  donner  quelques  exemples  de  la  brièveté  et  dé 
Texactilude  des  formules  (N),  (O),  &c.,  soit  lar.  =  46%  -  = 
^,  et  sok  a  =  3277123  ioîsesy  comme  dans  1^  tables  de  Berlin^ 

On  aura  par  la  formule  (O),  tang.o:  =  J^  tang46'';  ce  qui 
donne  x  ==  45**  52'  3o",  85, 

Le  calcul  de  la  formule  CN)  se  réduit  â  ce  quî  sùh:  :  tang.&h^fe 
q,u  centre  =  ^  lang.x,  ce  c^ï  àórniQ  ang.  au  Centime  '^  45*"  4^"* 

i\66.  '  ''''•;'"■  '••■"'■' 

Donc  V angle  de  la  verticale  ou  (laL-j- angle  au  cen^)  ==^ 
14'  5Ô'<,  3.  Lestables<lè  BèrliHlefGiifceneffetde  14'  58";;  4'où 
il  suit  que  M.Sçhulié  n'a  point  employéfla  formule  ordinidre  (796)^ 
V  =  cR"  sin.2Z/,  ou  sin.v  =  c  sîn.2Z/,  laquelle  donne  dans  ce 
cas  2"  de  mo^ns.  C'est  par  erreur  que  M.  Trerabley  a  cru 'cette 
formule  exacte;  le  logarithme  qu'il  trouve  est  celui  de  smvi4' 
56'%  3,  et  non  celui  de  sin.  14'  "58^ /comme  il  raVàfiice:  Maifc 


^ 
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M.  Schuize  ne  s'esl  pas  servi  non  plus  de  la  formule  rigoureuse  (N),* 
puisque  la  diiFérence  entre  les  angles  de  sa  table  et  les  angles  de  la 
mienne  (807)  va  jusqu'à  5"  pour  d'autres  latitudes. 

Si  l'on  calcule  maintenant  la  formule  (  P)  ^  on  a  a  cos. j:  = 
3277123  COS. 45*"  5^'  3o",  85  =  2281609  :  tel  est  en  effet  dans 
les  tables  de  Berlin  la  valeur  du  rayon  du  parallele  de  4^''-  M.Trem- 
bfey  trouve  32  toises  de  moins  ^  parce  que  c'est  du  degré  de  longi- 
tude qu'il  conclud  ce  rayon,  c'est-à-dire  qu'il  déduit  la  grande 
quantité  de  la  petite.-  D'où  résulte  ce  dont  nous  avohs  prévenu 
(279)  :  l'erreur  du  degré  de  longitude  employé  par  M.Trembley 
n'est ,  comme  nous  allons  le.  voir,  que  de  -f-  de  toise,  et  cette  erreur 
5Ì  légère  en  produit  une  de  32  toises  sur  le  rayon  du  paralleler 

En  divisant  par  R%  (262),  la  quantité  trouvée  a  cos.Xy  nous 
aurons  exactement  par  la  formule  (Q)  fe  degré  de  longitude  =2 
39821,  6.  M.Trembley  l'emploie  de  39821  toîsesw 

Il  est  inutile  de  nous  étendre  davantage  pour  faire  voir  combien 
la  quantité  constante  a  cos. j:  abrège  le  calcul  des  formules  (j^y)* 
Nous  allons  prouver  qu'on  peut  se  dispenser  d'employer  les  var 
leurs  des  quantités  BR ,  BQ^  CQ,  (données  par  les  trois  dernières 
de  ces  formules  et  dont  M.  Schuize  fait  usage  dans  la  correction  à 
faire  aux  parallaxes  à  cause  de  l'aplatissement  de  la  Terre) ,  et  que 
pour  calculer  le  lieu  apparent  des  astres  dans  la  supposition  du 
sphéroïde  aplati ,  on  peut  suppléer  par  une  correction  très  sûnple 
à  toutes  celles  qui  ont  été  employées  dans  ce  cas. 

8oo-  Conservons  toujours  les  explications  de  la  fig. 76  ;  de  plus  Fîg.7(>> 
soit  BM  le  prolongement  du  rayon  CB  de  la  Terre ,  C  ^^  ^.^^e 
dont  la  position  est  donnée  par  les  tables  astronomiques  comm^ 
s'il  étoit  vu  du  centre  G  de  la  Terre.  Enfin  qu'on  imagine  une  ligne 
droite  C  (^  ^  cette  ligne  se  dirigera  vers  le  point  du  Ciel  où  se 
trouve  l'astre  selon  le  calcul  fait  d'après  les  tables. 

L'angle  B.C^  ^ue  forme  la  ligne  supposée  C^  avec  la  ligne 
fi  C  ^u^  i^  direction  de  laquelle  l'observateur  en  B  apperçoit  l'astre^ 
se  nomme  h  parallaxe;  c'est  la  difFércnce  de  la  position  observée 
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à  la  position  calculée.  Pour  comparer  le  calcul  avec  robservalion^ 
U  est  nécessaire  de  coniger  Vun  ou  Tau  tre,  eie  la  quantité  de  k 
parallaxe.  Pour  cet  effet  on  réduit  la  distanœ  vraîo  de  Tastre  au 
pôle,  ou  r  angle  NC  C  t  ^  langlc  NR  (^  que  feroît  avec  l'axe  NS  de 
la  Terre  une  ligne  supposée  RC  -  Ayant  amst  k  posidon  de  Tastie 
sur  la  ligne  R(£  ,  on  a  ensuite  la  position  cherchée  de  cet  astre  sur 
la  ligne  B{^  ^  en  réduisant  par  le  moyen  de  la  parallaxe  de  hau» 
teur  (BR  étant  prise  pour  la  parallaxe  horizontale) ,  Tangle  VK^ 
à  l'angle  VB^  »  9^*^  ^^^  '^  distance  dpparente  de  F  as  tre  au  zénith 
de  Tobservateur,  Cesi  pour  ces  réductions  et  autres  analogues  que 
sont  utiles  les  quantités  données  par  les  trois  dernières  formules 
(797),  Mais  on  peut  s'épargner  tous  ces  circuits^  puisque  pour 
trouver  par  le  calcul  la  position  de  Tas  tre  sur  la  ligne  B([^ ,  il  est 
facile  de  rendre  TelUpticité  de  la  Terre  absolument  indifFérente- 

80  j.  En  effeC  imaginons  un  cercle  décrit  du  rayon  BC  et  qui 
coupe  Taxe  NS  prolongé.  Supposer  que  ce  soit  un  cercle  de  la  sur* 
face  du  Globe  considérée  comme  sphérique ,  ce  n'est  point  altérer 
h  distance  vraie  NCC  ^^  l'astre  au  pôle.  Mais  alors  M  devient  le 
zénith,  CBM  la  ligne  verticale,  et  BCÂ  la  lacirude  du  point  B  de 
la  Terre.  Si  on  emploie  cette  latitude  dans  les  calculs  9  MCC  ^^^^ 
la  distaïKie  vraie  au  zénith  supposé  M,  et  on  la  trouvera  eo  se  ser* 
vant  des  éléments  donnés  par  les  tables*  Si  donc ,  au  moyen  ée  la 
parallaxe  de  hauteur,  tomme  à  Tordinaice ,  en  prenant  le  rayon 
BC  pour  la  parallaxe  horizontale,  on  réduit  Tan^  N1C<^  à  Fangle 
MBC  9  ^^^  angle  fera  connottre  le  point  du  Gel  anqnel  correspond 
la  position  apparente  de  Tâstre  surla  Hgne  B^ ,  avec  autant  d^exacr 
liftiKle  et  plus  de  facilité  que  si  on  snivoit  la  méthode  en  tisage; 

Bod.  Toutes  les  équations  des  parallaxes  pour  le  spbéroîde 
aplati  deviennent  donc  inutiles,  pourvu  qu'on  emploie  dans  les 
calculs  la  latitude  diminuée  de  tangie  de  la  verticale;  c'est  ainsi 
que  Ta  employée  le  célèbre  Géomètre  M.  de  la  Grange,  en  oompo- 
sant  ses  fbrtetules  pour  trouver  la  distance  apparente  tiè  deux  astres 
fiwjets  à  la  parallaxe ,  {Éphém.  de  Beriin,  1 7B2).  Peutrètre  a*t-aa 


7 


POUR    IB    SPHÌROÌDB   'APLATI.  4^^ 

pensé  que  c'étoit  une  propriété  particulière  de  sa  méthode  aussi  pro- 
fonde que  laborieuse  ;  de  même  que  c'est  une  propriété  particulière 
de  la  méthode  de  M.  du  Séjour,  que  d'employer  la  hauteur  du  pôle 
dimimiée  de  la  moitié  seulement  de  Tangle  de  la  verticale.  En  efFet 
Tusage  des  équations  des  parallaxes  dans  le  sphéroïde  aplati  paroit 
adopté  communément  en  Astronomie,  et  je  ne  crois  pas  qu'aucun 
Astronome  ait  démontré  qu'on  peut  se  les  épargner  pour  quelque 
parallaxe  que  ce  soit,  et  dans  toutes  les  méthodes.  M.  Trembley 
lui-même,  qui  a  cherché  (Essai  de  Trigon.  sphérîque ^  pag.i64à 
(76)  la  démonstration- des  formules  de  M.  de  la  Grange ,  et  qui  a^ 
appliqué  la  correction  de  la  hauteur  du  pôle  au  calcul  des  parallaxes 
de  longitude  et  de  latitude ,  s'exprime  de  maniere  que  je  n'ai  pu 
parvenir  à  entendre  la  raison  qu'il  donne  (pag*  i5o)  de  cette  cor» 
rection  :  il  considère  seulement  l'astre  au  zénith,  et  confond  l'angle 
dç  la  verticale  avec  l'angle  tiès  difj^rentque  forment  au  centre  de 
l'astre  la  ligne  verticale  et  la  ligne  menée  du  centre  de  la  Terre. 

Pour  calculer  les  parallaxes,  il  sufEt  donc  de  connoitre  le  rayon 
de  la  Terre  elliptique,  lequel  doit  servirà  la  parallaxe  horizontale  ^ 
et  l'angle  de  la  verticale ,  lequel  doit  se  soustraire  de  la  latitude. 
JTai  calculé  pour  cet  effet  avec  tout  le  soin  possible  lac  table  (807).! 
U  est  à  propos  de  voir  combien  actuellement  les  calculs  des  paral- 
laxes et  des  éclipses  deviendront  expéditîfs. 

8o3.  Trouver  les  parallaxes  de  longitude ,  de  latìuide^  d* ascen- 
sion droite  et  de  déclinaison. 

Toutes  ces  parallaxes  dépendent  de  la  parallaxe  de  hauteur, 
qui  elle-même  dépend  de  la  parallaxe  horizontale.  Or  {Astronomie 
de  la  Lande,  16249  1628) 

_^  2.      •  rayon  de  la  Terre  ^ 

Sm.par.h0nZ.    =   JUt.de  rastre  au  cen»..  de  UTene' 

^A)...  sin. par Jiaui^ur  =:  $in. par. hor.  X  cos. hauteur àppar. 
£t,  avec  une  approximation  suffisante  dans  tous  lôs  cas , 
^B)...  par.  hauteur  =  par.horiz.  X  cos.hauleur appar. 
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Eg.ïSp  Cela  poséi  sait  Z  le  zénith  de  la  Terre  sphérique  (801),  P  le 
pAle  de  récliptîqixe ,  T  une  planète  vue  du  centre  de  la  Terre,  et 
qui,  vue  de  la  surface  du  globe  ,  paroît  plus  bas,  en  S  :  TS  est  la 
parallaxe  de  hauteur^  PZ  est  la  distance  du  zénith  au  pôle  de 
réchptîque  ;  c^cst  ce  qu'on  appelle  la  hauteur  du  nonagésime , 
c*est-à*dire  du  point  de  réclîptique  qui  marque  la  longitude  du 
zénith  de  robservateur  :  ZPT  est  la  distance  vraie  de  VaMre  au  no-  - 
nagésime,  ou  la  différence  de  longitude  entre  Tastre  et  le  nonagé-  1 
sime;  ZPS  est  la  distance  apparente  de  l' astre  au  nonagésime^  et 
TPS  la  parallaxe  de  longitude ,  de  laquelle  nous  chercherons 
d^abord  la  valeur. 

Le  côté  PZ  et  Tangle  adjacent  Z  sont  communs  aux  triangles 
ZPT,  ZPS»  et  par  conséquent,  en  faisant  (542),  A  =  Z,  B  =P| 
C  =  T,  on  a  sin.^^ZT  ;  sin.g^ZPT  ;  ;  sin.PT  sin.(PT  -H  S^FT) 
sln.PZ  sin.Z.  Or  PT  -h  S^PT  =:    PS,  et  sin,PS   !   sin.Z  ; 
slnJlS  ;  sin. ZPS.  Donc  (7:13  ),  â^ZT  ;   8,ZPT,  ou  TS  ;  TPS  : 
sin.PT  sm.ZS  I  sîu.PZ  sin.ZPS.  MaÌssÌu*ZS  ^  cosJiauLappar. 

"^  ^^xES^  '  ^^^^  la  formule  (B  )  ;  donc         ^  '^ 

(C). . .  par.hng.  '^par.hori  'x  ïïii^^ 

Pour  a^'oir  la  longitude  apparente  de  l'astre,  on  ajoute  la  pa- 
r,allaxe  à  la  longitude  vraie ,  si  l'astre  est  à  Forient  du  nonagésîme  ; 
on  la  soustrait ,  s'il  est  à  l'occident. 

Comme  le  second  membre  de  la  formule  (C)  renferme  la  parai- 
laSce  cherchée,  puisque  discappar.nonag.  =  dist.vr.nonag.  -4- 
parJong.,  ilÊiudra  foire  le  calcul  pat  la  méthode  (281);  nous  en 
donnerons  un  exemple  (809). 

Si ,  au  lieu  des  parallaxes ,  on  emploie  leurs  sinus ,  la  formule 
(C)  sera  rigoureuse. 

On  chassera,  si  Ton  veut,  du  second  membre  la  parallaxe  de 

longitude,  en  suivant  la  méthode  (282).  Car  puisque  ^i^'!^  kol^^^vz 
==  sin.(TPZ  -H  TPS)  =  sin,TPZ  cos.TPS  -t-  cos.TPZ  sin.TPS  ; 

on 
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on  aura,  en  divisant  par  cas. TPS  la  premiere  et  la  dernière  de  ces 
trois  valeurs  égales , 

rppQ    ■     sln.par.hor.  sin.PZ  sîn.TPZ 

rang.  irO    -^    sin.PX  —  5ÌTi,par.hor,  8Ìn.PZ  COS.TPZ  * 

Telle  est  la  formule  de  M.  Lexell,  démontrée  par  M.  Trembley, 
pag.  141  à  144  de  son  Essai  de  Trigonométrie. 

804.  La  parallaxe  de  latitude  est  8^PT,  ou  PT  —  PS.  Pour  la 
déduire  de  la  parallaxe  horizontale  en  n'employant,  des  parties  du 
triangle  PTZ ,  que  PZ,  PT  et  TPZ,  on  ne  peut  se  servir  avec  succès 
d'aucune  des  analogies  (55o  ,  55i ,  552) ,  qui  sont  celles  qui  cor- 
respondent au  Cas  dont  il  s'agit.  On  a  fait  usage ,  pour  le  résoudre  ; 
de  l'analogie  infinitésimale  (55 1) ,  en  substituant  à  cos.AC  sa  va- 
leur (VIL  28*),  et  sin. (AC  H-  8^AC)  au  lieu  de  sin. AC  :  mais 
cette  analogie  peut  produire  des  erreurs  de  quelques  secondes. 
Aussi  M.  Lexell  a-t-il  donné  une  formule  plus  exacte ,  mais  com- 
posée de  trois  termes  dans  le  second  membre  ;  on  en  peut  voir  la 
démonstration  pag.  144  à  148  de  l'Ouvrage  de  M.  Trembley , 
cité  ci-dessus.  Pour  moi ,  comme  on  ne  cherche  pas  ordinaire- 
ment la  parallaxe  de  latitude  que  l'on  ne  cherche  aussi  celle  de 
longitude,  je  me  contenterai  de  déduire  la  premiere  de  la  seconde, 
d'autant  plus  que  j'y  parviens  par  une  formule  rigoureuse  et  com- 
mode. 

Je  substitue  ^  co". iks  ^  sîn.i^B  dans  la  i*  analogie  (556),  et 
appliquant  cette  analogie  au  triangle  PTZ,  j'ai  sin.^^PT  \  sin.B^P 

:  :  (sm.PT  cot.pz  —  '"^'^^  t^A^p  ''''^)  si"-(PT  -H  a^PT)  : 

sin.P,  formule  rigoureuse,  et  dont  on  pourroit  se  servir.  Mais  on 
peut  employer  à  l'ordinaire ,  et  sans  qu'il  en  résulte  jamais  une 
erreur  sensible ,  les  arcs  au  lieu  des  sinus  dans  le  premier  rapport , 
et  supposer  cos.5  8^P  =  1  :  on  a  alors 

(D) . . .  par.lat.  =  par. longitude  cas. lat.vraie  œs.lat.appar.  X 

cot.haue,nonag,  — cfis.(disi.vr,nonag,  -^-^parjong,)  izïi^,lat.vraié 
sia,(iisiançc  vraie  as*  noriagèsime 

Ggg 


4i8         Chaf,  XXI.  Tnouv^a  la  distance  apparente 

La  parallaxe  de  laûtude  s'ajoute  toujours  à  la  distance  vraie  de 
Tartre  au  pôle  visible  de  l'écliptique,  à  moins  que  parle  résultat  de 
la  formule  cette  parallaxe  ne  soit  négative- 

805,  Si  P  est  le  pôle  de  Téquateur,  on  écrira  dans  les  formules 
(C),  (D)î  /ïûr.  asc.  droite  au  lieu  do  panlottg.^  compL hauteur 
dupâh  au  lieu  de  haut.nonag.,  angÎe  horaire  au  lieu  de  distance 
au  ncnag.,  déclin,  au  Heu  de  laL  ;  et  on  aura 

,-,.  »  r        *        1.  M    ^of>, haut,  fin pdU  %ln  ûngJnirtfire aimmr, 

(E)..-  panascJn  =^  parJioriz,  X  Z..d.,iJu*. — ^^^^• 

(F)..-  par.dccL  ^=  pan asc, droite  £os*décl.vn  co$. décLappan  X 

i^nphmttifttt pélff  —  COS.  («war.  hor.vr.  ^-  i  pmr.asc.dr,)  tà»^,ffé<l.pF. 
Atii. 4J il ^le  horaire  vrai 

806.  Trouver  la  distance  apparente  des  ceti  très  de  deux  astres, 
11  y  a  trois  cas  principaux  et  très  importants  dans  lesquels  on 

cherche  la  distance  apparente  des  centres  de  deux  astres  1  ou,  ce 
qui  revient  au  même ,  dans  lesquels  on  conclud  de  la  distance 
appaiente  la  distance  vraie,  c'est-à-dire  celle  qui  serojt  observée 
du  centre  de  la  Terre  :  i^'.dans  les  éclipses  et  dans  l^s  occultations; 
2°.  dans  les  passages  sur  le  disque  du  soleil  ;  S"",  sur  mer ,  pour  en 
déduire  la  longitude  du  vaisseau. 

Je  ne  connoîs  rien  de  mieux  que  la  méthode  de  M.  de  la  Lande 
pour  le  second  cas;  et  celle  de  M.  le  Chevalier  de  Borda  pour  le 
troisième  ,  quand  on  n'a  point  les  grandes  tables  angloises  ,  ou 
celles  qui  servent  à  la  méthode  de  M.  Dunthorn.  Pour  le  premier 
cas  j  la  méthode  la  plus  expéditive  est  certainement  celle  du  nona- 
gésîme  (si  on  veut  Tappeller  ainsi) ,  mais  en  s'y  prenant  comme 
il  suit. 

P^S-77  Soit  P  le  pcMe  du  Monde  ,  E  celui  de  récliptîqne,  Z  le  zénith 
de  la  Terre  supposée  sphérique  (801),  L  le  lieu  vrai  de  celui  des 
deux  astres  qui  souffre  la  plus  grande  parallaxe.  Dans  le  triangle 
PEZ  (je  dois  à  M^Trembley,  Es^i  de  Tn'g.  sphér,  pag.  i5i,  l'idée 
de  me  servir  de  ce  triangle)  on  conr/oît  toujours  trois  parties; 
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savoir  PE  ou  Tobliquité-  apparente  de  Técliptique ,  PZ  ou  le  com- 
plément de  la  hauteur  du  pôle  dimîmiée  de  l'angle  de  la  verticale 
(802) ,  et  ZPE  qui  est  rangle  horaire  du  pôle  de  Técliptique ,  ou 
la  différence  onire  l'ascension  droite  du  zénith  et  celle  du  pôle  de 
Técliptique.  L'ascension  droite  de  ce  pôle  est  toujours  de  270"*  j 
celle  du  zénith ,  qu'on  nomme  l'ascension  droite  du  milieu  du  Ciel, 
est  égale  à  la  somme  de  Tascensipn  droite  du  soleil  et  du  temps  vrai 
(  au  moment  pour  lequel  on  fait'  le  calcul)'  réduit  éri  degrés  ou  en 
parties  de  Téquateur,  soustraction  faite  de  3 60''^  lorsque  cette 
somme  est  >  36o**,  On  cherchera  EZ,  ou  la  hauteur  dû  nonagé- 
sime;  et  PEZ ,  ou  la  différence  entre  là  longitude  du' pôle  de 
l'équateur  et  celle  du  zénith  :  et  comme  la  longitude  4ç  çe  pôle 
est  toujours  de  90%  on  aura  ensuite  la  longitude  du  zénith  ou  la 
,  longitude  du  no/iagésime,  par  Vécinatìon .long. nonag.  =  90"*  rtr 
PEZ.  Dans  l'hémisphère  septentrional,  toutes  les  fois  que  le  com- 
plément de  la  hauteur  du  pôle  est  plus  grand  que  l'obliquité  dé 
l'écliptique  (ce  qui  embrasse  presque  tous  les  cas,  les  observations 
astronomiques  en  dedans  des  cercles  polaires  étant  très  rares),  le 
signe  -H  a  lieu  quand  l'ascension  droite  du  milieu  du  Ciel  est  ]> 
90°  et  <  .270**  :  pour  toute  autre  valeur  de  cette  ascension  droite , 
le  signe  —  aura  lieu ,  et  on  observera  que  si  PEZ  est  >  90'',  il 
faut  prendre  le  supplément  à  36o**  de  l'arc  négatif  (90°  —  PEZ). 
Connoissant  ainsi  la  longitude  du  nonagésime,  pr^  prendra  la  différ 
rence  entre  cette  longitude  et  celle  de  l'astre  L  du  côté  où  cette 
différeuce  est  moindre  que  de  180°,  et  on  aura  l'angle  ZEL,  ou 
(8o3)  la  distance  vraie  du  nonagésime. 

Dans  le  triangle  PEZ,  connoissaut  deux  côtés  PE ,  PZ  et  l'anglç 
intercepté  ZPE,  on  peut  trouver  le  côté  EZ  et  l'angle  PEZ  parle 
moyen  des  formules  (VIIL  7%  8')  :  mais  on  a  un  logarithme  de 
moins  à  chercher  en  $e  servant  de  celles  de  Neper  (IX.  2%  5*) , 
auxquelles  je  donne  .la  préférence.  De  l'angle  PEZ  on  déduit , 
comme  nous  l'avons  dit,  l'angle  ZEL;  et  quand  on  a  trouvé  la  va- 
leur de  cet  angle  et  celle  du  côté  ÈZ,  on  a  tout,  ce  qu'il  faut  pour 
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calculer  les  parallaxes  de  longitude  et  de  latitude  de  l'astre  L  au 
moyen  des  formules  (C),  (D),  dans  lesquelles  on  emploiera  pour 
parallaxe  hoiîzontale  la  différence  des  parallaxes  horizontales  des 
deux  astres  ;  ce  qui  est,  non  pas  rigoureux ,  maïs  d'une  exactitude 
plus  que  suffisante  dans  tous  les  cas» 

Ayant  ainsi  appliqué  Tcffet  des  deux  parallaxes  au  seul  astre  L, 
et  connoissant,  dans  cette  hypothèse,  la  longitude  et  la  latitude 
apparentes  de  cet  astre  ;  si  Ton  suppose  à  présent  que  l'autre  astre 
Fi6<78  soit  S,  et  que  le  triangle  zEV  soit  le  même  que  le  triangle  ZEL  de 
la  fig.77 ,  on  connoîtra,  dans  le  triangle  ELS»  le  côté  LE  distance 
apparente  de  l'astre  L  au  pAîe  de  récliptique,  le  côté  ES  distance 
vraie  de  Fastre  Skce  pôle,  et  Tangle  LES  qui  est  la  diiTérence  entre 
la  longitude  vraie  de  fastre  S  et  la  longitude  apparente  de  Tastre 
L,  Avec  ces  données  il  reste  à  chercher  le  côté  LS  qui  est  la  dis- 
tance apparente  des  centres  des  deux  astres,  et  dont  la  détermi- 
nation est  le  but  du  problème,  La  dernière  équation  (VIIL  8^)  ne 
peut  donner  ce  côté  avec  précision  à  cause  de  sa  petitesse ,  et  it 
faut  avoir  recours  ala  solution  (478}. 

807.  Pour  faciliter  Ifes  opérations  précédentes ,  je  les  réduirai 
(808)  en  une  espece  de  tableau.  Je  donne  d'abord  k  table  qui 
suit,  que  j'ai  annoncée  (796,  798),  et  de  laquelle  on  a. besoin  pour 
ces  mêmes  opérations. 

Voici  quel  est  l'usage  Je  cette  table.  Pour  avoir  la  parallaxe 
horizontale  d'un  astre  pour  un  lieu  de  la  Terre ,  on  prendra  dans 
la  table  le  logarithme  du  rayon  terrestre  de  ce  lieu,  et  on  l'ajoutera 
au  logarithme  dt  là  parallaxe  horizontale  de  Fastre  sous  Téqua- 
teur.  Si  au  lieu  de  cette  parallaxe  on  avoît  la  parallaxe  pour  un 
lieu  hors  de  l'équateur,  comme  il  arrive  lorsqu'on  fait  usage  des 
Tables  de  la  Lune  de  M.  de  la  Lande ,  qui  donnent  là  parallaxe 
pour  Paris  ;  alors  on  auroit  la  paralkixe  horizontale  pour  l'équa^ 
teur,  en  retranchant  de  la  parallaxe  donnée  le  logarithme  du  rayon 
terrestre  du  lieu  pour  lequel  elle  est  donnée-. 
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Tjìble  des  angles  de  la  verticale^  et  des  logarithmes  dés  rayons 

de  la  Terre. 


Hauteur  Angle  Logarithme  DifTër.  Hauteur  Angle 
du  de  la  du  rayon  des  •  du  de  la 
pôle,     vertîc.    delaTerre.    logarit.      pôle,     vertîc. 


Logarithme  Diffër. 

du  rayon        des 
delaTerre.     logar. 


1 
3 

4 
5 
6 
7 

8 
9 

lO 

u 

12 

i3 

H 
i5 

i6 

:g 

»9 

20 
21 
22 
23 

^4 
25 
26 

^7 

28 

3i 

32 

33 

34 
35 

36 

37 
38 

39 


o" 
3i 

2 
34 

5 

35 

6 

37 


^o7 
437 

5  6 

5  35 

6  4 

6  32 

7  28 

7  55 
8' 21 

8  46 

9  »> 

9  35 

9  59 
10  22 

10  44 

11  6 
11  27, 

11  4fi 

12  5 

12  23 
12  40 
12  57 
i3  12^ 

i3  26 
i3  39 
i3  52 
14  3 

14  14 

14  2$ 

14  3i  , 
14  38: 


o ,  ooooooo- 
9.  9999994 

9» 9999977 
9,  9999949 

9,  9999909 
9»  9999^58 

9.999979$ 
9,9099723 

9»  9999^538 
9,9999543 
9,  9999437 
9,  9999320 

9,9999192 

9»  99990^4 
9,  9998906 

9» 995*748 

9,  9998580 

9i  999840^ 
9,  9998214 
9,9998017 

9,9997812 
9»  9997^97 
9.  9997374 
9»  9997»43 

9,9996903 
9,  9996656 
9i  9996402 
9,  9996140 

9,  9995871 
9,  9995596 
9,  99953i5 
9,  95)95028 

9,9994736 
9»  9994438 
9,  99941 36 
9,  9993829 

9,  9993518 
9,  9993203 
9,  99928S5 
9»  999*5^4 


*2 
28 


40 
5i 
62 
73 

106 
117 

128 
i38 
148 
i58 

168 
178 
188 
197 

205 
2l5 
2i3 
23l 

240 

347 
354 
262 

269 

275 

281 
287 

S92 
298 

3o2 

307 

lu 
3i5 
3i8 

321 


39- 
40 
4* 
4a 

43 

% 

49 
5o 

5i 

52 

53 
54 

55 
56 
57 


61 
62 

63 
64 
65 
66 

67 
68 
69 

70 

7» 

73 
74' 

80 
85 

90 


4'  38"  9,9992564 

4  44  9f999^M^ 

4  49  9»999>9»5 

4  53  9,  9991088  - 


56 
58 
59 
58 

54 
5i 
46 


4  33 

4  25 

4  16 


6 
55 
43 
29 

i5 

6 
44 


1  5o 

1  3o 

1.  10 

o  48 

o  26 

o  3 

9  39 

9  *  i5 

8  5o 

8  24 

7.  58 

a  37 

a  • 


9,  9991260 
9,  9990930 
9,  9990600 
9>  9990^70 

9,  9989939 
9,99896)0 
9,  9989282 
9,  ^^^!è^5 

9.9p8863o 
9,9988307 
9,  9987987 
9,  9987670 

9,9987357 
9,  9987047. 
9,  9986741 
9,9986440 

9,  9986144 
9,9985854 
9, 9985569 
9,9985290 

9,  9985017 
9,9984751 
9,9984493 
9.  9984^41 

9,9983998 
9,  9983762 
9,  9983534 
9,  9983310 

9,  9985106 
9,  9982905 
9,9982713 
9,  9982532 

9,  9982360 
9,9981654 
9, 9981222 
9,  9981076 


323 

326 
327 

328 

33o 
33o 
33o 

33i 
329- 
328 
327 

325 
32S 
320 
3*7 

3i3 
3io 
3o6 
3oi. 

294 
290 
285 
279 

273 
266 
258 

252 
243 

^36 
228 
218 

"210 
201 
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808.  TABLEAïf  DU  CALCUL  pour  trouvcr  la  distance  apparente 
des  centres  de  deux  astres.  S,  L ,  en  supposant  connues  les  paral- 
laxes horizontales  équatoriâles,  et  les  longitudes  et  latitudes  vraies, 
c'est-â-dîre  telles  qu'on  les^  auroît  si  on  voyoit  les  deux  astres  du 
centre  de  laTerre^  et  en  tenant  compte  de  l'aberration  et  de  la  nu- 
tation.  Je  suppose  de  plus  que  la  parallaxe  horizontale  de  l'astre  L 
soit  plus  grande  que  celle  de  l'astre  S.  On  comprendra  facilement 
qu*il  est  inutile  d'indiquer  ce  que  sont  les  arcs  A,  B ,  Sec.,  qui  ne 
sont  ici  que  des  arcs  subsidiaires. 

A  =  ascens*dr-0 -<-  temps  vrai  en  parties  de  l'équateun 

Si  A  est  >  36o%  on  prendra  A  —  36o'  au  lieu  de  A. 

B  =  A  c/)  270'';  et  si  la  hauteur  du  pôle  est  australe,  B  =  A  00  90°. 

Si  B  e9t  >  i8o%  on  prendra  36o*  —  BçaulieudeB. 

C  =  hauteur  du  pôle  —  angle  de  la  verticale. 

D  =  90**  —  C  —  obliquité  apparente  de  ^écliptique- 

E  =  90*"  —  C  H-  obliquité  apparente  de  l'écliptique. 

tang.F  =  cot.lB   X   '£f^. 

lang.Gi=cot.iB   X    î^- 

rang.  ,^  H  =  tang.^D    X    ^• 

M  =  90°  ±:  (F. H-  G)  =  longitude  du  nonagésime. 

Le  signe  -|-  a  lieu  quand  A  est  >  90"  et  <  270*:  le  signe  —  a  lieu  dans  les  autres  cas; 
mais  alort  »i  (F  -h  G)  est  >  90%  on  ajoute  36o^  au  second  membre. 

'  Si  la  hauteur  du  pôle  est  australe,  M  ==  270*  qp  (F  -H  G), 

Le  signe  r-  «  Heu  quand  A  est  >  90"  et  <  270*  :  le  signe  -|-  a  lieu  dans  les  autres  cas  ; 
mais  alors  si  M  est  >  36o%  on  prend  M  —  36o*  oh  lieu  de  M. 

N  =  M  00  longitude  vraie  de  l'astre  L. 

Si  N  est  >  i8o%  on  prendra  Sóo*  —  N  au  lieu  de  N. 

O  =  rayon  de  la  Terre  X  (par.lior.équat.L  — par.hor^équat.S). 


DES  CENTRES  DE  DEUX  ASTRES.        4^3 
p  _.  0  X  «n.H  iin.(N  4-  P) 

Longitude  apparente  de  l'astre  L  =  longitude  vraie  zt  P. 

Le  signe  -h  a  lieu  si  le  point  de  Téclìptique  qui  marque  la  longitude  vraie  de  Tastre  est  à 
Torient  du  nonagésime  ;  le  signe  —  s'il  est  à^roccident. 

Q  =  ^  ^'2!n^''^ (cot.H— cos-IThIP  tang. lat.vr.L)  cos.Iat.ap.L. 
Latitude  apparente  de  l'astre  L  =  latitude  vraie  rt  Q. 

Le  signe  +  a  lieu  si  la  latitude  vraie  est  australe  ;  le  signe  —  si  elle  est  boréale  t  c^est  le 
contraire  lorsque  Q  est  négatif. 

Si  la  hauteur  du  pôle  est  australe ,  on  changera  dans  cette  règle  -^  en  -^  et  —  en  -4— 

T  =  long.app.de  Tastre  L  oo  long,  vraie  de  l'astre  S. 
U  =  lat.app.de  l'astre  L  oo  lat.  vraie  de  l'açtre  S. 
tang.Z  =  ^'"'X^j  \/cos.Iat.appar.L  cos.Iat.vr.S. 
sin.\dist.appar.  des  centres  =   —^* 

Si  les  valeurs  de  T  et  de  U  sont  moindres  Tune  et  Tautre  que  de  45' ,  comme  il  arrive  dans 
les  éclipses  et  les  occultations  ;  au  lieu  des  deux  dernières  équations,  on  peut  sans  scru- 
pule faire  usage  des  suivantes  : 

Y  =  lat.appar.de  Tas  tre  L  -H  lat.  vraie  de  l'astre  S. 

fr^r^n.    7  T     X    COS.jY 

tang.Z  =   û . 

Distance  apparente  des  centres  =  —r^^ 

COS.  /• 

809.  La  promptitude  de  la  méthode  précédente  a  pour  causes 
principales  le  petit  nombre  et  la  simplicité  des  règles,  l'avantage 
de  ne  point  avoir  besoin  de  construire  une  figure  ,  et  sur- tout  celui 
de  pouvoir  faire  les  calculs  des  dix  premières  équations  en  négli- 
geant-les  secondes  ,  ou  au  plus  en  tenant  compte  seulement  des 
dixaines  de  secondes,  sans  que  l'exactitude  du  dernier  résultat  en 
soit  nullement  altérée  :  d'où  il  suit  encore  qu'on  peut  de  même 
négliger  les  secondes  ,  en  prenant  les  lignes  trigonométriques  con- 
tenues dans  les  équations  qui  donnent  la  valeur  de  P  et  celle  de  Q. 

Appliquons  cette  liiétlipde  à  la  recherche  de  là  distance  appa- 


4^4  Chap.  XXI,  Teouvee  la  distanci  apparenti 
renie  d'Aniarès  au  centré  de  la  lune  ,  au  moment  de  Timmersion 
observée  à  Paris  par  M,  de  la  Lande  le  6  AvrU  1749  ;  Je  prendrai 
les  éléments  dans  le  calcul  de  cette  observation  »  fait  avec  le  plus 
grand  soin  par  M.  Carouge  ,  et  rapporté  dans  V Astronomie  de 
M-  de  la  Lande  >  Tom.  IV,  pag-  644. 

A  =  i5"  58'  4-  195*  20'  =  211M8' 
B  =  aii^  18'  00  270*^  =  58*  4a^ 

L'angle  de  la  verticale  donné  par  la  table  (807)  pour  la  latitude 
48"*  5o'  est  14'  5i  "  ; ,  et  par  conséquent 

C  =    48'  5o'  10"  —  14'  5o"  =  48^  35'  2Q'^ 

L'obliquité  apparente  de  réclîptique  pour  le  commencement 
d'Avril  1 749,  selon  la  Table  de  M,  de  la  Lande  (Tom. IV,  p.  763), 
est  23"  28'  22".  Donc 

D  —  90^  —  48^  35'  20"  —  23"  28'  20"  —  17"  5d'  2o'f . , 
E  =  90^  —  48=  35'  20^'  ^  33^  28'  20"  =  64"  53'. 

log.C0t.29*2l'  =o,25ooi5 o,25ooi5 

log.sin.8° 58' 10'' =9,192868  .   .  •  .  log.cos,  9,994656 
comp.log.sin.32**26'3o''  =  0,270478.  .comp.log.cos.  0,073689 

log.  tang.  F  =9,71 336 1       log.  tang.  G  =  o,  3 1 836o 

Donc  F  =  37n9 ' 55  " ,      G  =  64°  20' ao  " . 

_   nog.sin.8''58' lo"  =  9,  i928<^ 

S*      S'»  ^  complém.log.cos.  =  o,oo5344 

log.  sin.  64°  20'  20"  ==  9,954904 

compl.log.5in. 27"  19' 55"  =  o,338o5o 

log.  tang.  Ì  H  =  9,491 16($ 
Donc  H  =  34»  26'. 

M  =  90*  -H  27°  19'  55"^-^  64°  20'  20"  =  i8i»  40'  i5". 

N  =  M  00  long.vr.  (^  =  M  00  245°  3i  '  42  "  =  63°  Sx  '  3o". 

Dans 


V     BBS  •CBKTH&S    0£    DÌTTXÌASTILES.  4^5 

Dans  ce  cas-d^  paralLhorìz.  S  =  o ,  puisqu'Ahtarès  n*a  point  de 
parallaxe. 

M.Carouge  donne  la  parallaxe  horizontale  polaire  de  la  lune; 
en  la  réduisant  à  la  parallaxe  "pour  Paris  ^  nous  aurons  (807) 


.(parall.horîz.au pôle  =  57'  9",  8)  =  3,5352^9 
log.O  i=  l  compi. kg.  du  rayon  au  pôle.     ;     .     .  =  0,001892 
log.  du  rayon  pour  Paris  .1.     .•.,=:  9^998934 

log.sin.34*'^^'  ==9,1753392 

çompLIog. COS. ( lax^{fr. ^  =z   S'^^S^)  =  0,00095^ 

Somme  ou  log.  constant        3^289443 

log.sin.(N  =  63^  5i  '  3p")  =  9, 953^35 

log. (29'  8"  =  P  à-peu-près)  =  3,242578 

et ,  pour  avoir  la  valeur  exacte  de  P, 

log.sin.(N  H-  P  ==  64^  20'  40")  =  9,954924 

log.  constant  ci-dessus  =  3,289443 

log.P  =  3,2^4367 

Je  prends  ci-dessus  \  1 1  *     .    xt  .^o^r 

^  l  compl.log.sm.N  =  o,  046865 

Second  log.  constant  ==  3,290276 

log.cot.(H  =  34*26')  =  0,163949 

log.  (47 '26"=  Impartie  de  la  valeur  de  Qà-peu-près)  =  3,454225 

et,  pour  avoir  exactement  la  1  *  partie  de  la  valeur  de  Q, 

log.ços. (lat.appar.  C  =  3*"  48'  -H  47' 3)  =  9,998604 

log.  i""  partie  de  la  valeur  de  Q  =  3,452829 

Second  log.constant  ci-dessus  =  3,29028 

log.cos.(N  ^JP  =  64^6')  =  9,64028 

log.tang.(/a^.2;r.C  =  3^  48')  =  8,8223o 

log.  COS. /fl^a/Tpar.  pris  ci-dessus  =  9,99860 

log.  2*  partie  de  la  valeur  de  Q  =  1,75146 

Cette  seconde  partie  devient  positive ,  parceque  la  latitude  de  la 
lune  étant  australe ,  tang.  Za^.  est  négative  (744). 

Hhh 
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Les  calculs  précédents  domieni:  pouf  valeurs  exactes, 
P  =  29'i5",4,  etQ  =  47^6%8-f-  56\  4  =  48'  iV\% 

On  a  donc  i^ ,  parce  que  la  lune  étoU  à  l'orienL  du  nonagésimc^ 

loDg.appar.(^=  245^31^42"^- 29 ^^'\  4  —  246*0' 57%  4^ 

2%lat.appar,C=3*47'  58 'S  1  H-  48'  i3'\a  =  4^36' ji  ?',  3. 

En  prenant  le  milieu  entre  les  positions  d'Antarès  déterminées  par 
Bradiey,  Mayer  et  La  Caille^  et  réduites  au  6  Avril  1749,  et  en 
tenant  compte  de  raberratîon  et  de  la  nutation,  je  Ironve  long.vn 
^Antarès  =^  246**  16'  19%  2,  et  fe^vn  An  tarés  =  4**  3a'  16',  5 
anstr.  Donc  ' 

T  =  246^0'  57%4  00  246*  i6'  19%  3  =  i5'  2ï^8 

U=  4^  W  ir,3  cyo  4-  32'  i6%  5  =  3'  54%  8 

'     V  =  f  36^*  u%3*ÎVV  ï^%  5  =  9*8^  28\ 

log.T  =  2,  964637 

Iog.cos*aY  =:  4'  34')  =  9,998619 

^^^'^tC  c^  <*iiè.^.lfr(fu. compUog^U  =  ^,^6^930 2 

A*»!»^.!  ^^  Utiî»#fîin  ^"4  bi.    log^tang.Z  ^  o,  592658 

çtflf^)ipO  =*  •^♦û*4i;  ^^ompLlag,cos.Z  =  o,  606293 

jM  J'ajoute. Iog;ÏJ  =;:?  a;3i7<)^98 

.  '      ,  Somme         3^5176991 

Ce  logarithme  donnei  ponr  \i' distance  appcèrênce  ttes  centres, 

8 10/ Le  calcul  qtiè  nous  venons  tfe  faire  ^exîge  la  recherche  de 
trente  logarithmes.  Je  ne  connoîs  point  de  méthode  où  il  ne  soit 
nécessaire  d'en  chercher  un  plus  grand  nombre,  et  avec  une  perte 
de  temps  bien  plus  considérable^  attendu  qu'il  faut  tenir  compte 
des  dixièmes  de  seconde  dans  tout  le  calcul  1  si  on  veut  obtenir 
dans  le  dernier  résultat  la  précision  que  j'obtiens  par  la  méthode 
que  je  viens  d'exposer.  On  observera  de  plus ,  si  on  compare  cette 
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iliéthode  à  d'autres,  qu-elle  ne  demande  pas  que  Ton  connoisse 
Tascension droite  et  la  déclinaison  des  deux  astres,  ou  de  Tun  des 
deux ,  ni  leur  hauteur,  ni  l'angle  parallactique ,  ni  celui  de  position, 
et  qu'elle  permet  de  prendre  l'ascension  droite  du  soleil,  dans  des 
Éphémérides ,  au  lieu  de  la  calculer  rigoureusement. 

Pour  ne  laisser  aucun  doute  sur  l'exactitude  de  mon  calcul,  je 
dois  prévenir  que  M.  Carouge  trouve ,  pour  la  valeur  de  P  ou  de 
la  parallaxe  de  longitude ,  i  " ,  7.  de  plus  que  moi  ;  mais  j'ai  vérifié 
que  cette  différence  provient  de  ce  que  M.  Carouge ,  pour  calculer 
cette  valeur,  a  employé,  au  lieu  du  cosinus  de  la  latitude  vraie ,  le 
cosinus  de  la  latitude  apparente  ,  selon  la  fòrmule  de  La  Caille 
{Elémenùs  d'Astr.  658).  Mes  analogies  différentielles  finies  garan- 
tissent de  toute  erreur  sur  ce  point ,  qui  en  général  a  été  traité  jus- 
qu'ici pour  ainsi  dire  arbitrairement,  dans  l'usage  qu'on  a  fait  des 
analogies  infinitésimales.  De  même  si  la  valeur  de  Q  ou  de  la  paral- 
laxe de  latitude,  teile  que  je  l'ai  donnée,  excède  de  o",  6  celle 
qu'a  trouvée  M.  Carouge ,  c'est  qu'il  a  emplpyé  de  la  maniere  que 
j'ai  indiquée  (804)  l'analogie  infinitésimale  (55i).  Ce  Géomètre  a 
depuis  examiné  attentivement  la  question  des  parallaxes ,  et  a 
composé  des  formules  dont  il  a  bien  voulu  me  communiquer  la 
démonstration  synthétique  :  celle  de  la  parallaxe  de  longitude  est 
absolument  conforme  à  la  mienne  (C)  :  celle  de  la  parallaxe  de 
latitude  est  composée  de  trois  termes  dans  le  second  membre  ;  j'ai 
éprouvé  dans  plus  d'une  occasion  qu'elle  est  très  exacte. 

811.  Pour  comparer  avec  l'observation  la  distance  apparente 
des  centres,  donnée  par  le  calcul  (808) ,  il  faut  augmenter  le  dia- 
mètre de  la  luneen  rarso;i  de  la  haûteilr,'  et  de  plus,  s'il  s'agit  d'une 
éclipse  de  soleil ,  tenir  èoinpté  de  Î'accourcissement  produit  parla 
réfiraction  sur  les  phases  mesurées  avec  le  micromètre.  Pour  la  pre- 
miere de  ces  corrections,  il  suffiroit  de  prendre  la  hauteur  de  la 
lune  au  moyen  d'un  globe  :  pour  la  seconde,  il  est  nécessaire  de 
connoitre  l'angle  formé  par  le  cercle  vertical  avec  la  ligne  des  cen- 
tres. Voyons  comment,  au  moyen  des  éléments  du  calcul  (808), 

Hhhij 
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nous  pourrons  trouver  une  vaîeur  suftisaminent  approchée  soît  j 
pour  cet  angle ,  soît  pour  la  hauteur  de  la  lune, 
Fig-yS  Soît  E  le  ptMc  de  récllptique  »  z  le  xéuith,  V  le  lieu  vrai  de  U 
lune,  L  son  lieu  apparent^  S  le  lieu  vrai  de  Tau  tre  aslre;  SL  esl 
la  distance  apparente  des  centres,  donnée  par  le  calcul  (808). 
Qu'on  prolonge  EL  de  maniere  qu'on  ait  Em  =  ES  ;  que  Ton 
mene  /nS,  et  qu'on  prolonge  zL  jusqu'en  n  :  on  aura  Lm  =  U| 
(808),  et  (498,  1^),  mS  =  mES  X  sin,ES=  T  X  cos^Y^ 
fWpeu-près*  D'où  Ton  aura  m\S  =  Z,  (808),  en  considérant, 
ainsi  qu'on  le  peut  sans  scrupule,  le  peut  triangle  LmS  comme 
rectiligue  et  rectangle  en  m. 

Cela  posé,  on  observera  que  le  triangle  zVE,  en  se  changeant 
en  rLE,  conserve  comme  constants  le  côté  sE  et  ranjgle  z.  Donc, 
en  faisant  (555,  541),  A  1=  z  ,  B  =  E,  C  —  V,  on  a  i^  S^EV  : 
^E  ;  ;  sin.EV  •  tang^zLE,  en  supposant,  par  approximation,  que 
l'on  ait,  sin.(EV  -^^B^V)   ;   tang.(V  —il^)    ::   sin.EV  : 
rang.(V—  9^V);  q.\  ^zV   ;    h^E   ;;  sln.EV   :   sin.zLE.  Mais  ^ 
3^rV  ^  parai! Jianieur  ■=^  parali Jtarh,  cosJtauLappar.^  (8o3)i^^ 
(B).  En  mettant  cette  valeur  dans  la  dernière  analogie ,  et  8^EV  X 
tang.zLE  aulîeude  3^E  X  sin^EV,  d'après  la  premiere ,  ces  deux 
analogies  donneront 

t3,ns^.ang.parallact.  appar.  =  ^'^  ^^X  '^^'^  ^^  Q  X  cos./a^av. 
COS.  hauteur  appar.  =^  — ;   ■.    ■  ^^'^'    — jn =..  ^  — ^ — . 

'  '  par.nortz,  cos,ang.parailàc. appar.         U  X  cos,attg.pttr.app. 

Dans  les  éclipses  de  soleil  on  peut  toujours  mettre  1  au  lieu  de 
cos.lat.C.  L'angle parallactique  apparent  (jsLE  =  mLn)  soustrait 
de  l'angle  (Z  =  mLS) ,  ou  ajouté  à  cet  angle,- selon  les  cas  , 
donne  l'angle  cherché  SLn,  que  fait  la  ligne  des  centres  avec  le 
cercle  vertical.  • 

812.  Comme  Pinfatigable  Calculateur  M.  Leveque  a  donné  des 
Tables  générales  de  la  longitude  et  de  la  hauteur  du  nonagésime 
pour  tous  les  pays  de  la  Terre  (  à  Paris,  chez  Lapone)^  je  crois 


> 
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qu'il  n'est  pas  inutile  de  faire  voir  combien  il  est  focile  d'introduire 
dans  ces  tables  la  correction  relative  à  l'aplatissement  de  la  Terre. 

Soit  P  le  pôle  du  Monde,  E  celui  de  l'écliptique,  Z  le  zénith  Fîg.79 
pour  la  Terre  aplatie,  M  le  zénith  de  laTerre  sphérique.  Les  tables 
de  M.  Leveque  sont  construites  sur  le  triangle  PZE  ;  elles  ont  pour 
arguments  la  hauteur  du  pôle  ou  le  complément  dfi  PZ ,  et  l'ascen- 
sion droite  du  milieu  du  Ciel  ou  du  zénith  Z.  J'ai  démontré  dans 
les  articles  précédents  combien  il  est  plus  avantageux  de  se  servir 
du  triangle  PME.  Or  on  peut  observer  que  l'augmentation  ZM 
égale  à  l'angle  de  la  verticale  ne  change  point  l'ascension  droite  du 
zénith  ou  du  milieu  du  Ciel  ;  ainsi  cet  argument  reste  constant.  Le 
second  argument,  c'est-à-dire  PZ,  varie  seul  ;  et  par  conséquent  si 
l'on  fait  usage  de  ces  tables  en  diminuant  de  l'angle  de  la  verticale 
L'argument  de  la  hauteur  du  pôle ,  elles  donneront  pour  la  hauteur 
ME  du  nonagésime,  et  pour  la  longitude  du  nonagésime  ou  du 
zéftith  M ,  des  valeurs  telles  qu'on  obtiendra  par  me?  formules 
(C),  (D);  les  parallaxes  de  longitude  et  de  latitude  pour  le  sphé* 
roïde  aplati ,  avec  toute  l'exactitude  qu'on  peut  désirer. 

81 3.  Trower  la  longitude  d'un  lieu  de  la  Terre. 

Les  éclipses  de  soleil  et  les  occultations  d'étoiles  par  la  lune 
sont  les  phénomènes  les  plus  sûrs  pour  déterminer  avec  précision 
les  longitudes  terrestres.  On  calculera  la  distance  apparente  des 
centres  (808)  pour  le  moment  de  l'observation  ,  en  supposant  là 
longitude  telle  qu'on  l'estime  à-peu-près,  et  prenant  dans  les  ta- 
bles, d'après  cette  supposition ,  les  Ueux  du  soleil  et  de  la  lune. 
Et  si  la  distance  calculée  ne  se  trouve  pas  égale  à  la  distance  ob- 
servée, je  vais  démontrer  que  de  celte  erreur  du  calcul  on  peut 
déduire,  avec  autant  d'exactitude  que  de  Êicilité,  la  longitude 
cherchée. 

Soit  E  le  pôle  de  l'écliptique,  L  la  lime ,  S  le  soleil  ou  l'étoile,  Fîg.78 
LS  la  distance  apparente  des  centres  donnée  par  le  calcul  (808). 
Je  n'attribue  l'erreur  sur  la  distance  des  centres  qu'au  lieu  de  la 
June  employé  dans  ce  calcul  ;  car  Hétoile  est  immobile,  et  le  soleil 
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Fïg.78  peut  se  regarder  comme  tel  si  on  emploie,  lorsque  Je  le  prescrirai,  le 
mouvemeni^  relatij)  c  est-à-dire  la  différence  des  mouvements  du 
soleil  et  de  la  lune.  Considérant  donc  ES  comme  constant,  il  s'aj^ît 
de  déterminer  dans  le  triangle  LES  les  erreurs  de  Tangle  E  et  da 
côté  EL  correspondantes  à  Terreur  du  c/ité  LS,  Je  procède  comme 
il  a  été  dît  (284);  je  suppose  d'abord  que  j'ai  de  plus  comme 
constant  le  côté  EL ,  et  faisant  C63i) ,  A  =  E ,  B  =  S  ,  C  ::=  L, 
j'aiB^SL  !  8^E  ;  ;  sin.  EL  sînX  ;  k  Faisant  ensuite  Tangle  E  cons- 
tant avec  le  côté  ES,  j'ai  (55o),  S^SL  ;  â^EL  ;  ;  cas,L  ;  1,  En 
prenant  la  somme  des  deux  valeurs  partielles  que  donnent  pour 
^SL  ces  deux  analogies»  je  trouve  S^SL  =  8^E  sinX  sin.EL  -h 
9^EL  cos,L, 

■  Je  nomme  D  la  distance  LS  des  centres  donnée  par  le  calcul 
(808),  L  la  longitude  apparente  de  la  lune ,  /  sa  latitude  appa- 
rente, de  sorte  que  dans  la  dernière  formule  ci-dessus  ju  substi- 
tuerai 8^Z.  à  9^E,  et  9^/  à  S^EL  ;  Fangle  L  ou  ELS  est  le  supplé- 
ment de  Tangle  Z,  que  T avant- dernière  formule  (808)  donne  tou* 
jours  aigu ,  et  dont  on  doit  employer  le  supplément  dans  Téquatlon 
(G)  ci-après,  toutes  les  fois  que  la  distance  de  la  lune  au  pôle  de 
Técliptique  sera  moindre  que  la  distance  de  l'étoile  ou  du  soleil  au 
même  pôle.  On  aura  donc 

(G)...    8^D  =  8^L  sin.Z  cos.Z>+-  8^/  cos.Z. 

Si  au  lieu  de  ^D ,  on  met  dans  cette  équation  l'erreur  donnée 
par  le  calcul  sur  la  distance  des  centres,  ^L  et  8^/ seront  les  erreurs 
sur  la  longitude  et  la  latitude  apparentes  de  la  lune  employées  dans 
le  calcul,  erreurs  qui  ont  donné  lieu  à  l'erreur  ^D.  Us'agit  de  dé- 
terminer la  valeur  de  Ò\L  et  celle  de  ^L 

814.  1''.  Si  on  suppose  exact  le  Heu  de  la  lune  donné  paries 
tables,  les  erreurs  ^L  et  3^/  dépendent  alors  uniquement  de  l'hy- 
pothèse de  la  longitude  terrestre.  Ces  erreurs ,  dans  ce  cas ,  sont 
entre  elles  en  raison  des  mouvements  horaires  vrais  de  la  lune  en 
longitude  et  en  latitude.  Je  dis  des  mouvements  horaires  vrais^ 
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parceque ,  sHls  différent  des  mouvements  horaires  apparents,  cette 
différence  n'influe  que  très  peu  dans  la  recherche  dont  il  s'agit,  à 
moins  que  ^D  ne  soit  ^  plusieurs  minutes,  auquel  cas  nous  ver- 
rons (816)  ce  qu'il  convient  de  faire.  Cela  posé,  si  l'on  appelle 
M  le  mouvement  horaire  vrai  relatif  en  longitude ,  m  ce  mouve- 
ment en  latitude ,  r  le  rapport  -^  entre  ces  mouvements ,  on  aura 
M  :  m  ::  h)L  :  ^l  :=  2^  =  rd^L.  En  substituant  ceUe  va- 
leur de  S^/  dans  l'équation  (G) ,  on  en  tirera 

(H),  f.     8^L    =    sin.z  COS./ -h  r  COS.Z'        % 

Après  avoir  déterminé  par  cette  équation  l'erreur  sur  la  différence 
des  longitudes,  on  aura  par  le  mouvement  horaire  relatif  la  correc- 
tion en  temps  qu'il  faut  faire  à  l'hypothèse  de  la  longitude  terrestre., 
et  cette  longitude  sera  ainsi  connue  et  déterminée. 

8x5.  Pour  savoir  en  quel  sens  on  doit  corriger  la  longitude 
de  la  hme,  ou  l'hypothèse  de  la  longitude  terrestre ,  il  suffit  de 
réfléchir  que  si  le  calcul  a  donné  la  distance  des  centres  trop 
grande ,  la  lune  doit  être  rapprochée  de  l'étoile  ou  du  soleil ,  et 
qu'au  contraire  elle  en  doit  être  éloignée  lorsque  le  calcul  a  donné 
la  distance  des  centres  trop  petite. 

816.  Si  l'erreur  ^D  est  de  plusieurs  minutes,  l'équation  (H) 
ne  donnera  pas  exactement  la  valeur  de.  B^L;  mais  par  cette  valeur 
on  aura  toujours  une  correction  approchée  Je  la  longitude.  Avec 
cette  longitude  ainsi  corrigée,  on  recommencera  le  calcul  (808); 
on  aura  une  autre  erreur  ^^D,  mais  très  petite,  et  l'on  tirera  de 
Téquation  (H)  une  seconde  correction  très  exacte  de  la  longitude* 

817.  a"".  Quand  on  veut  tenir  compte  de  Veneur  qui  peut  se 
trouver  dans  le  lieu  de  la  lune  donnée  par  les  tables,  et  déienuiner 
cette  erreur j  une  observation  ne  suffît  pas  ;  il  est  nécessaire  d'en 
avoir  trois ,  l'une  desquelles  au  moins  ait  été  faite  d'un  lieu  dont 
on  connoisse  la  longitude.  Dans  une  éclipse  de  soleil  il  est  facile 
d'en  réunir  plusieurs,  ce  qui  donne  un  résultat  moyen  d'autant 
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plus  sûr  qu'on  a  rassemblé  plus  d'observations.  Je  suppose  donc 
qu'on  ait  trois  observations ,  et  que  deux  de  ces  observations  aient 
été  faites  sous  le  méridien  qu'on  cherchç^à  déterminer.  Pour  clia- 
cune  de  ces  observations ,  on  aura  une  équation  de  la  forme  (G). 
J'appelle  £  Terreur  des  tables  sur  la  longitude  de  la  lune,  e  l'erreur 
en  latitude,  et  j'ai,  pour  les  trois  observations, 

(N).. .   ^D  =  E  sin.Z  cos7  -+•  e  cos.Z. 

(O)...    â^D'  =  ^L  «in.Z'  COS./-+-  d^l  cos.Z'. 

(P)...    â^D"  =  ^L  sin.Z"  COS.I  H-  8^/  cos.Z^  .     " 

L'équation  (N)  est  visiblement  celle  qui  répond  à  l'observation 
faite  sous  un  méridien  connu  ;  puisque  dans  cette  équation  l'erreur 
^D  dépend  uniquement  des  erreurs  des  tables.  Dans  les  deux  au- 
tres équations,  chacune  des  expressions  ^L  et  ^l  contient  deux 
erreurs  qu'il  faut  démêler  et  distinguer  l'une  de  l'autre ,  l'erreur 
des  tables  et  celle  de  l'hypothèse  pour  la  longitude  terrestre.  Ces 
erreurs  sont  les  mêmes  dans  les  deux  équations ,  parceque  l'erreur 
des  tables  ne  change  pas  dans  le  court  intervalle  entre  les  deux 
observations,  et  parceque  les  calculs  pour  l'une  et  pour  l'autre 
sont  faits  d'après  la  même  hypothèse  pour  la  longitude  terrestre, 
La  quantité  cos.Z  suppose  que  la  latitude  apparente  de  la  lune  est 
la  même  dans  les  trois  observations  ;  ce  qui  n'est  pas  exact  :  mais 
le  changement  de  cette  latitude  ne  peut  faire  varier  sensiblement 
son  cosinus.  Au  surplus  il  sera  facile ,  lorsqu'on  le  voudra ,  d'em- 
ployer  dans  chaque  équation  la  latitude  correspondante. 

Nommons  K  l'erreur  sur  la  longitude  de  la  lune ,  provenant  de 
l'hypothèse  :  l'erreur  que  cette  hypothèse  produira  sur  la  latitude 
de  la  lune  sera  rK,  en  faisant  toujours  r  =  ^ ,  (814)  ;  et  on  aiu-a 
(Q)...  ^L  =  E  -h-  K. 
(R)...  d^l    =  e   ^  rK. 
D'où  l'on  déduit 

(S)..-   rdsL  -^  d\l  —  rE  --  e. 

Substituant 
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Substituant  les  valeurs  (Q),  (R)  dans  les  équations  (O)»  (P) ,  et 
<x)mbinant  ces  équations  avec  la  précédente  (N) ,  pour  les  ré- 
soudre toutes  trois  par  les  méthodes  ordinaires^  on  trouvera  la 
valeur  de  chacune  des  trois  inconnues,  E^  e^K. 

8i8.  Il  sera  plus  commode  de  diviser  l'opération  comme  Tindî- 
quenl  les  équations  suivantes: 


ços.l  sin.CZ'  ±"T^) 


1-     8^/:  = 

^  ^^ 8m.(Z*ih'Z'') 


4^ 


""*  lin.Z  COS./  -H  r  COS.Z 


ii:  =  â^L  —  £. 


Les  équations  i*  et  ^  sont  tirées  des  équations  (O),  <P).  Qu'em- 
ploiera les  signes  supérieurs  lorsque  les  deux  observations  auront 
été  faites,  comme  il  arrive  le  plus  souvent,  Fune  avant  et  Tautre 
après  la  òonjonction  apparente  ;  parcequ' alors  Terreur  3^L ,  que 
nous,  avons  substituée  (81 3)  à  3^E,  augmente  Tangle  LES  dans  un  Fig.78 
cas  et  le  diminue  dans  l'autre  ;  de  sorte  que  cette  erreur  doit  être 
négative  dans  l'une  ou  dans  l'autre  des  équations  (O),  (P).  Quand  on 
emploiera  les  signes  inférieurs,  on  se  souviendra  que  sin.  (Z' —  Z  "  ) 
doit  être  négatif  (i54),  si  Z"  est  >  V. 

Les  équations  3*  et  4*  sont  tirées  des  équations  (N),  (S)  ;  la 
i%  deréquatiòa<Q). 

Il  nous  reste  à  prévenir, relativement  aux  équations  i',,.4*^ 
que  lorsque  la  distance  des  centres  calculée  est  moindre  que  la 
distance  observée,  on  doit  faire  négative  l'erreur  correspondante 
B^D  ou  ^D\  &c.  Je  crois  d'ailleurs  à  propos  de  répéter  ici  ce  que 
j'ai  dit  (81 3),  que  lorsque  la  lune  sera  plus  voisine  que  l'étoile  ou 
que  le  soleil,  du  pôle  de  récliptique,'il  faudra  employer  dans  les 
équations  1*.:. .  4*  le  supplément  de  l'anglç  Z-ou  .Z%  &c. ,  donné 

lii 
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par  le  talcul  (808),  Il  est  inutile  d^indîquer  comment  on  rcTOn* 
noitra  en  quel  sens  devront  se  con iger  les  erreurs  E^e^  K  dans  les 
diflerenles  cuconsrances,  puisque  cela  se  distingue  à  la  seule  ins- 
pection des  deux  dernieixïs  équations  (808) ,  lesquelles^  après  les 
corrections  faites,  doivent  donner  ïa  distance  apparente  des  centres 
absolument  égale  à  la  distance  obseivée, 

819,  Pour  donner  un  exemple  de  TappUcation  de  mes  for* 
mides,  je  prends  les  éléments  que  donne  M-  de  Li  Lande  {Astron, 
Tom,  U  5  pag,  565^  566 ,  et  Toro-  IV,  pag,  644  )^  et ,  par  les  deux 
dernières  équations  (808)^  j'ai,. 

pour  rîmmersion  d'Antarès  observée  à  Paris ,  I>  =  1 5'  48  ",  41  ; 
pour  cette  immersion  observée  à  Berlin ,  />'  =^  i5'  48"  ,86; 
pour  Témersion  observée  à  Berlin ,  D^*  ==  i5*  43" ,  ïâ. 

Ces  trois  distances  sont  toutes  trop  grandes,  et  par  cons^ 
quent  les  erreur^  â^/),  B^-D',  S^D"  conservent  les  signes  qu  elles 
se  trouvent  avoir  dans  les  équations  (8iS),  En  efïbi  ces  distances, 
comparées  avec  lesdemt-diametres  apparents  resj:Kîctirs  de  klmie, 
tels  qu'ils  sont  déterminés  dans  V Astronomie  de  M,  de  la  Lande 
paries  calculs  de  M*  Carouge,  donnent  %^D  ^=  ii",  8;  3^/3':= 
11'',  99;  8^23'^  =  5",  79.  On  a^  plui>Z  ±iìt^'75?^l45V2^'  =tt 
59**  44^  Z"  =i=  5S^  :t6\  /^«4^  38^  pour  vdte^^lMiyeline,  et 
log.r  =  8,  ^6i5o,  Avec  ces  éléments,  je  trouve  paç les  formules 
(8i8)^  en  adoptant  les  signes  ^péri^urs  dans  la  pi?etaîf|K  et  dans 
la  seconde ,  ainsi  que  la  question  l'exige ,  8^Zr>«?=3  3?*yî8f»3;  %lr==^ 
47^2^:  puis  ^t=  7"\  €j^  e  :r±  17",  485;  A  =r  ^  3%8Ì 
Il  est  aisé  de  voir,  en  examin^ib  le  calcul'  dé^la  dislan<}e<les  cen- 
tres fait  pour  Paris,  cr  quel  S6ç«- doivent  s'appliquer  1^  corrections 
des  èri-eurs  E^  é,  pour  fâii'e  dîspafokre  l^isrreur  B^^VOn  recon- 
noîtra  alors  que  la  longitude  de  lai  tine,  donnée  pac  les  tablés,  est 
trop  petite  de  7'',  7;  sa  latitude  trop  grand:e  de  ^7'',  5;  et 
comme  la  valeur  de  K  ^Mn  signe  contraire  à  celui  de  £  y  il  en 
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résulte  que  la  longitude  de  la  lune  donnée  par  Thypothese  de  la 
longitude  de  Berlin,  est  trop  grande  de  3" ,  85.  Pour  diminuer  de 
cette  quantité  la  longitude  de  là  lune,  orn  trouve  par  le  moyen  du 
mouvement  horaire,  qu'^faut  augmenter  l'hypothèse  de  7"  de 
temps  ;  ensorte  que  l'on  a  44'  i3"  pour  la  difFérence  entre  les 
méridiens  des  Observatoires  royaux  de  Paris  et  de  Berlin,  déduite 
rigoureusement  de  ces  observations  et  des  calculs  de  M.Carouge. 

820.  Si  deux  observatiojis  eussent  été  faites  sous  le  méridien 
connu,  et  la  troisième  seulement  sous  le  méridien  qu'on  veut  dé- 
terminer, on  applrquetôît  alors  aux  deux  premières  les  équations 
(8i8,i*et  2*).  La  i*dònneroit  k  valeur  de  É^  la  2*  celle  de  e.  On 
corrigeroit  de  ces  erreurs  le  lieu  de  la  lune  donné  par  les  tables  ; 
pub  on  calcaleroit  (808)  la  distance  des  centres  relativement  àia 
troisième  observation;  et  l'erreur  de  l'hypothèse  pour  la  longi- 
tude terrestre  se  trouveroit  par  le  moyen  de  l'équation  (H),  (814). 

821.  Corner  les  observations  faites  en  employant  un  réticule 
de  45*  non  situé  dans  la  direction  exacte  du  mouvement  diurne. 

Soient  CB,  CA,  Q3  les  trois  fils  du  réticule ,  qui  devroient  se  Fîg.80 
trouver  dans  les  positions  C3,  Ca,  Cd\  et  soit  BAD  le  parallele 
d'un  astre ,  perpendiculaire  au  cercle  horaire  vrai  Ca.  Les  passages 
de  l'aistre ,  observés  en  B,  A,  D ,  donnent  en  temps  les  intervalles 
BA ,  AD ,  desquels  il  s'agit  de  déduire  la  valeur  de  Ka  et  celle 
de  Ca. 

Le  fil  AC  partageant  également  Tangle  BCD,  on  a  (244),  BA 
^  AD  :  BA  00  AD  ;  :  tang.K-D  ^  B)  :  tang-KD  00  B).  Mais 
BCD  =  90°,  et  par  conséquent  tang,;(D  -4-  B)  =  tang,45*  = 
»  }  D  v>  B  =  90**  •—  3B  .a=  a  aCAi  parceque  B  =  90*  — r- 
BCa  ï  et  que  BGa  s=fc .  45''  -=H  à  CA,  Donc   -, 

■  ^  -^  A  BA  c/>  AD 

tang.aCA    =  baTâd  v 

fi^rmulequifiiit  cônnohrè  Tatr^le  4é  déviation  d^ls*  t\s. 

L'hypÒlhéxmse  BD ,  divisée  eh  deux  segments  par  la  petpendî- 

T  •  •        •• 
Ili       1] 
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mlaire  Ca,  donne  (221,2*,),  BD  ;  Da  00 Da  ;  ;  r  ;  mn,(T>  00  B)* 
Donc  "^   •  .  :^ 

Ea  c/>  Drt  =s  (BJt  *+-(  AD)  sin.a^GA, 

Au  moyen  de  cette  formule  |  on  aura  la  valeur  absolue  des  seg* 
ments  R^ ,  Da ,  et  on  connaîtra  par  conséquent  le  moment  auquel 
on  deyoit  obseiTer  le  passage  de  l'astre  en  a*  L4  différence  entre 
Ba  et  BA  donne  la  valeur  de  a  A.  Òr 

Cfl  =  ûA  coE.aCA^ 

et  Ca  est  la  différence  chercliée  de  déclîuaisou  entre  Tastre  et  le 
centre  du  réticule  :  pour  k  calculer,  on  multipliera  la  valeur  en 
temps  de  (3  A  trouvée  cl- dessus ,  par  i5  cq$. déchût  raslre. 

832.  Corner  les  erreurs  auœqueileà  les  observations  sùnt  Mi* 
JeiieSj  â  raison  de  ta  dijjférmce  entre  le  pmn  fiele  vrai  ei  le  paraUete 
apparent. 

Il  y  a  trois  causes  de  différence  entre  le  parallele  vrai  et  le  pa- 
rallele apparenti  i"-  ^^  cliangement  de  déclinaison  de  l'astre;  2^1e 
changement  de  la  parallaxe  de  déclinaison  ;  3^  le  ciiangement  de 
Ja  réfraction.  Il  est  c'i  propos  d'évaluer  séparément  Terreur  qui  pro- 
vient de  chacune  de  ces.  trpis  causjes.  Oii  ne  ^P^j^^^W^  cQPipte  de? 
deux  premières  que  pour  lç;s  obseçya tiens  qjfi  çQi^ÇjÇfnçntla  lune. 

823.  Quand  on  observe  avec  la  lunetta  parallâtique  la  différence 
d'ascension  droite  et  de  déclinaison  entre  la  lune  et  une  étoile  qui 
la  suit.,:  on  est  obligé 'de' placer  teimlcrôniet^B  de  riiaiilefe  que  le 
Fig.8 1  bord  dé  la  hihe  rase  le  fil.  •  Soit  F  lé  pôle  du  Mondé  /  SC  fe^fil  ho- 
raire du  micromètre,  FM  un  autre  fil  perpendiculaire  au  fil  horaire  ; 
-et  soit  LU  le  mouvement  du^bord  de  te  hine-,  qtp/  en  trafver^iânt  k 
lunette,  s'approche  ou s^ólòigiie du  pÔlé<par'lPune>de&'tr^îs  causes 
(822).  Comme  il  faut  mettre  le  fil  MF  dans  la  direction  LU,  le  fil 
horaire  se  trouve  dans  la  position  Cè  ;  et  par  conséquent  si  AN  est 
le  parallele  de  l'étoile,  le  passage  4^  iç^teiétoiieiv  qu^ônaiiiroit  dû 
observer  en  B,  s'observera  ^0»  S»  Çpqapie  ilrp^t^ç|air,qu,e|l^  ipute 


o 
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du  centre  de  la  lune  est  parallele  à  celle  du  bord  qui  a  rasé  le  fi) , 
et  comme  les  observations  des  bords  de  la  lune  se  réduisent  tou- 
jours à  son  centre,  supposons  maintenant- que  LU  soit  k  ligne  suivie 
par  le  centre  de  la  lune  ,  et  l'angle  BPS  sera  Teneur  sur  la  difte^ 
rence  des  passages  observés.  Or  le  triangle  CPS  donne  sin. PS  l 
.  sin.  PCS  y.  sin.GS  l  sin.  CPS  ou  II  CS  I  CPS,  vu  la  peli  tesse  de 
ces  quantités.  Mais  PCS=  MCL  est  Pangle  formé  par  le  parallèle 
apparent  avec  le  parallele  vrai;  CS  est  la  diiFérence  observée  de 
déclinaison ,  entre  l'étoile  et  le  centre  de  la  lune.  Donc  oaain-a  par 
Téquation  suivante  la  correction,  en  temps,  du  passagç  observé. 

(T>.,.  lacorrecdon  cherchée  =  <^'ff-'ppar.^>  x  «in^^.^.^Hi^fe/.. 

^      '  •   i5cos.«r^c/.  de!  étoile 

Cette  correction  s'ajoutera  au  passage  observé  de  l'étoile,  lorsque* 
la  lune,  plus  éloignée  du  pôle  que  l'étoile,  s'en  rapprochera,  ou 
que,  plus  voisine  du  pôle  que  l'étoile,  elle  s'en  éloignera.  Dans  les 
autres  cas,  la  correction  se  retranchera. 

L'erreur  en  déclinaison ,  ou  la  différence  de  CS  à  BC,  peut  se 
négliger  dans  les  deux  premiers  cas  (822).  Au  surplus  on  a  BC  = 
GS  X  COS.PCS. 

Pour  calculer  l'équation  (T) ,  il  faut  connoître  Tangle  <Jue  for- 
ment entre  eux  lès  parallèles.  Nous  allons  le  déterminer  relative- 
ment à  chacune  des  trois*  causes  (822): 

824-  Appelions  m  le  mouvement  diurne  de  là  lune  en  décli- 
naison, pris  en  minutes  ;  la  formule  suivante  que  donne  M.  de  la 
Lande  (Astr.  2543)  fait  connoître  prpmptement,  et  avec  l'exacti- 
tude suffisante,  la  valeur  en  minutés  de  rangle  des  parallèles  pro- 
duit par  le  changement  de  la  lune  en  déclinaison. 

angle  des  paraUelcs  =  cJs.^Jreiaiune'      •'  '-   '    '' 

825.   Cherchons  maintenant  l'angle  des  parallèles  produit  poi^ 

-  le  changemei^  de  la  parallaxe  de  la  lune  en  déclinaison.  Le.seul 

énoncé, d(s:q^tte  question  fait  jaaitre  l'idée  de  di£fér«ntier  la  £>niiijile 
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qui  donne  la  vaJeur  de  la  pamllâxe  en  dédinaison  :  il  est  surpre- 
nant que  celte  voie  qui  se  présente  d^elle^rnème  n'ait  été  saisie  pat 
aucun  Auteur,  et  sur-tout  qu'elle  ait  échappé  à  de  très  habiles 
Géomètres  qui  ont  épuisé  cette  matière,  en  discutant  la  solution 
donnée  par  M.  de  la  Lande. 
^.82  Soit  Z  le  2^niLh ,  P  lo  pôle,  LU  le  parallele  apparent  de  la  lune; 
soit  PA  =  PL;  AU  sera  par  conséquent  le  changement  de  la  pa- 
rallaxe de  déclinaison.  Si  Ton  appelle  d  cette  parallaxe ,  p  la  paral- 
laxe horizontale  ^on^d  ^sp  p  sin.ZL  cos.PLZ,  {Astr.  la  Lande, 

Tom,lV,  ptg,(?34).  Maissin.ZL  =  """^^S''^^-  ^^''^  "^  =^  P 
sîn.ZPL  sin.PZ  cot-PLE;  Or  cM.PLZ  ^  ""'Zm^^  "  ^^'*^^ 
cot.ZPL,  (VIL  i30.  Donc  d  =:  p  cos.PZ  siu.PL  —  p  cos.PL 
sin.PZ  cos,ZPL,  En  différenliant  cette  équation,  et  observant 
qu'indépendamment  de  p  et  de  PZ,  PL  est  encore  une  quantité 
constante ,  parcequMci  Ton  ne  considère  pas  le  mouvement  de  la 
lune  en  dédinai&on,  on  a  ^d  =p  cos.PL  slu^PZ  sin,ZPL  8^ZPL, 
Mais  a^ZPL  =  APL,  ^d  =  AU  ^  AL  tang.ALU  =  APL 
sin.PL  tang.ALU  =  p  cos.PL  sin.PZ  suuZPL  X  APL.  De  cette 
dernière  équation  on  déduit  tang,ALU  =  p  cot,PL  sîn.PZ 
sin-ZPL,  Et  par  conséquent  on  aura  en  minutes  l'angle  des  paral- 
lèles par  Péquation  suivante  :  ,  , 

ande  des  «ralfóles  =  R^xa^W/.w.cos  w^.^^/^^^ 

826.  Il  nous  reste  à  chercher  Vangle  de^  par(dUîes  produit  par 
le  chcmgçrnent  de  la  réfraction, 
Fîg.83  Soft  AS  le  fil  qu'un  astre  a  parcouru,  AE,  1?S  la  quantité  de 
la  réfraction  dans  les  deux  points  A,  S.  Si  on  prend  tH  =:  AE, 
RSsera  la  difFéreiKe4es-4eux: réfractions,  et  AR  le  parallele  que 
l'astre  auroit  suivi ,  si  PefFet  de  la  réfraction  eût  été  uniforme  et 
constant  L^atigte  ch'erchë  dte  pàr&lleles  est  donc  RAS. 

-  Gomme  il  suffit  de*  htmvër  sa  Vddfèiir  ett  minwtè^^  f  eàipfoJeràî 
'W&Sèxemtiilent  ûms  cette  tecKwthe  fes-ariglefe'  déVîtriëtidrï(^53) 
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ZRP,  ^P|  ZAP ,  que  jie  regarderai  comme  égaux  v  et  prenant  73 
:=  ZA  »  ce  qui  donne  BS  pour  diffîirence  de?  hautei^rs  apparentes, 
je  considérerai  comme  droits  les  angles  B  et  C ,  parceque  dai>s  les 
cas  où  ce  problème  ae  présente  à  résoudre ,  ZA  eli  PA  ae  différent 
jamais  assess  de  .90%  pour  que  l'erreui  (534)  puisse  être  sensible. 
Je  fais  RS  ^d^r.BS^  ^h,  APR  :;^  8^P,  sin.PA  =5:?  cosMcI. 
==:  co&£>,  RAS  «  a^  ZRP  ==  ZSP  5^  ZAP  =5:  JT.    . 

Or  teng.éï  =  jç  =:=  ARi-dR  =^  ^p  cos^/^  -Ts^r  sin.A-  î  «t  Cette 
dernière  valeur  de  tang.û  est  celle  que  donne  M.  Lexeli,  (Trem- 
bley ,  Essai  de  Trigonornétrîe  sphérique^  pag.  198).  Mais  celte  for- 
mule ne  me  paroît  pas  la  plus  commode,  parceque  les  tables  des 
réfractions  ne  contiennent  pas  le  rapport  ^ ,  mais  le  rapport  ^. 

Pour  employer  ce  dernier  rapport  qui  me  semble  préférable , 
je  considère  que  si  des  angles  droits  BAZ,  RAP  je. retranche  la 
partie  commune  RAZ ,  il  reste  BAR  =  PAZ  ==  V.  Or  AR  = 

slïïOT  •  ^^"c  AR  =  ^^;fA-^^  Mais  onaaussiAR,  =  ^^^^ 
=  t3^=.  âC.^|S^^  =  8,rcc«.rco..aH-V»n.r.. 
^^^^      >i^      ^^^  ^^  cos.J^cot.a  H-  8^r  sin.^;  donc  enfin 

ou  ,  en  négligeant  le  tenne  insensible  8^r  cos.*  /^, 

(U)...  tang.fl  =  i^^  X  sin-r  cos.^  =  |^^  X  îsîn.aK 

Au  lieu  de  tang.â ,  on  peut  sans  scrupule  mettre  sin.a ,  et  subs- 
tituer la  valeur  que  donne  cette  formule,  au  lieu  de  sin.  ang.  des 
parallèles  dans  la  formule  (T),  (823).  Mais  de  plus  il  faut  observer 
qu'en  construisant  la  formule  (T  ),  nous  avons  supposé  ^aQSi  dévia- 
tion le  chemin  apparent  de  Tun  des  deux  astres ,  c'est-à-dire  de 
Tétoile  qu'il  s'agissoit  de  comparer  à  la  lune  :  or  la  réfraction  influe 
sur  le  chemin  apparent  de  l'un  et  de  l'autre  des  deux  astres  ;  d'où  : 
il  suit  quW  doit  prendre  le  double  de  la  cotrécdon  donnée  par  la 
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farmuie  (T).  Alors,  et  en  faisant  la  substitution  dont  je  viens  de 
parl^,  la  formule  (T)  sera  la  même  que  ceUc  de  M,  de  la  Lande^^ 
{Àsin  2547), 

811J.  Pour  que  ron  sache  en  quel  sens  la  correction  doit  se 
faire,  il  suffit  que  nous  prévenions  qu'à  Toccident  le  changement 
de  la  réfraction  rapproche  les  astres  du  pôle^  et  qu'à  rorient  îl  les 
en  éloigne.  On  fera  donc  usagp  de  la  règle  que  nous  avons  donnée 
immédiatement  après  la  formule  (T)»en  appliquant  à  Tastre  qui 
passera  le  premier  ce  que  nous  avons  dit  de  la  lune,  et  Eisant  la 
correction  sur  le  passage  du  second  astre. 

8a8,  J'ai  dit  qu'on  doit  prendre  le  double  de  la  correcdoa 
thnncc  par  la  formule  (T),  c'esE  ce  qu'il  est  à  propos  de  démon- 
trer :  car  M.  Lexell ,  dont  la  formule  équivalente  à  la  formule  (T) 
prise  une  seule  fols ,  a  été  adoptée  par  MTrembley  (  pag,  302),  dit 
positivement  dans  les  Mémoires  de  Pétersbourg  pour  1774 ,  que 
ïa  formule  de  M,  de  la  Lande  n'est  pas  exacte ,  ncquaqaam  cum 
i^erhaie  consistere  posse. 

De  ce  qui  a  été  dît  (827),  il  e^t  facile  de  conclure  que  dans 
tous  les  cas  le  fil  horaire  de  la  lunette  est  toujours  entre  le  cercle 
Fig.84  horaire  vrai  et  le  vertical.  Cela  posé ,  soit  NQ  le  fd  horaire  de  la 
lunette ,  P  le  pôle ,  Z  le  zénith;  KR'  le  fil  parcouru  par  le  premier 
astre,  MN  le  fil  parcouru' par  le  second  ;  ZS,  CA ,  deux  verticaux  ; 
SE  la  réfraction  de  l'astre  le  plus  bas ,  MA  la  réfraction  de  Tautrè  i 
enfin  soient  les  petits  arcs  AB,  EU  perpendiculaires  à  PU,  et  le 
petit  arc  MF  sensiblement  perpendiculaire  à  CA  et  à  ZS. 

Gna  PSN  ==  û,  PSZ  =  1^  =  PMC  sensiblement,  NS  = 
difr.appar.(fe'c/.,  quantité  que  je  nommerai  8^D;  SE  =  n  Je  fais 
MA  =3i  r\  Par  D  j'entends  toujours  la  déclinaison ,  mais  de  Pun 
ou  de  l'autre  astre  indifféremment.  On  pourra,  si  l'on  veut,  pour 
plus  d'exactitude ,  employer  dans  le  calcul  la  quantité  taoyenne 
entre  les  deux  déclinaisons ,  et  faire  la  même  chose  pour  Pangle  de 
variation  K. 

Lors  de  l'observation  du  premier  astre  en  S ,  son  Heu  vrai  ou 

dégagé 


I 
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âégagé  de  la  réfraction,  étoîl  en  E.  Donc,  pour  avoir 5on  passage 
vrai  par  le  cercle  horaire  vrai  PU,  il  falloit  ajouter  à  son  passage  ap- 

^        -*    ^  m      1     ^         i         BU  SE  tin.E$U  r  sîa.^       ^ 

parent  un  intervalle  de  ternies  ^j-^^  ^  -jf^^uT  —  7372513  •  ^^ 
nommant  7"  le  temps  du  passage  observé  en  S ,  le  passage  dégagé 
de  la  réfraction  sera  donc  ^H-.^^^î;^. 

Lorsque  le  passage  du  seèond  astre  a  été  observé  en  TN ,  son 
7)assage  apparent  sur  le  cercle  horaire  vraîi  àvoît  déjà  eu  lieu  en  M. 

La  différence  en  temps ,  entre  ces  deux  passages ,  esl  ^^^^  ^  = 

^^y^S^  =  75^  X  ii  sm.Kcos.F,  (8,6)  (U>;Cetó^^^^ 

rence  doit  se  soustraire  du  passage  observé  en  N ,  pour  avoir  le  pas- 
sage en  M.  Mais  lorsqu'on  a  vu  l'astre  au  point  M,  son  lieu,  dé- 
gagé de  la  réfraction ,  étoit  en  A.  Pour  qu'il  atteignît  le  cercle  ho- 
raire vrai  PU,  il  s'en  falloit  donc  d'un  intervalle  de. temps  ^^  J^^  j^ 
=  ^^stS^  =  S^-  Donc,  en  appeUant  T'  le  tempslu 
passage  observé  en  N,  le  moment  du  vrai  passage  qu'on  auroit 
dûobserverenB,serar— -jjM^  X  |^  sin.^cos.^^-^^. 
La  différence  d'ascension  droite  en  temps  ,  entre  les  deux  astres , 
dégagée  des  effets  de  la  réfracûon  ,  sera  donc  T  '  —  tt^tB  ^ 
(|1X   8,Dcos.^-r')-  r-^l^,ou   r-T^ 

r^TS  (|î  X  ^^  cos.r-hr  —  /).  Mais  r  —  r'  est  la 
différence  dé  réfraction  correspondante  à  la  différence  de  hauteur 
des  deux  astres  ;  de  sorte  que  r  —  y  ;  FS  •  •  S^r  ;  ^h.  De  plus 
FS  =  MS  cos,^  =  ^D  cos./^,  parcequ'au  lieu  de  MS  on  peut 
sans  scrupule  mettre  NS.  La  dernière  analogie  donne  donc  r  —  r' 
=  ^  X  ^D  cos.;^.  Donc  Terreur  de  la  différence  T'  -^  Tdes 
passages  observés  se  réduit  à  ^  X  ^  Jcôê.D^  '  ^^  ^^^  ^^t 
précisément  le  double  de  la  formule  (T),  dans  laquelle  on  auroit 

d'abord  substitué  la  valeur  de  sin.  a  prise  de  la  formule  (U).  C'est 

^  Kkil 


44^         Chap*  XXL  Du  p;.us  gran»  mouveìjient 

donc  M.  Lexcil  qui  lui-même  est  tombé  dans  Terreur  sur  ce  pomt, 
et  non  M.  de  la  Lande. 

La  Cg.84  suppose  l'astre  à  l'orient  ;  le  résultat  seroit  le  même 
en  supposant  T astre  à  T occident, 

829.  La  vraie  dlfTérence  de  déclinaison  est  BU  =  MS  —  BM 
-4-  SU.  En  mettant  NS  au  lieu  de  MS,  on  aura,  pour  la  correC' 
don  de  la  différence  observée  NS,  SU  ^  BM  :=  SE  cos.ESU 
—  MA  cos.BMA  =;  r  cos.K —  r^  cos,^;  et  prenant  ci-dessus  la 
valeui  de  r  —  r',  on  aura  ^^  X  h\D  cos,'  F,  pour  la  correction 

de  la  différence  observée  de  déclinaison ,  correction  qui  dans  tous 
les  cas  doit  s'ajouter. 

830.  Pour  avoir  par  les  tables  de  réfraction  le  rapport  ^  ,  il 
suffit  de  connoître  à-peu-près,  par  le  moyen  d'un  globe,  la  hau- 
teur moyenne  entre  les  hauteurs  des  deux  astres.  En  employant 
cette  hauteur,  on  aura  encore  F  angle  de  variation  avec  une  exactî* 

tilde sutlisante  parla  formule  sni.K  =  -^ — : — -, 

83  î,  Trou\^(jr  le  moment  où  le  mouvement  d'un  astre  en  hauteur 
est  le  fj/u^  rapide.  i     —  - 

rig.68  Soit?  le  pôle,  Z  le  zénith^  RS  le  parallçle  d'up  a^e.  Je  fais 
PR  =^  PS  ;  ce  qui  suppose  que  l'astre  ne  change  point  en  décli- 
naison ,  parcequ*en  effet  ce  changement,  quand  il  a  lieu,  est  infi- 
niment petit  pour  rintervalTé  d^un  instatit,  du  moiris  en  compa- 
raison du  mouvement  en  hauteur.  Le  triangle  PZR  ^  en  se  conver- 
tissapt  en  PZS,  conserve  donc  cop^me, constants  le^  deux  côtés 
PZ,  PR;  et  par  conséquent ,. en  appellantZ  Tarigle  PZR,  R  l'angle 
PRZ,  et  faisant  (63o,  fôr),  A  =r  P,  B  =  Z,  C  =  R,ona 

8^ZR  =  8^P  sin.PZ  sin.Z  =  8^P  sin.PR  sin.R. 

^  .     ..  .      .  "  .   .       ■  ' 

D'où  il  suit  que  la  plus  grande  valeur  de  8^ZR  ou  le  plus  grand 

mouvement  en  hauteur  dans  Tintervalle  d'un  instant  S^P,  a  lieu 

lorsque  sin.Z  ou  sin.R  est  le  plus  grand  possible,  c'est-à-dire  quand 

ra2imuth  ou  l'angle  de  variation  (  753)  est  de  90^ 


n 
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8S2.  Ces  deux  angles  ne  peuvent  être  tous  deux  droits  en 
même  temps,  si  ce  n'esL quand  RS  est  Téquateur  (417).  Alors  ils 
sont  constants  (si  la  déclinaison  ne  changepas),  et  par  conséijuént 
le  mouvement  en  hauteur  est  unifermcf.   ! 

Si  RS  n'est  pas  Féquateuf,  PR  sera  ôii  plus  jgrattd  ou^lus  petit 
que  90*  ;  quant  à  PZ ,  il  ne  peut  jamais  excéder  90^ 

Supposons  d'abord  PR  <  90*5'  celuï-tà  sétil  dèis  deux  angles 
Z,  R  pourra  être  un  angle  droit,  qui  sera  opposé  âtîplu s* è,ï*an<î 
cAlé  (475, 3*.  )\  (4Ì3).  Donc  sî  la  déclitiâîâon  bôtéale  cîfe  Paître  est 
moindre  que  la  hauteur  du  pôle,  le  mouvement  lé  plus  i'àpïde  en 
hauteur  aura  lieu  lorsque  l'azimuth  sera  de  90°;  et  si  la  déclinaison 
boréale  est  plus  grande  que  la  hauteur  du  pôle^  le  itiomeAt'du  plus 
graad  mouvement  en  hauteur  séra  celui  où  Tartgle  de  variation  séra 
de9o*. 

Soit  maintenant  PR  >  90°.  Alors  ni  l'un  ni  l'autre  des  angles 
Z ,  R  ne  peut  être  droit.  En  effet  si  on  avoit  Z  =ï  90%  on  aiiroit 
cos.PR  =  cos.PZ  cos.ZR,  (VL  x3').  Maison  a  ZR<  90%  puis- 
qu'ici  l'on  considère  l'astre  au-dessus  de  rhori^on  ;  donc  l'équa- 
iioa  précédente  donne  une  valeur  posijdve  de  cos.PR;  ce  qui  est 
absurde,  puisqu'on  suppose  PR  ;j>  90^  De  même  si  l'on  avoit 
R  =  90**,  on  auroit  cos.PZ  =  .cos.PI\.  cos.ZJl ,  équation  qui 
donneroit  une  valeur  négatiye  de  .cos.PZ  vfiVidÌ3  qu'on  ne  peut 
jamais  avoir  PZ  >  9o^  .  ;/  mì/ ].,'.  r.  ,:        ,î. 

Pom:  déterminer  le  moment^  de  ][a  plu£)  grande  valeur  de  sin.Z 
ou  de  sin.R,  quand  PR  est  >  90'';  jeprefldç  réquation,,(yîL9*) 
^ui  donne  cos.  Z  =î=  ^^LÏ^^^^^^p^,.  Par  la  supiJoaitionvÇQs.PH 
est  négatif;  Z  sera  donc  >  90"*,  et  cet  angle  sera  d'aûtati^moindret 
c'est-à-dire  d'autant  plus  proche  de  90%  que  Ja  valeur  60  cos.Z 
donnée  par  cette  équation  sera  plus  petite.  Ori*,  moindre  valeur 
de  cos.Z,  pour  une: valeur  domiée  de  PZ  ef  de  rtt,  a  lieu  visible- 
ment lorsque  COS.ZÌR  =0.  :  .    - 

£n  raisonnant  de  même  sur  l'équaftidi^'OVIK  1 1*")  qui  dans  ce 

Kkk  ij.   ^  - 
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rk.68  ^^^  donne  positif  le  rectangle  cos*PR  cos.ZR,  on  trouvera  qne  h 
moindre  valeur  docos^R  a  iLeu  dansia  même  drconstsuice ,  cesty 
dire  lorsque  cos-ZJl  ^±=9* 

Donc  le  mouvement  le  plus  rapide  en  hauteur,  des  astres  qui 
ont  une  déclltiaison  méridionale ,  a  lieu  lorsque  ZR  =:  90",  cest- 
à-dîre  au  lever  de  Tastie. 

833,  Déduire  la  hauieur  méridienne,  des  hauteurs  observées 
près  du  méridien* 

Soient  ZR  »  ZS  deux  distancer  au  zénitli  obsei^vées  peu  avant 
ou  peu  après  le  passage  de  Tas  tre  au  méridiea.-On  demande  la  dis- 
tanee  ZT. 

Le  triangle  PZS,  œnverti  en  PZR,  conserve  comme  constants 
les  côtés  PZ,  et  PS  =  PR.  Par  conséquent  appeUant  P  l'angle 
ZPS,  on  a  (629)  en  changeant  les  signes  des  diûérentielles  etfai- 
saat  A  —  P,  B  =^  Z,  C  =  S, 

Or  S^ZS  est  la  différence  des  deux  hauteurs  observées  ;  8^P  est 
l'intervalle  de  temps  entre  les  deux  observations ,  compté  en  par- 
ties deTéquateur-,  P  -^  ï3^P  et  ZS  -h  kS^ZS  sont  l'angle  horaire 
moyen  et  là  distaticé  au  zéhîfh  moyenne ,  entre  Fune  et  i*autre 
observation.  On  peut  donc  pai*  là  formulé  (A)  vérifier  très  exacte-» 
ment  là  dîffétence  iBîltre'  les  derix  hauteurs  observées  »  et  réduire 
successivement  un  nombre  quelconque  d'observations  à  Une  seuFey 
en  prenant  tó  nrilîetieiihreléi  îdîVers  résultats.  Je  suppose*  toutes 
les^ousénràtionijlréduîtes  âii^oiiit  !Si  c'est-à-dire  à  Tobservatfon  ìà 
plus  prochaîne  4u  méiridîèn.  Pour  appliquer  à  ccfttè  observation  la 
ÇormujLe  (A)» il^uffit  de  faire  8^P  ===  ZPS,  et  P  =0;  et  on  a 

sin:KZS  -1  ZT)<==  sîn.'|ZPS.  X  ^^^r,  V 
et  quand  on  a  ZPS  <  2%  (2^9)  / 


n 


ZS  —  ZT  =  i|g^  X 


sîn.PZ  sift.PS' 
sin.i<ZS  H-  ZT) 


équations  qui  £>^t  coxwoitre  ZT  au  la  distance  au  zénith  /  que  r^m 
cherche* 


o 
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Ces  équations  et  la  formule  (A)  m'ont  paru  très  commodes 
pour  conclure,  avec  une  grande  exactitude,  de  plusieurs  observa- 
tions ,  la  hauteur  méridienne  du  soleil  dans  les  jours  voisins  du 
solstice.  Je  pterids  ordinairement  six  hauteurs  d'un  bord  avant  le 
Hiidi ,  et  six  du  bord  opposé  après  le  midi  ;  ce  qui  de  plus  ine  fait 
connoître  avec  grande  précision  le  diamètre  du  soleil  telque  la 
lunette  le  donne.  D'autres  observations  ou  la  marche  réglée  de  la 
pendule  m' apprenant  le  moment  juste  du  midi  vrai,  j'ai  les  angles 
horaires  correspondants  à  chacune  des  observations.  J'emploie  dans 
Te  calcul  du  second  membre  des*  équations  ci-dessus  la  déclinaison 
etla  distance  au  zénith  du  bord  observé,  en  négligeant  les  secondes. 

834.  Ayant  trois  hauteurs  d'un  astre,  et  connaissant  le  temps 
oà  chacune  de  ces  hauteurs  a  été^  absentée,  trouver  l'angle  horaire 
et  la  déclinaison  de  V astre  ,  et  la  hauteur  du  pôle.^   . 

Ce  problême  dont  la  solution  est  assez  pénible  par  les  méthodes 
employées  jusqu'à  présent,  5e  résout  immédiatement  par  mes  ana- 
logies difFérentielles  finies» 

Soient  A!,  A",  A'"  les  trois  hauteurs  observées,  A'  étant  la^ 
plus  petite.  A'"  la  plus  grande.  Soit  T  l'intervalle  de  temps ,  réduit 
en  parties  de  Féquateur,  entre  les  observations  des  deux  moindres 
hauteurs  A',  A";  T/  l'intervalle  de  temps  entre  les  deux  plus 
grandes  A",  A'";  O'"  l'angle  horaire  conespondant  à  la  plus 
grande  hauteur  A'",  L  la  latitude  terrestre,  D  là  déclinaison  de 
Vas  tre. 

En  comparant  la  i*  et  la  3*  observation ,  la  formule  (A) ,  (  833  )\ 
dònne  sin.i(A"'  —  A')  :  sm4  (T  -h  V)  \  '.  cos.L  cos.D 
sin.(0"' H- iT  H-iT')  :  COS.KA'"  -f-  A'),  et  en  comparant 
les  observations  des  deux  plus  grandes  hauteurs,  sin.3(A"'  —  A") 
:  sin.iT'  :  :    cos.L  cos.D  sin.(0"''  -+-  \T  )  *.  cos.KA"'H-  A"  ): 

Donc  cos.L    cos.D   =   ,ì„..(t  h-  t')  ri,.(0^^' +  i  t  +  ^t')    = 

.in.i(A"'-A")co..i(A"'+A")      y..        .       .ç.,„      .      .  m  _+.  1  T' ^ 

»in.(0"'  H-èT')  cos.iT,H-  cos.(0"'H-iT').sin.iT.Ensubsli- 
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tuant  cette  valeur  dans  Téquation  précédente ,  et  multipliant  cette 

équation  par  sin.  (  O  "'  H-  î  T  '  )  ^  on  en  déduit 

mi:.\VJ     -t-3l     ;  ^^^-^  ^  V^sin.i(A'''- A«')cos.i(A'"+A")«ii.f(T^X:)cos.iT         V» 

équation  qui  fait  connoitre  Tangle  horaire,  puisque  O'''  est  la  seule 
quantité  inconnue. 

Fakom,  pour  abréger,  •"^I^'^.^^^:^*";  =  "!"<>•» 
Fîg.68  aurons  cos.L  cos.D  =  m.  Maïs  cosX  cos.D  =  sin.PZ  sîn.PS 

cos.ZS  —  cos.PZ  cos.PS    /TT-TT       .V  sîn.A''' —  sìxìX  sîrnD  T\^^^ 

= ^^     '        (Vil.  7  )  =  ,^,/, =  m.  JUonc 

COS.ZPS.  ^  /    '  cos.O"' 

sin.L  sin.D  =  sin. A'" —  m  cos.O'".  La  somme  et  la  différence 
de  cette  équation  et  de  l'équation  cos.L  cos.D  =  m  donneront 
(II.  4%  3') 

cos.(L.oo  D)  =  sin.A'"  +  m  (i  —  cos.O'") 
cos.(L  -H  D)   =  m  (i  -f-  cos.O'")  —  sin.A'", 

ou,  (L7%  24*),  pour  employer  les  logarithmes  plus  commodément, 
cos.(L  co  D)  =  sîn.A"'.(i  -h  ""  Zj"''."') 
cos.(L  -4-  D)  ==  sin.A"'  (""^a^'^'"  ~  0' 

Au  moyen  de  ces  deux  équations ,  on  aura  les  valeurs  absolues  de 
L  et  de  D,  c'est-à-dire  de  la  latitude  et  de  la  déclinaison.  Il  est 
vrai  qu'il  faut  savoir  d'ailleurs  quelle  est  la  plus  grande  de  ces  deux 
quantités  ;  mais  il  est  bien  rare  qu'on  ne  le  sache  pas  d'avance. 

Les  équations  suivantes,  déduites  de  celles  que  nous  venons  de 
donner,  par  les  méthodes  exposées  (202, 198),  rendront  le  calcvd 
de  cette  solution  prompt  et  facile ,  et  n'exigent  que  des  tables  trî- 
gonométriques  en  logarithmes. 

^ sin.iT' 

COS.a:    _    Y/  sm.i(A'''-  A')  coiAiAf^-h  V> 

tang.(Q'"  -H  iT')  =  tattg.iTcol.*a; 
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tang.j  =  sin.iO'"  y/^^ 
cos.z  =  tang.îO'"  cot.j 
cos.(L  oo  D)  =  ""•^"' 


cos.(L  -H  D)  =  sin. A'"  tang.^z. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  plus  les  intervalles  seront  grands 
entre  les  observations  successives ,  plus  on  aura  d'exactitude  dans 
les  résultats  :  car  il  est  clair  que  les  erreurs  commises  dans  les 
observations  seront  d'autant  plus  sensibles  dans  le  calcul  que  les 
sinus  de  3 (A'"  —  A")  et  de  ì T'  seront  plus  petits,  et  que  cot.jT 
sera  plus  grande. 

Cette  solution  est  analogue  à  celle  de  M.  Bezout;  mais  la  dé- 
monstration en  est  moins  pénible  :  et  quant  au  calcul  numérique , 
mes  formules  exigent  la  recherche  de  21  logarithmes^  celles  de 
M.  Bezout  la  recherche  de  27.  Toutes  les  solutions  qui  me  sont 
connues  demandent  encore  plus  de  travail. 

835.  Connoissant  la  déclinaison  et  deux  hauteurs  d'un  astre, 
et  les  moments  des  observations  des  hauteurs,  trousser  l'angle  horaire 
de  r astre  et  la  hauteur  du  pôle. 

Dans  le  triangle  isoscele  SPR,  les  côtés  et  l'angle  vertical  étant  Fig.68 
connus ,  on  trouvera  la  base  RS  et  les  angles  sur  la  base.  Dans  le 
triangle  RSZ ,  connoissant  les  trois  côtés,  on  cherchera  l'un  des 
angles  adjacents  à  RS ,  par  exemple  ZSR.  On  aura  alors  ZSP  ou 
(ZSR  —  PSR).  Enfin  dans  le  triangle  PZS,  connoissant  ZS  et  PS, 
et  l'angle  compris ,  on  trouvera  PZ  et  l'angle  ZPS. 

Si  on  connoissoit  là  hauteur  du  pôle ,  et  qu'on  cherchât  la  dé- 
clinaison de  l'astre,  on  suivroit  la  même  méthode  ;  mais  on  écri- 
roit  Z  au  lieu  de  R^  et  de  S,  et  S  au  lieu  de  Z,  dans  la  démons- 
tration et  dans  la  figure. 

^'òé.  Ayant  la  hauteur  du  pôle ,  la  déclinaison  et  deux  hau^ 
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solution  immédiate  »  beaucoup  plus  simple  et  plus  facile  que  celles 
qu'on  en  a  trouvées  jusqu'à  présent. 

Soit  E  le  point  du  globe  solaire  ou  lunaire  qui  correspond  au  Fîg.85 
pôle  de  Técliptique;  P  le  pôle  de  rotation  de  l'astre  ,  T,  A  ,*  G  les 
trois  lieux  observés  de  la  tache; 

Les  trois  distances  TE  ,  AE  ,  CE  de  la  tache  au  pôle  de  l'éclip- 
tique ,  et  les  différences  de  longitude  »  TEA,  AEC ,  sont  données 
par  l'observation. 

On  cherche  PE  distance  des  deux  pôles ,  la  longitude  du  pôle  P 
qui  est  à  90**  de  celle  des  nœuds ,  et  la  distance  TP  =  AP  =  CP 
de  la  tache  au  même  pôle ,  en  la  supposant,  adhérente  au  disque 
de  l'astre ,  et  dans  une  même  situation  pendant  l'intervalle  des 
observations. 

Je  décris  trois  arcs  de  grand  cercle,  TA,  AC,  TC  :  j'observe 
que  le  triangle  PET  converti  en  PEA  conserve  comme  constants 
les  côtés  PE,  PT;  ce  qui  me  donne,  en  faisant  (619)  A  =  P, 
B  =  E ,  C  :=  T,  et  changeant  les  signes  des  différentielles  dans 
l'analogie , 

sin.-iS^ET  :  —  tang-^8^PET  :  :  sin.(ET-4-^S^ET)  ;cot,(PTE  —  â8^PTE). 

Mais  8^ET  =  EA  —  ET,  S^PET  =  TEA ,  (ET  -+-  ^  8^ET) 
=  KET  H-EA),  et  PTE  — i8^PTE  =  KPTE  -h  PAE),  comme 
on  le  reconnoîtra  d'autant  mieux  en  recourant  à  la  démonstration 
(711)  de  l'analogie  (^19).  Donc,  en  supprimant  le  signe  négatif 
de  tang.  ^  B^PET ,  lequel  ne  fait  qu'indiquer  que  PET  diminue 
quand  ET  augmente  {^^6) ,  on  a 

sin.KEA—  ET):tang.iTEA;  :sin.KEA  H-  ET)  :cot.KPTÊ-H  PAE). 

Dans  cette  analogie  tout  est  donné ,  à  l'exception  du  dernier  terme.' 
Mais  la  considération  du  triangle  TPE  converti  en  CPE  fournira  de 
Qiême  une  analogie  qui  donnera  la  valeur  de  cot.î(PTE  -|-PCE);'et  ^^ 
le  triangle  APE  converti  en  CPE  conduira  à  une  analogie  qui  don- 
nera la  valeur  de  cot.KPAE  H-  PCE).  Connoissant  par  ces  trois 
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analogies  les  demi-sommes  des  trois  angles  de  position,  PTE,  PAE^ 
PCE,  pris  deux  à  deux,  on  en  déduira  la  valeur  de  chacun jde  ces 
angles. 

Maintenant,  Tun  quelconque  des  trois  triangles  que  nous  ve- 
nons de  considérer,  par  exemple  le  triangle  PŒ  converti  en  PAE , 
nous  donnera  (61 4) 

tang.i a^PEC : tang.^a^PCE:  : tang.(PEC^-^8^PEC) : tang.i(PCE -H^S^PCE), 

ou,  en  ayant  recours,  si  Ton  veut,  à  la  démonstration  C710)  de 
Tanalogie  (614), 

tang^^CEA; tang-KPAE— PCE):  : tang. (PEC-t-^CEA) : tang.KPAE-f-PCE). 

Le  troisième  terme  de  cette  analogie  est  le  seul  inconnu  ;  elle  don- 
nera donc  la  valeur  de  Tangle  PEG  ,  et  par  conséquent  la  longitude 
cherchée  du  pôle  P. 

.  Alors  connoissant  un  côté  et  les  angles  adjacente  dans  Tun  des 
triangles  PEC ,  PEA ,  PET ,  connoissant ,  par  exemple ,  dans  le 
premier ,  CE ,  PEC,  PCE ,  on  trouvera  à  la  fois,  par  l'élégante  solu- 
tion de  Neper  (I X.  4*)  ?  les  deux  côtés  cherchés  PE ,  PC. 

On  n  a  que  21  logarithmes  à  chercher  pour  résoudre  de  cette 
maniere  le  problême  dont  nous  venons  de  nous  occuper.  La  solu- 
tion du  P^Pezenas,  Tune  des  moins  pénibles  de  celles  qu'on  a  don- 
nées jusqu'à  présent ,  demande  4^  recherches  dans  deux  tables. 
J'observe  de  plus  que  ma  méthode  a  l'avantage  de  donner  dans 
le  calcul  la  plus  grande  précision,  attendu  qu'on  détermine  toutes 
les  inconnues  par  les  tangentes. 

83*8;.  La  solution  qu'on  vient  de  lire  se  trouve  dans  le  Tome  X 
des  Mémoires  présentés  à  l'Académie  Royale  des  Sciences  de  Paris  : 
j'y  donne  en  même  temps  des  règles  relatives  au  cas  où  le  cercle 
des  limites  se  trouve  entre  les  longitudes  observées  ;  parcequ'alors 
•les  premières  analogies,  au  lieu  de  donner  trois  demi-sommes  des 
angles  de  position ,  en  donnent  une  seule  et  deux  demi-différences. 
Mais  si  Ton  observe  les  règles  des  signes  (42 ,  i54) ,  on  peut  faire 
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usage ,  dans  tous  les  cas,  des  analogies  que  j'ai  données  cî-dessus , 
sans  qu'il  soit  besoin  ni  de  figure  ni  d'aucune  attention  à  la  situa- 
tion du  cercle  des  limites. 

Voici  le  détail  du  calcur^édoît  à  la  «idtplicîté  et  à  la  gétiéralkl 
la  plus  grande.  ^ 

Soit  L'  la  premiere  longitude  observée  de  la  tache  ,  L'Ma 
seconde,  L'"  la  troisième  ;  D',  D" ,  D'"  les  trob  distances  respec- 
•tîves  au  pôle  de  Técliptique  ;  L  la  longitude  cherchée  du  pÔle  de 
Téquateur  de  Fastre  ;  O  Tobliquité  de  Técliptique  relativement  à 
cet  équateur  ;  D  la  distance  de  la  tache  à  ce  pôle. 

tang.a  =   ""-^""-.^lltl^r  "  ^'> 

D  siii.t(D"  -4-  D') 

tangue  —    -j— _-__ 

tang.a:  =  tang.KL'" —  L")tang.c  cot.(a  —  b) 

L  =z  X  -4- KL'"  H-  L'^) 

m  =  L  oo  L'"  /2  =  (ô  -f-  c)  00  dt 

Si  iff  èst   >  i8o*,  on  prendra  36o*  —  m  au  lieu  de  m.  De  même  si  a  esc  >  i8o%  or 
prendra  3^*  —  ti  au  lieu  de  n. 

tane,  y  =  ""f  ^p'^  ^''-tC"  c/^  ") 

'*"&V  lin. -^(iw  4- li) 

D  CM.  i^W  +  »>  • 

Mais  si  n  est  >  90°,  alors 

O  s=:  1 8o'  —  (z  r^  jr)       i?  =  1 80* — (z  û/)j'). 
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Des  projections  ^  et  des  planisphères  géographiques 

et  astronomiques. 

J_ja  Trigonométrie  est  d'une  grande  util! lé  pour  la  constniclîon. 
des  planisphères  et  pour  toure  espece  de  projections  ;  et  nous 
croyons  ne  pas  Hevoir  terminer  cet  Ouvrage  sans  donner  au  moins 
uti^dée  de  cette  application  importante  de  la  science  dont  nous 
traitons. 

83^.  On  entend  par  h  projection  d*un  objet  »  la  représentation 
ou  Tapparence  de  cet  objet  sur  le  plan  de  perspectivô.  Sx  des  diffé- 
rents points  d'une  figure  on  tire  des  lignes,  suivant  une  même  loi 
donnée^  sur  un  plan  dojiné  autre  qiie  celui  dans  lequel  est  la  figure» 
les  points  de  ce  plan  donné  auxquels aboutirout  ces  lignes^  forme- 
ront la  projection  de  la  figure»  Les  cartes  célestes  et  géographique?^ 
par  exemple,  ne  peuvent  être  que  des  projections,  puisqu'elles 
ont  pour  but  de  représenter  une  surface  sphérique  sur  la  surface 
plane  du  papier,  c'est-à-dire  de  réduire  à  un  seul  plan  tous  les 
points  d'une  surface  sphérique,  lesquels, appartiennent,  dans  cette 
surface ,  à  une  infinité  de  plans  différents. 

De  ces  notions  il  résulte  que  l'art  des  projections  n'est  pas  sans 
difficulté.  Il  est  d'ailleurs  impossible  de  conserver  avec  exactitude 
sur  une  carte  géogitiphique  les  distances  respectives  des  pays,  et 
de  donner  aux  degrés  de  longitude  et  de  latitude  les  grandeurs 
relatives  qu'ils  ont  sur  le  globe  :  on  ne  peut  que  se  rapprocher  plus 
ou  moins  de  la  vérité. 

840.  Dans  les  anciennes  cartes  on  faisoit  les  méridiens  paral- 
lèles entre  eux ,  et  les  degrés  de  longitude  tous  égaux  à  ceux  de 
latitude.  Ces  cartes  se  nomment  cartes  plates  :  elles  sont  absolu- 
ment défectueuses ,  si  ce  n'est  pour  une  très  petite  étendue.  Ea 
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effet  soit  P  le  pôle  de  la  Terre,  EQ  un  arc  de  Téquateur,  de  12**  par  Fîg.86 
exemple.  Soit  A  la  ville  de  Paris  »  D  celle  de  Dublin,  M  celle  de" 
Maroc  Je  suppose  ces  deux  dernières  villes  sous  le  même  méri- 
dien ,  leur  différence  en  longitude  étant  très  petite  et  peut-être 
nulle;  car  la  longitude  de  Maroc  n'est  pas  encore  déterminée  avec 
précision.  Au  lieu  de  faire  sur  la  carte  les  méridiens  PE ,  PQ  con^ 
vergents ,  de  sorte  qu'ils  aillent  se  rencontrer  au  pôle ,  conformé- 
ment à  leur  position  sur  le  globe  et  à  la  vérité  ;  si  on  les  décrit  pa- 
rallèlement ,  comme  FQ ,  GE ,  Paris  se  trouvera  sur  la  carte  au 
point  H,  Dublin  en  R  et  Maroc  en  L.  C'en  est  assez  pour  faire 
comprendre  combien,  dans  les  cartes  de  cette  espece,  on  peut 
errer  sur  les  distances  réciproques. 

841.  11  est  à  propos  de  remarquer  avant  tout,  que  les  degrés 
de  longitude  différent  de  grandeur  sur  le  globe  ,  suivant  les  dis- 
lances au  pôle.  L'arc  de  parallele  AR  est  (894)  du  même  nombre 
de  degrés  que  l'arc  EQ  :  mais  la  longueur  de  AR  comparée  à  celle 
de  EQ,  est  d'autant  moindre  tfke  AR  est  plus  voisin  du  pôle; 
parceque  la  longueur  des  degrés  de  longitude  diminue  (892)  en 
proportion  du  sinus  de  leur  distance  au  pôle. 

842.  Pour  remédier  aux  inconvénients  et  aux  difllcultés  que 
j'ai  exposés ,  et  pour  approcher  de  la  vérité  dans  la  construction 
des  cartes  géographiques  et  célestes ,  on  a  eu  recours  à  différentes 
sortes  de  projections. 

La  projection  la  plus  simple  est  celle  qu'on  nomme  orthogra- 
phique.  Elle  est  fondée  sur  cette  loi ,  que  les  lignes  tirées  des  divers 
points  de  la  figure  dont  on  demande  la  projection ,  doivent  tomber 
à  angle  droit  sur  le  plan  de  projection.  Pour  avoir,  par  exemple, 
la  projection  orthographique  d'une  ligne  AB  sur  un  plan  repré-  pjg  87 
sente  par  la  ligne  PI,  on  mènera  des  différents  points  de  AB  les 
lignes  BC,  FH,  8cc.  perpendiculaires  à  PI  :  la  partie  AC  de  la  ligne 
PI ,  comprise  entre  les  perpendiculaires ,  sera  la  projection  de  AB. 
Quelque  distante  du  plan  de  projection  que  soit  la  lîgne'^AB ,  les 
perpendiculaires  BE,  FG,  8cc.  donneront  de  même  sur  un  plan  NO 


Iîa  projection  DE  =  AC  de  la  ligne  AB,  Mais  DE  ou  AC  =  AB 
COS. A,  (211).  Donc  la  prajeciion  onkograpkiifae  d*unc  ligne  est 
égala  à  cette  ligfbe  mulupliée  par  le  cosinus  de  son  angle  d'ùiclt^ 
naison  sur  le  plan  de  profecthiu 
843,  Si  la  figure  dont  on  demande  la  projection  est  un  arc  de 
cercle,  ^t  sî  le  plan  de  Tare  est  perpendiculaire  au  plan  de  projec- 
tion, alors  le  sinus  est  la  projection  orthographique  de  l'arc  ^  pourvu 
que  rorîglne  de  cet  arc  soit  le  point  de  la  circonférence  duquel  part 
celle  des  perpendiculaires  qui  passe  parle  centre.  Concevons  que 
IVlgM  le  demi-cercle  DFH  soît  élevé  perpendiculairement  sur  le  plan  du 
papier,  le  diamètre  DH  restant  seul  dans  ce  même  plan*  Si  l*on 
abaisse,  de  tous  les  points  de  la  circonférence,  des  perpendicu* 
hiires  FC,  lE,  &:c,,  la  suite  des  poiïîts  auxquels  elles  aboutiront 
sur  le  plan  du  papier,  formera  le  diamètre  DH*  Or  si  le  point  C 
est  le  centre ,  Parc  FH  sera  de  90",  et  sa  projection  CH  sera  égale 
au  rayon ,  c*est-à*dîre  au  sinus  de  90^  De  même  CE  ^  O  ^ 
sin.  FI  sera  la  projection  de  Tare  FL  Donc,  &c. 

844,  Si  le  plan  du  cercle,  au  lieu  d'être  perpendlcnlaîre  ,  est 
incliné  au  plan  de  projection  ;  alors  les  ordonnées  FC ,  lE ,  &c. 
qui  tombent  sur  celui  des  diamètres  qui  est  dans  le  plan  de  pro- 
jection I  feront  toutes  avec  leurs  projections  (842)  respectives  CG, 
EK ,  &c. ,  im  angle  égal  à  Tînclinaison  des  deux  plans ,  (  387).  On 

aura  donc  (842),  cos.incL  ==  ^^  =  -g|- ,  &c.  ;  et  par  conséquent 

FC  l  CG  !  !  El  I  EK  1 1  &c.  Mais  une  des  propriétés  de  Tellipse , 
c'est  que  ses  ordonnées  sont  proportionnelles  aux  ordonnées  cor- 
respondantes du  cercle  dont  le  diamètre  est  égal  à  son  grand  axe. 
Donc  DGKJî^  ou  la  projection  du  dtìni- cercle  DFH,  est  une 
demi-ellipse.  Mais  ce  qui  se  démontre  poua:  une  moitié  se  prouve- 
joit  de  même  pour  l'autre  moitié.  La  projection  orthographique 
d'un  cercle  incliné  est  donc  une  ellipse. 

Quelle  que  soit  la  distance  du  cercle  au  plan  de  projection , 
J'eflet  sera  toujours  le  même.  Car  oji  peut  toujours  conœvoir  ^n 
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autre  plan  parallele  et  passant  par  te  centre  du  cercle  y  sur  lequel 
plan  la  projection  sera  une  ellipse^  comme  nous  venons,  die  le  voir  j 
or  la  projecticm^sur  ce  plan  ne  peut  différer  en  rien  de  la  projection 
sur  le  plan  donné  :  les  lignes  qui  détermineront  Tune  et  l'autre  dif- 
féreront seulement  en  longueur. 

845*  Un  cercle  vu  obliquement  et  de  quelque  dbtance  paroit 
donc  être  une  ellipse,  parceque  les  objets  inclinés  et  éloignés  se 
représentent  à  nos.  yeux  suivant  la  projection  orthograpliique  ^ 
c^est^ài-dire  comme  s'ils  étoient  dans  un  plan  perpendiculaire  aux 
rayons  visuels.  La  ligne  BC  vue  obliquement  d'un  point  Oy  k  une  Fig.89 
distance  telle  que  Tan^  O  puisse  se  considérer  comme  infiniment 
petit,  paroîtra  de  la  grandeur  de  AB  =  BC  cos. ABC  =  BC  sin.C. 
La  premiere  de  ces  deux  valeurs  de  AB  est  celle  déjà  trouvée  (842). 
La  seconde  fait  voir  que  la  grandeur  apparente  d'un  objet  indine 
diminue  proportionnellement  au  sinus  de  l'inclinaison  de  cet  objet 
au  rayon  visuel.  Si  donc  on  suppose  que  DGH  soit  la  projection  Fîg.90) 
orthographique  d'un  demi-cercle  DFHvu  obliquement,  toutes  les 
ordonnées  CE,  El  parottronC  diminuées  dans  la  proportion  que 
nous  venons  d'indiquer.  Ce  rapport  constant  démontre  encore  que 
la  projection  d'un  cercle  incliné  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe 
DH  est  égal  au  diamètre  du  cercle,  et  dont  le  petit  axe  est  moindre 
que  ce  diamètre  suivant  le  tapport  inverse  du  sinus  total  au  sinus 
de  Tangle  d'inclinaison  du  cercle  sur  le  rayon  visuel. 

846.  Tels  sont  les  éléments  de  la  projection  orthographique , 
piiojection  peu  en  usage  pour  les  cartes  géographiques,  parcequ'elle 
doline  Iteti- néeossarirement  à  des  erreurs  très  graves,  lorsque  les 
cartes  ont  de  l'étendue.  La  différence  d'un  petit  arc  FI  à  sa  pro-  Fîg.88: 
jéction  CE  est  peu  importante ,  et  dès-lors  la  distance  FI  dé  deux 
villes  F,  I  sur  le  globe  terrestre ,  peut  sans  une  erreur  sensible  être 
représentée  sur  la  carte  par  la  distance  CE.  Mais  plus  le  point  I 
se  rapprocheroit  du  point  H,  plus  les  accroissements  de  l'arc  FI 
surpasseroient  les  accroissements  correspondants  de  CE  ,  et  Ies> 
erreurs  sur  les  dbtances  respectives  des  lieux  en  deviendroienti 
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d'autant  plus  considérables.  Supposons  IH  =  60''  ^  2  FI  :  alors 
CE  ou  LI  =  sìn*3o'*  =:r|CH,  Donc  CE  ^  EH;  et  par  consé- 
quent les  distances  IH,  FI,  dont  la  premiere  est  double  de  la* 
seconde  sur  le  globe,  seront  représentées  sur  la  carte  par  des  lignes 
égales. 

Quelque  grave  que  soit  cet  inconvénient ,  les  Astronomes  se 
servent  utilement  de  la  projection  orthographique  pour  représen- 
ter et  prédire  les  circonstances  des  échpses,  parceque  dans  ce  cas 
il  ne  s'agît  pas  des  distances  respectives  des  lieux  ,  mais  seule- 
ment de  décrire  sur  une  carte  géographique  les  courbes  et  les 
zones  qui  comprennent  à*  peu -près  soit  les  contrées  qui  seront 
plongées  dans  Fombre,  soit  les  lieux  d'où  Ton  pourra  voir  ou  les 
mêmes  phases,  ou  des  phases  différentes  entre  elles.  Les  principes 
de  ces  opéradons  astronomiques  n'appartiennent  point  à  ce  Traité  ; 
on  les  trouvera  exposés  avec  tous  les  détails ,  toute  la  clarté  qu  on 
peut  désirer,  dans  le  Livre  X  de  TAstronomie  de  M, de  la  Lande, 

847-  La  projection  la  plus  commode  pour  les  cartes  qui  em- 
brassent une  grande  partie  du  globe;  et^ur-tout  pour  les  mappe- 
mondes ,  celle  qui  défigure  le  moins  la  forme  naturelle  des  conti- 
lients  ,  c'est  la  projection  stéréographique.   Dans  la  projection 
orthographique,  la  surface  d'une  demi-sphere,  par  exemple,  est 
représentée  sur  le  plan  du  grand  cercle  qui  lui  sert  de  base ,  et 
auquel  tous  les  rayons  visuels  sont  censés  être  perpendiculaires, 
parcequ'on  suppose  l'œil  à  une  distance  infinie  de  ce  plan  :  dans 
la  projection  stéréographique ,  la  même  surface  est  représentée  sur 
le  plan  du  même  cercle,  mais  en  supposant  l'œiLaïupôie de  ce  cer-* 
cle  ;  ensorte  qu'un  seul  rayon  visuel ,  celui  qui  passe  par  le  centre , 
est  perpendiculaire  au  cercle. 
lig.pi        848.  Si  BFD  représente  l'hémisphère  dont  on  veut  ayoir  la* 
projection,  le  diamètre  BD  représentera  le  plan  de  projection  ,  t\y 
l'œil  sera  supposé  au  point  Q  également  distant  des  points  B  et  D* 
La  projection  de  chaque  point  de  l'hémisphère  BFD  sera  sur  le 
point  respectif  du  plan  BCD ,  par  lequel  passe  le  rayon  visuel 
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partant  du  point  Q  et  terminé  à  k  surface  de  Thémisphere-  Par 
exemple  le  point  S  est  la  projection  du  point  H,  le  point  T  celle 
du  point  U  ,Ia  ligne  ST  celle  de  Tare  HU ,  et  ainsi  de  suite.  Prenons 
Torigine  des  arcs  au  point  F  dont  la  projection  estau  centre;  comme 
CT  =  tang.CQT  =  tang.îFU  ,  il  s'ensuit  que  la  projection 
^éréographique  d'un  arc  commençant  au  point  dont  la  projection 
est  au  centre,  est  égale  à  la  tangente  de  la  moitié  de  cet  arc. 

€49,  La  plus  belle  propriété  de  la  projection  stéréographique 
est  de  représenter  par  des  cercles  tous  les  cercles  de  la  sphère , 
grands  ou  petits,  à  l'exception  de  ceux  dans  le  plan  desquels  l'œil, 
se  trouve  (JÒS2, ,  8do,  &c.).  Par  exemple ,  le  cerde  qui  a  pour  dia-, 
metr43  la  corde  UH,  a  pour  projection  un  cercle  dont  ST  est  le. 
diamètre.  Pour  bien  comprendre  cette  assertion,  il  faut  d'abord 
considérer  que  les  rayons  visuels  qui  vont  du  point  Q  à  chaque 
point  du  cercle  ayant  pour  diamètre  la  corde  UH,  forment  un  cône 
que  coupe  le  plan  BCD  de  projection.  Cela  posé, -il^' agit  de  prou- 
ver que  la  section  représentée  par  ST  est  un  cercle.  i 

Orl'angJeQST=^DQ^-;BH=:iBQ  ^iBH=iQH=^ 
QUH.  On  démontreroit  de  même  l'égalité  des  angles  T,H.  Donc 
les  triangles  QST,  QUH  sont  semblables.  Mais  QUH  est  le  triangle 
par  Taxe  du  cône  ayant  pour  base  le  cercle  auquel  appartient  la 
droite  UH  comme  diamètre  :  donc  aussi  la  base  du  cône  dont  le 
triangle  par  l'axe  est  QST,  doit  être  circulaire  ;  puisque  ces  deux 
cônes ;Sont  semblables,  ayant  leurs  dimensions,  homologues  pro* 
poitîoiinelles^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  leurs  triangles  piar 
Taxe  étant  semblables  entre  eux. 

85o.  Si  Q  est  l'un  des  pôles  de  la  Terre  ^  le  plan  de  projection 
BCD  serai'équateur.  Alors  les  projections  des  parallèles  sont  des 
cercles-concentriques ,  celles  des  méridiens  sont  des  lignes  droites* 
•  En  effet  i"".  que  l'on  prenne  FG  =:  FU;  la  projection  du  paralr 
lele  qui  passe  par  les  points  G,  U  sera ,  comme  nous  venons  de  le 
voir  <  849),  un  cercle  décrit  du  centre  C  et  d'un  rayon  ÇT  ==  CE. 
De  même  la  projection  du  parallele  qui  passe  par  les  points  K,  H^ 

Mm  m 
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Fîg'9*  en  supposant  FK  ^  FH,  sera  un  cercle  qui  aura  CS  pour  rayott 
et  C  pour  centre-  On  voit  que  le  point  C  ^  projection  du  poirti:  F^/ 
est  le  centre  de  tous  les  cercles  quî  sont  les  projections  des  paral- 
lèles de  l'équateun  ' J 

85i.  Pour  décrire  un  parallele  sur  le  plan  de  projection,  dì* 
prendra  donc  pour  rayon  (848)  la  tangente  de  la  demi- distance, 
du  parallele  au  pôle  :  ou  pour  décrire  graphiquement  les  parallèles 
de  degré  en  degré,  ou  de  cinq  en  cinq  degrés  ,  &c. ,  on  divisera  le 
quart  de  cercle  BF  en  90  parties,  ou  en  18  parties  ,  &c*  ;  par 
chaque  division  on  mènera  une  droite  au  point  Q ,  et  les  intersec- 
lions  de  ces  lignes  sur  BD  donneront  les  points  T,  S,  &c-,  et  par  ' 
conséquent  les  rayons  CT,  CS,  &c.  des  projections  respectives  des 
parallèles. 

852.  2^  J'ai  dit  (85o)  que  les  projections  des  méridiens  sont] 
des  lignes  droites.  En  effet  puisqu'on  suppose  rœil  à  Tun  detl 
pôles ,  il  est  dans  le  plan  de  tout  méridien ,  le  pôle  étant  un  point] 
commun  à  tous  les  méridiens^  Uœil  ne  peut  donc  appercevolr  laj 
courbure  de  ces  cercles. 

Pour  décrire  les  projections  des  méridiens,  que  Ton  considère 
BFDQB  comme  représentant  Téquateur  ou  le  plan  de  projection, 
Chacun  des  diamètres  de  ce  cercle  dont  le  centre  C  est  la  projec- 
tion  (85o)  de  Tun  des  pôles  ,  sera  la  projection  de  Tun  des  mèri* 
diens.'  -  •  "  .  .     •  :.■■  :  \>     •  /:    •  ;^  :..      .  ;  ■! 

•  $53.  Les  méridiens  etlés  parallèles  décrits,  plus  de  difEìciiIté 
pour  placer  les  villes  ou  les  étoiles  sur  un  planisphère  tenresite  ou 
céleste ,  selon  leurs  longitudes  et  latitudes  respecfiVes.  - 
'  C^est  de  cette  projection  polaire  que  Ptolomée  a  fait  Qsage  pour 
la  construction  de  son  Astrolabe^  et  Robert  de  Vaugpndy  pour 
certaines  caries  de  la  Russie.  Elle  est  adoptée  dans  les  planisphères 
célestes  plus  que  dans  les  planisphères  terrestres  ;  on  s'en  sert  sur- 
tout pour  les  cartes  qui  renferment  la  moitié  du  Ciel. 

854.  Pour  décrire  Pécliptique  sur  ces  cartes,  imaginons  que 
£QDFB  soit  le  collyre  des  solstices  «  BCD  le  plan  de  projection,  F 
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et  Q  les  deux  pôles  de  l'équaleur.  Soit  BU  un  arc  égal  à  l'obliquité 
de  Técliplique  :  menons  le  diamètre  RU  ;  R^  U  seront  les  deux 
points  solstitiaux  ,  et  leurs  projections  sur  le  plan  BCD  seront  les 
points  T,  P.  Le  diamètre  de  Fécliptique  sur  le  plan  de  projection 
est  donc  PT.  Mais  PT  ==  CT  H-  CP  =  tang.CQT  H-  tang.CQP  = 
tang.^  FU  H-  tang.^FR  =  tang.^FU  -H  cot.^FU  =  -^  ,  (I.  9"). 
Donc  3PT  =is  cosécFU  =  sécBU.  Et  par  conséquent  pour  dé- 
crire  Vécliptique  sur  le  plan  de  projection ,  on  doU  prendre  pour 
rayon  la  sécante  de  l obliquité  de  Vécliptique. 

Soit  maintenant  BFDQB  Téquateur  ou  le  plan  de  projection , 
et  soient  Q ,  F  les  points  marqués  0**  et  180°,  c'est-à-dire  ceux  où 
Fécliptique  doit  couper  Téquateur.  Si  on  prend  pour  centre  chacun 
de  ces  points  successivenient,  et  pour  rayon  la  sécante  de  l'obli- 
quité, il  sera  facile  de  trouver  le  point  m,  qui  est  'le  centre  de 
rëcliptique  qu'il  s'agit  de  décrire. 

855.  On  raisonnera  de  la  même  maniere ,  lorsqu^on  voudra 
tracer  sur  un  planisphère  céleste  la  projection  de  l'horizon  d'un 
lieu  quelconque.  Soient  par  exemple  RU  le  diamètre  de  cet  hori- 
zon ,  Q  et  F  les  pôles  de  l'équateur  :  QR  ou  FU  sera  la  hauteur  du 
pôle  où  la  latitude  du  lieu  dont  il  s'agit.  Lé  rayon  du  cercle  destiné 
à  représenter  l'horizon  sera  donc  la  cosecante  de  la  latitude.  Ce 
cercle  se  fait  ordinairement  en  carton ,  et  sert  à  déterminer  sur  les 
planispheries  mobiles  le  lever  et  le  coucher  des  astres. 

856.*  La  projection  polaire,  dont  nous  venons  de  donner  une 
idée  9  est  de  toutes  la  plus  facile.  Mais  la  plus  usitée,  sur-tout  pour 
les  mappemondes ,  est  celle  qui  suppose  I'obìI  dans  l'équateur,  au 
point  de  270"*  si  l'on  veut  décrire  notre  hémisphère ,  et  au  point 
de  90**  s'il  est  question  de  décrire  l'hémisphère  opposé. 

857.  Dans  cette  projection  ,  que  je  nommerai  equatoriale ^  les 
méridiens  sont  des  cercles  ainsi  que  les  parallèles,  et  leurs  rayons 
sur  le  plan  de  projection  se  déterminent  comme  il  suit» 

Soit  BFDQB  l'équateur,  D  le  point  duquel  on  commence  à 

Mm  m  ij 
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Tig.Qi  compter  les  longitudes,  Q  le  point  de  90"*  où  Ton  suppose  Tœîl 
placé,  et  UR  le  diamètre  d'un  méridien  dont  on  cherche  la  pro- 
jection sur  le  plan  représenté  par  h  Bgne  BD,  qui  dans  ce  cas  est 
le  plan  du  premier  méridien.  Nous  avons  vu  (854)'  que  le  cercle 
qui  a^pour  diamètre  UR ,  a  pour  projectTon  un  cercle  qui  a  pour 
rayon  ^PT  =  coséc.FU.  Mais  FU  =  QR  ==  90^  —DR,  et 
DR  est  la  longitude  du  méridien  dont-  il  s'agit.  Donc  dans  la  pro- 
jection equatoriale ,  le  rayon  d'un  méridien  est  égala  la  sécante  de. 
la  longitude  de  ce  méridien^ 

Tout  méridien  passant  par  les.  pôles,  il  sera  toujours  iacile  de 
trouver  sur  la  carte ,  de  la  maniere  indiquée  (854),. le  centre  d'uu 
inéridien  quelconque. 

858* .  Pour  trouver  laprojectîon  des  parallèles;  soit  représenté 
par  la  ligne  QF  le  plan  de-Féquateur,  FœiLétant  toujours  supposé 
au  point  Q,  à  90**  de  longitude.»  Le  plan  de  projecdon  BCD  sera 
encore  le  premier  méridien  ;  mais  dans  la  supposition,  actuelle , 
B,  D  seront  les  pôles  de  la  Terre^  Les  «diamètres  des  parallèles 
seront  des  lignes  telles  que  GR,, perpendiculaires  à  BD.  Or,  en 
supposant  toujours  T^œilau  point  Q.,  ]a  projection  stéréographique 
de  GR  est  PJE  =  CP  —  CE  =3  tang.^FR  —  tang.iFic.  Mais 
FR  =  180°  -^  QR  =  180^  ~  FG,  et  FG  est  la  latitude  du 
parallele  dont  GR  est  le  diamètre.  Donc  PE  =  6ot.;/a^  — 
tang.^/a^  =;  2cot./a^,(L  3S')..Ainsi^  dans  la  projection  é^uor 
tonale,  le. rayon  d  un  parallele  est  égal  à  la  cotangente  dç  la  lati- 
tude de  ce  parallele. 

Cette  règle  jointe  à  la  précédente  (857)  dispense  lès  Géograr 
phes  dé  tout  calcuL  L^une  et  Pautre  sont  plus  simples  que  celles 
'^      qu'on  a  données  jusqu'à  présent. 

Il  y  a  toujours  sur  la  circonférence  dii  premier  méridîen  ou  dû 
plan  de  projection ,  deux  points  par  lesquels  passe  un  parallele 
quelconque  :  de  sorte  que  connoissant  le  rayon  d'un  parallele ,  il 
sera  toujours  facile  d'en  déterminer  le  centre  sur  le  plan  de  pro- 
jection. 
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859.  Si  On  veut  tracer  sur  une  mappemonde  là  projection  d'un 
horizon  ;  soit  Z  le  zénith  ou  le  pôle  dë'eet horizon ,  UR  le  diamètre 
du  même  cercle  >  Qle  pcrint  de  po^^sur  Pëquateur,  ou  le  pôle  du 
premier  méridien  BCD;-on  aura  ZR  =  90**  ==  DQ  ,.et  par  consé- 
quent QZ  =  DR.  Mais  QZ  est  (  391  )  Tiriclinaison  de  Phorbon  sur 
le  plan  de  projection  BGD.  Donc  (857)  la  sécartte  de  cette  incli- 
naison est  le  rayon  du  même  horizon  projette.  Pour  connôîtrecette 
inclinaison  ;  soit  P  le  pôle ,  PH  son  élévation  sur  l'horizon  proposé  Fìg.^^ 
MH,  PM  le  premier  méridien,  et  par  conséquent  Sangle  P  la 
longitude  du  lieu  dont  on  veut  projelter  Fhorizon;  Tangle  M  sera 
l'inclinaison  cherchée;  Ordans  le  triangle  t*MH  rectangle  en  H,  on 

a  (VI.  i2'),cos.M  =  sin.P  cos.PH,  ou  cos.incL  :=ss  smJong^. 
cos.Iat.  z=z  {sin. {long:  -f- fo/.) -^•isin.(/a/i^.  — /fl^.),(IL  i4*)- 

860.  Poiu"  faire  voir  combien  les  règles  précédentes  sont  com- 
modes dans  les  applications  v  soit  AFR  le  premier  méiridién  vu  db  Fîg.pi 
point  marqué  270**  sur  la  circonférence  de  Féquatéur ,  et  TON i  ce 
même  premier  méridien  vu  du  point  diamétralement  opposé,  c'est- 
à-dire  du  point- marqué  90**  sur  la  circonférence  de  Téquateur:  et 

soit  proposé  de  tracer  et  de  représenter  les  demc  hémisphères 
sur  les  cercles  AFR ,  TGN.  Que  par  le  point  de  contact  de  ce§  deux 
cercles,  on  mene  la  droite  m /i  formée  de  leurs  diamètres  j  que 
Ton  conçoive  que  celle  ligné  soit  la  projection  de  l'équateur,  la- 
quelle doit  être  une  ligne  droite,  puisque' l'oeil  ne  peut  voir  la 
courbure  de  ce  cercle  dans  le  plan  duquehnous  le  supposçvis  placé. 
Menons  ensuite  les  deux  diamètres ^AR,TNvperpeâdiculftfrés  à 
m  Az  ;  ils  seront  les  projections;  des 'méridiensi  de  90^  et  «dé  270^  et 
leurs  extrémités  seront  les  pôles  de -la  Terre.  Si  A /est  k  pâle  aro^ 
tique ,  T  ^era  le  même  pôle;  Le  pôle  antarctique  sera  au  point  H 
ou  N. 

861.  Cela  posé  ;  ix>ur  jplacn  cdnkretrablenieiitles'^rffêrents  pays 
sur  la  mappemonde ,  il  faut  tracer  les^cercles  de.lon^tude  et  de 
latitude.  Veut-on,  par  exëmj^e,  décrire' le^ méridien'  de;5Q.°?  le 
rayon  de  ce  cercle  est  (857)  U  sécante  de  So"",  qui  dans  les  tables 
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Fîg.pS  est  de  1,5557:  je  «upposc;  que  le  diamètre  AR  de  la  projection 
soit  de .400  parties  sur  utie  échelle  de  parties  égales;  on  multipliera 
(aS)  par  racoles  lign^  trigooio^né  triques  prises  dansjes  tables,  et 
on^aiira  séc.  Sçf  =2=  3i  1  ?  enviroja.  Cette,  distance  prise  sur  Téclielle 
et  portée  de  Tun  des  p^les  sur  l'éqiiatçu]^  ^  donnera;  le  point  r,  qui 
doit  servir  de  centre  poUr  décrire, du  r^on  3 1 1  j  le  cercle  de  pro- 
jection du  méridien  de  5o°.  Dans  la  figure,  ADR  est  la  projection 
de  la  moitié  de  ce  méridien.  Les  iables  donneront  de  la  même  ma- 
niere le  rayon  de  tout  autre  méridien  ;  et  on  n'aura  aucun  calcul  à 
Élire  si  oh  prend  pour:  layon  de  la  projection  unp  ligne  qui  sur 
Téchélle  des  partiçs  égales  soit  exprimée  par  un  nombre  tel  qu'il 
soit  une  puissance  de  10. 

8^2/  Pour  décrire  les  cercles  de  latitude,  si  on  veut  les  avoir 
par  exemple  de.  dix  en  dix  degrés ,  on  divisera  en  18  parties  égales 
chaque* demi^ercle  terminé  par  le$  diamètres  AR,  TN.  Je  suppose 
Tare  CN  =.  BN -==  3so'';  ces t-à-dirq  égal  à  trois  de  ces  parties  ; 
le  parallele  qui  passera  paries  points  B,  C  sera  le  parallele  de  60^ 
de  latitude.  Le  rayoi^  de  ce  parallele  sur  le  plan  de  projection  est 
(85&)  la  cotangente  de  6o'',;laquelle  prise  4^ns  les  tables  et  multi- 
pliée parâco  (en  supposant  toujours  de  4^0  parties  le  diamètre 
AR  de  la  projection),  donne  ixS^.  Cette  ouverture  de  compas 
prise  sur  Téchelie ,  «et  portée  de  Tun  des  points  B  ou  C  sur  le  dia- 
mètre TN  prolongé ,  donnera  le  centre  du  parallele  BPC  de  60**  de 
ladtude  qu'il s'agissoit  de  décrire. 

i  r  On! décrira  de. même  les  projections  des  autres  parallèles. 
-  » .  8.63.  Nous  ayonslvu  codijpieiit  on  peut  tracer  les  mappemondes  : 
actuellement  soit  proposé  de  marquer  sUr  ces  cartes  Thorizon  de 
Thémisphere  éclairé  par  le  soleil  à  un  moment  donné,  par  exemple 
au  moment  où  Vénus  sortit  de  dessus  le  disque  du  soleil  lors  de  son 
passage  sur  cet  astre  ea476.9.  Le  soilçil  étoit  aloi*s.(j[ans  le  plan  du 
mé  ridien  dé  474?  et  aYpit>aa°  36 'de  déclinaison. boréale  ;- il  s'ensuit 
<859)  que  l'inclinaison  de;l'liori^on  demandé  sur  le  plan  de  pro- 
[eciion  est  de  84**  28';  la  sécante  de  84*'-28'  tsi  donc  le  rayon  du 
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cerde  projette.  De  plus  on  voit  par  les  données  q^e  ce  même  cercle 
doi^  couper  Téquateur  aux  points  de  84*^  et  de  264"*,. et  le  méridien 
de  i74''à67''24^  de  latitude  australe.  On  déterminera  les  points 
de  84**, et  de  264**  par  la  méthode  (861),  qu'il  suffira  même  d'em- 
ployer pour  trouver  seulement  l'un  s  de  ces  points,  puisque  l'autre 
S  sera  à  la  même  distance  du  centre  de  projection ,  mais  dans  l'au- 
trç  hémisphère;.  On  décrira  aus^i  le  méridien  de  174"^  et  le  parallele 
(862)  de  ^7*^24'  ,et;pn  aurale  point  e  d'in  terseclion.^Ayan  tee  point, 
le  point  j  de  84*^  sur  j'^quateur  ,  et  la  sécante?  dq,  84?  28'  poux 
rayon ,  on  trouvera  le  point  qui  doit  servir  de  centre  pour  décrire 
l'arc  FjG  qui  représente  la  moitié  de  l'horizon  cherché.  On  décrira 
l'arc  ISH  qui  représente  l'autre  moitié,  en  prenant  NH,  TI  égaux 
à  GR ,  AF,  et  se  servant  du  rayon  qu*ón  àura  employé  pour  décrire^ 
F^G.  ■        \  ''   •  ■    '"'     ■    ■; 

D'après  ces  constructions ,  on  voit  qu'en  supposant  le  soleil  au 
point  K  du  méridien  de  174'' 9  ^  ^^'^  3^'  de  distance  boréale  de 
î'équateur,  l'hémisphère  éclairé  est  FAG  -4-.  ITH»        / 

864.  Nous  avons  traité  delà  prc^ebtion  stéréographique  polaire 
et  equatoriale  des  méridiens ,  des  parallèles  et  des  horizons*  Pour 
avoir.la  projection  stéréographique  d'nn  petit  carde  qui  ne  seroit 
ni  parallele  ni  perpendiculaire  au  plan  de  projection,  comme  on  a 
déjà  vu  (849)  que  lé  petit  cercle 4ontJle  dîani<^tre;est  par  exemple 
la  corde  UH ,  a  pour  projection  le  cercle  dont  ST  est  le  diamètre,  Fîg.9» 
il  ne  nous  reste  q\i'à  déterminer  la  valeur  de  ce  dîanjetre  ST.  Or 
ST  =  es  —  CT  =  tang^FH  —^tang.  3  FU.  Pour, déterminer 
la  projection  du  diamètre  d'un  petit  cercle  oblique  au  plan  de  pro- 
jection, il  faut  donc  connoître.la^  plus  grande,  distance  FH  et  la 
plus  petite  distance  FU  de  ce  cerde  au  pomt  f  qui  correspond  au 
céntie  de  U  projection.  '  '  . 

,,  Et  si  le  point  F  est  entre  les  points  .H,U,  il  ejst  évident  qu'alors 
on  a  ST  =  tang.àFH  h-  tang-sFU. 

865.  Pour  décrire  les  cercles  qui  passent  sur  tous  les  points  de 
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la  Terte ,  desquels  on  peut  voir  rentrée  ou  la  sortie  de  Vénus  lors 
de  son  passage  Sur  le  dîsfqiïe  solaire  }  M.  dé  là  Lande  a  donné  ^ 
Liv/XIde  -son 'Astronomie,  des  ïAétliodefe  fort  simples  ,  et  il  a 
réuni  et  *xpoisé  très  difirenient  dans  ce  même  livre  tous  lés  prihr 
dpes  nécessaires  pour  le  calcul  ou  pour  la  représentation  graphique 
de  toutes  les  circonstances  d'un  passage. 

Comme  Pôbjet  de  ce  Traité  n'est  pas  de  former  tin  Astronome 
où  mi  Géographe ,  je  me  contenterai  d'avçif  donné  quelques  no- 
tions des  déUx  sortes  de  projections  qui  sont  les  plus  connues , 
dans  la  seconde  desquelles  fapplicatîon  de  mes  formules  peut  con- 
tribuer à  abréger  le  travaîL 

B66.  J'avpis  dessein  de  faire  voir^ns^icoinmeiUrOn  appUcjue 
la  Trigonométrie  à  la  Gnomonique.  Mais  tous  les  problèmes  de  la 
Gnpmonique  peuvent  se  réduire  et  ont  élé  réduits  en  effet  par  di- 
vers Auteurs  à  la  résolution  des  triangles  rectilîgnes  rectangles.  U 
suffit  donc,  pour  résoudre  ces  problêmes,  d'employer  lés  formulés 
que  j'ai  clonnées  ,  et  il  n* en  est  aucun  qui  m'ait  parti  tiiérite^r  ou 
exiger  la  recherche  d'une  solution  particiilieiîe. 
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È  Traité  étoît  à^demi  imprimé  Jorsque  M.  TAbbé  de  Lambre 
a  bien  voiilu  s'unir,  à  moi  pour  en  suivre  Ja  révision.  J'ai  profité 
plus  doline  fois  de  ses  conseils  pendant  le  cours  de  l'impression  : 
maiis  n'ayant  p]u  faire  entrer  dâps  le  corps  d^  l'Ouvrage  quelques- 
unes  de  ses  réglés  et  fórm^ifes ,  plus  simples  et  plus  commodes  que 
les  miennes,  j'ai  cru  devoir  y  suppléer  ici.  Je  donnerai  en  même 
iemps  qlielques  édaircissëments  ,  ainsi  que  les  corrections  des 
lerreurs  qu'un  examen  scrupuleux  a  fait  découvrir  depuis  l'impres- 
:sian.  -^      ^  iT'      ^:a  ..■:»••;: 

Art.  4, 


AxU  4j]ig^  5  i  Vautre  lisez  le 

Art.  6  y  lig.  7 ,  et  art.  aS,  ligne  2  ;  quelque  lisez  quelle  que 

Art.  8.  C'est  dans  cet  artidé  qu'A  eût  été  à  propos  d'expliquer  le 
signe  9|  que  j'ai  adopté  pour  désigner  la.  différentielle  ou  finie 
ou  infiniment  petite ,  d'une  quantité  variable.  Mais  c'est  dans 
le  cours  de  l'impression  que  ce  signe  a  été  imaginé  par  M.  Didot 
l'aîné.  Toujours  animé  du  zèle  qui  le  distingue»  il  a  fait  graver 
plusieurs  caractères  nouveaux ,  pour  que  les  signes  algébriques 
fiissent  clairement  indiqués. 

Art.  27 ,  lig.  2  ;  et   lisez  ni 

Art  35 ,  lig.  2.  J'ajouterai  pour  les  Commençants  que  quel- 
ques Auteurs  prolongent  le  rayon  de  l'autre  côté  du  centre ,  et 
qu'alors  ils  prennent  la  tangente  de  l'angle  obtus  dans  la  direc-  p.  ^ 
tion  opposée  à  celle  de  la  tangente  de  l'angle  aigu.  Par  exem- 
ple »  si  TU  est  la  tangente  d'un  angle  aigu  TCU ,  TZ  sera  la  tan- 
gente de  l'angle  obtus  TCM ,  en  supposant  que  MCZ  soit  une 
ligne  droite.  Mais  puisque ,  suivant  la  définition  ordinaire  (  7  ) , 
TZ  est  la  tangente  qui  appartient  à  l'arc  TS ,  il  me  semble  qu'à 
la  rigueur  un  arc  ]>  90**  n'a  point  de  lignes  trigonométriques 
qui  lui  soient  propres,  et  que  s'il  faut  dès-lors  qu'il  les  emprunte 
d'un  autre  arc,  il  vaut  autant  recourir  à  celui  qu'indique  le 
sinus.  Au  reste  ,  pourvu  qu'on  parvienne  à  établir  des  rejgles 
exactes  relativement  aux  signes  ,  peu  importe  que  Ton  choisisse 
Fune  ou  l'autre  méthode. 

Art.  43 ,  ligne  2  ;  3  lisez  \ 

Art.  1 15 ,  lig.4  ;  COS.  1 20**  =  COS. 60°  Usez,  cos.  1 26^  =  —  cos.60'* 
En  effet  COS.  120*^  =  cos.  (180^   —  Cd")  =  (54)cos.i8o* 
<x)s.(So**  H-  sin.  180*'  sin.óo"*  =  (42)  —  i  X  cos.6o^  -j-  o  X 
sin.6o*  ==  —  cos.6o^ 

Pag.  35,  lig.  18;  tels  Usez  tel 

lig.  amntrderniere  ;  respectivement  Usez  relativement 

Nnn 
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Pag» 39,  Ug.i4i  etp3g*4i  f  %  17  et  lig.demlere  i  In 6 aiments  Usez 
ìn£aimeul 

Paj^44,  Iig,3»...  12*  Ces  préceptes  se  rapportent  seulement 
fiux  opéitidôns  analytiques  dans  lesquelles  les  arcs  se  supposent 
toujours  moindres  que  de  90*,  On  trouve  plusieurs  exemples  de 
ces  opérations  aux  articJes  587,  693^  %3t  &c* 

Art.  i5i,  lig*iOî  produit  pour  chaque  facteur  lisez  produit,  par 
chaque  facteur, 

Pag.f^o ,  lig.  I S  ;  ces  coëlHcients  Usez  les  valeurs  des  quantités 

Pag.  71  ,Ug.24ï  ^  lisez  t^s 

Art.  181  et  182.  On  observera  que  ces  produits  étant  formés  des 
valeurs  de  M  et  de  -^  prises  avec  ^5  décimales  seidement,  on 
ne  peut  être  sûr  de  T exactitude  du  dernier  chiffre ,  ni  même 
quelquefois  de  Tavant-dernier. 

Pag.94 ,  Hg,25  ;  qu'on  a  ensuite  Usez  qu'on  a  ensuite  avec  14  dé- 
cimales 

Pag,95,  lig,22;  racine  lisez  racine  5* 

Pag*95,  Kg.  3; 
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Art.  253,  lîg.  3;  (sin.C  ^z  ^C)  lisez  sin,(C  i^  8^C) 

Art- 255,  %.8  et  i5;  (lY  jf)  lisez  (III.  77*) 

Pag.  1 34,  lig.  1  ;  influée  lisez  influé 

Pag.  17a;  lig»  3;  celui   lisez  ceux   • 

Pag.  173,  lig.  3.  De  cette  formule  on  parvient  aiséipent,  en  pro- 
cédant comme  je  Fai  fait  (463) ,  à  la  suivante  qw  est  plus  cçm- 
mode  pour  le  calcul  ;  elle  m'a  été  suggérée  par  M.  de  Lambré  : 


sin.^AEP  =  \/' 


sin.•^(ARP  H-  RAE  —  RPEj  im.-f  (ARP  ^  MPg  -^  BAE) 
COS.RAÉ  COS.RPE  .    ' 


Fig.35  ^^S-  ^74»1%*  ^3?  M.  de  Lambre  trouve  Fangle  cherché  EAe  par 
une  seule  formule  quUl  démontre  fort  simplement  aiu  nioyen  de 
la  Trigonométrie  sphérique.  Comme  nous  ne  devons  faire  usage 
dans  cet  article  que  de  la  Trigonométrie  rectiligne ,  nous  par- 
viendrons comme  il  suit  à  la  même  formule. 
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Si  du  poiak  r  on  suppose  une  perpendiculaire  abaissée  sur 
RE^  elle  sera  parallele  et  égale  à  Ë e,  et  on  aura  Rr'  s:  Ee^ 
H-  (RE  —  re)»  =?  Ec*  -4-  RE'  H-  re*  —  2RE  X  re  = 
Ee»  -4-  AR*  —  AE*  -j-  Ar'  —  Ae*  ~  2Rc  X  re.  Donc 
AE*  ^  Ae*  —  Ee*  =  AR'  -+-  Ar*  —  Rr*  —  aRE  X 
re;  et  par  conséquent  (232) ,  2AE  X  Ae  X  cos.EAe  = 
aAR  X    Ar  X   cos.RAr  —  2RE  X  re^  ou  cos.EAe  = 

AR  X   Ar  X  cos  RAr   —    RE  X  rg     co»  RAr   —   sin.RAE  sin.rAtf      t» 

"*■'"■;  AH  X  ke  COS.RAE  cosirAe      \       *   ^  ^P' 

plique  à  celte  valeur  de  cos.EAe  la  méthode   (4^3)  qui  me 
conduit  à  la  formule  de  M.  TAbbé  de  Lambre^ 

sin.jEAe  =  \/' 


sin. T(RAr  -f.  RAE  —  rAg)  sin. 4  (RAr  -f.  rke  —  RAF.\ 
COS.RÀE  coft.rAg    . 


Art.  342.  M.  TAbbé  de  Lambre  résout  ce  problême  de  la  maniere 
suivante,  qui  est  plus  courte  et  plus  commode  pour  le  calcul 
que  ma  solution. 

A  TV         AC  X  sin.ACD  AB  X   tin.ABD    t\  •       ATtTk*    •      a^t\  i^*      . 

AD  =  — <^ =  — ^. .  Donc sm.ABD.sm.ACD  Fig.41 

sin./i  sin. m  ^   ' 

\\  AC    sin.  m    \  AB   sin./z,  et  par  conséquent  (II.  12*), 

Ung.i(ABD  >f>  ACD)   AC  X  sin.m  -f-  AB  X  «n.»      ^„»  •    „  ^^^U,r*.«i. 

»a«g.i(ABD^AGD)   =  AC  X  »in.m  -  AB  X  »ÌD.n  ?  P^^  CU  employant 

.  la  méthode  (209), 

•.^.«^  ^  AB   X  sin  »  ^^ 

tans.a   =    .^  ^   . — ,    et 

O  AC  X  sm.m  ' 

tang.KABD  —  ACD)  =  tang.KABD  -+- ACD)  cot.(45^-H  a). 

La  somme  ABD  -»-  ACD  est  une  quantité  connue ,  puisque 
le  quadrilatere  ABDC  donne  ABD  H-  ACD  =  36o*  —  BAC 
—  BDC.  On  a  donc,  au  moyen  des  deux  formules  ci-dessus, 
la  valeur  absolue  de  ABD  et  celle  de  ACD,  et  ces  valeurs  con- 
nues ,  la  détermination  des  distances  cherchées  ne  soufEre  plus 
de  difficulté. 

Lorsque  le  résultat  donnera  tang.5(ABD  —  ACD)  né- 
gative ,  on  écrira  H-  lang.3  (ACD  —  ABD)  au  lieu  de  — 
tang.KABD  —  ACD),  (i54). 
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Art,  358  f  lig.  3.  Je  comprends  i  avec  d'autres  Àtiteufs  î  sous  le 
nom  général  de  cojf  irréductible ,  toutes  les  équahons  du  troi- 
sième degré  qui  ont  tniis  racittes  réelles.  H  étoit  inutile  ,  pour  le 
but  que  je  me  prnpvse,  d'entrer  dans  les  dislincrians  de  Tana* 
lyse  sur  la  définition  précise  de  ce  cas;  d'autant  plus  qu'il  est 
indifférent  à  la  Trigoti  orné  trie  que  les  racines  soient  comoiensu- 
rablc$  ou  incommensurables;  elle  les  trouve  toujours  avec  une 
égale  facilité- 
Art*  36i  t  %•  *  o  i  X  s= — sin-  ( I So^'H-A)  lise^  x :^  sin. (  1 8o°H- A) 

Hg*  1 3  ;  Usez  ar^=:^sîn.  (3oo*  -H  A) ^  sin.  (3 60'' — 60'' — A) 
=  —  sin.(6o°  —  A) 
Et  à  ha  fin  dé  cet  article  ajoutez  :  m  A  éîanl  un  multiple  de  A,  etc 
la  circonféience  du  cercle,  les  racines  de$  équations  (laS)  sont 

^Ai  sin,/^  -h  A J  ,  sinY^  -h  A J,  et  ainsi  de  suite  jus- 

qu^à  ce  qu'on  parvienne  à  la  dernière  racine,  qui  est  toujours* 

SI  dans  res  r>:pressîons  on  substitue  ros.  h  sin.,  on  anrn  le*^ 
racines  des  équations  qui  donnent  les  valeurs  des  cosinus  des 
arcs  multiples. 

Pag.  208^  lig.  24  et  2,5  \  60  lisez  60** 

Pag.  224 ,  lig.  3  ;  ajoutez  :  En  prenant  la  somme,  on  a  une  seconde 
valeur  de  A ,  laquelle  satisfait  à  l'équation  (p)  qui  est  réelW 
ment  du  second  degré,  comme  on  le  verra  en  substituant: par 
exemple  v/(i  -^  sin/A)  au  lieu  de  cos.A.^  puis  résolvant 
l'équation  selon  les  méthodes-  ordinaires  ,.pour  en  tirer  la  valeur 
analytique  de  sin.A, 

Art.  385,  lig.  5;  du   lisez   de 

Pag.  246,  lig.  7  ;  que  deux   /wez   qu'une  seule.  : 
lig.  9 }  puissent   Usez   puisse 

Pag.25o,  lig.  2  ;  art. /wez  n^. 

Art.  463,  lig.  10  ;  (398).  /iyejB  (398)  :  pourvu  que  l'arc  cherdbé  ne 
soit  pas  composé  de  la  somme  de  deiyc  arcs;  car  alors  il  peut 
être  quelquefois  plus  grand  que  de  90"". 
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Art.  465,  lig.8  ;^  par  des  voies  plus  laborieuses.  La  méthode  que 

j'ai  suivie  pour  démontrer  les  analogies  de  Neper ,  est  celle  que 

M.  Mauduit a  employée  (Astronomie sphérique). 

Pag.  263,  lîg.  19;  en  dehors.  Ajoutez  :  Voyez  cependant  une 

exception  (497)- 
Art.  488 ,  lig.  12.  Au  lieu  de  cette  règle  M.  l'Abbé  de  Lambre  a 
trouvé  la  suivante  qui  a  cet  avantage  ,  que  même  avant  qu'on 
ait  calculé  la  valeur  de  l'angle  cherché ,  elle  fait  connoître  l'es- 
pèce de  cet  angle  toutes  les  fois  que  l'incertitude  peut  être  levée  : 
cela  est  utile  sur-tout  dans  les  problêmes  (489,  490)- 

Un  angle  est  de  la  même  espece  que  le  côté  opposé,  toutes  les 
fois  que  l'un  des  cotés  adjacents  a  une  valeur  ou  intermédiaire 
entre  la  valeur  du  coté  opposé  et  la  valeur  du  supplément  du 
coté  opposé,  ou  égale  à  l'une  de  ces  deux  valeurs. 

Par  exemple  soit  AC  =  5o°,  et  par  conséquent  180**  —  j;î«r.53: 
AC  =  i3o^  Si  la  valeur  de  AB  n'est  ni  <  5o°  ni  >  i3o% 
l'angle  C  sera  de  la  même  espece  que  AB. 

Cette  règle  peut  se  démontrer  comme  il  suit.  Puisque  (VU.  1 1*)^ 

cos.C  =  ti^BC^Iin  AC^* —  »  ^  ®^^  ^^^  que  C  sera  de  la  même 
espece  que  AB,  toutes  les  fois  qu'on  aura  cos.AB  >  eos.BC 
COS.  AC.  Or  cela  a  lieu  toutes  les  fois  qu'on  a  AC  =  AB  ,  ou 
AC  =  180"*  —  AB  ,  ou  que  la  valeur  de  AC  est  entre  celles 
de  AB  et  de  1 80**. —  AB  :  car  dans  tous  ces  cas  cos.AB  égale  ou 
surpasse  cos.AC,  et  l'on  a  alors  eos.AB  >  eos.BC  cos.AC. 

Je  regrette  de  ne  pouvoir  insérer  ici  la  démonstration  syn- 
thétique de  M.  l'Abbé  de  Lambre ,  laquelle  exigeroik  une  figura 
particulière.  De  cette  démonstration  il  suit  i^  que  sa  règle  em- 
brasse tous  les  cas  dans  lesquels  on  peut  faire  évanouir  l'incerti- 
tude ;  2*.  que  la  règle  que  j'ai  donnée  comprend  de  même  tous 
ces  cas. 
Même  article ,  ligne  dernière  ;  des  lisez  de  ces 
ArL  492,  lig.  6.    M.  l'Abbé  de  Lambre  substitue  encore  ici  la 


regie  suivante,  laquelle  est  uttle  sur- tout  dans  les  problèmes 

(493t  494)' 

Un  cète  est  de  la  même  espece  ^ue  Vangk  opposé ^  toutes  les 
fiiis  ifue  fun  des  angics  ad/acents  a  une  va/eur  ou  imermédiaîm 
enim  la  valeur  de  f  angle  apposé  et  la  valeur  du  supplément  dû 
f  angle  opposé,  ou  égale  à  fune  de  ces  deux  valeurs. 

Il  est  facile  de  déduire  ccue  règle  et  sa  démonstration  de 
réqualii)n  (VIL  aç*),  de  la  même  maniere  «[ue  nous  l'avons 
fait  tout-à-rheurc  pour  la  règle  relative  à  l'art,  488- 
Même  art. -»  lig,  demieie;  des   lisez   de  ces 
Pag-a/y,  Ug,6i  (48944^4)    lisez   (489,494) 
Pag- 285,  lig-ai  supprimez  la  seconde  virgule 

lig.  6;  On  a  donc   lisez  Or  on  a 
Pag.  298,  lîg-  a;  adjacent  AB   lisez   AB  adjaœnl  à  fangle  donné 
Art.  536,  Ug.  5;  dixièmes   lisez   décimales 
Pag.  3o8 ,  lîg,  1  ;  au  triangle   lisez  aux  parties  du  triangle 
Art.  632,  lig.2î  —  9^BC  —  à^A    lisez   —   S^BC  ;  —  ^A 
Alt.  709,  Kg.  5;  correspond    lisez   conespondant  d'ailleurs 
lig.  6  et  7  ;    angle  :  de  sorte  que  si   lisez  angle  ,  si 
Pag.  355,  lig.  10;  à^B   lisez  B 
Art.  762,  lig. 3;  (757    lisez   (ySy) 

Art.  771.  Les  deux  équations  de  cet  article  donnent  la  valeur  de 
z  en  u  en  parties  de  R  =  1 ,  telles  que  dans  la  table  (AA). 
Si  on  veut  la  valeur  de  z  en  u  en  secondes ,  on  multipliera  par 
R''  chacun  des  coefficients  de  sin.w,  sîn.aw ,  8cc.,  et  de  sin.z, 
sin.2z,  &c.  . 

Pag.  396,  lig.  14.  M,  TAbbé  de  Lambre  m'a  feil  observer  que 
pour  les  étoiles  circompolaires ,  comme  la  valeur  de  taxig.décL 
change  rapidement  et  très  inégalement ,  Tempioi  de  la  décli- 
naison intermédiaire  ne  suffit  pas  pour  donner  très  exactement 
la  valeur  de  la  piécession  en  ascension  droite ,  quand  il  s'agit 
d'un  intervalle  de  plusieurs  années.  On  pourroit  y  remédier  en 
partageant  l'intervalle  en  des  intervalles  moindres,  et  multipliant 


/> 
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les  calculs.  Mais  au  surplus  je  propose  la  formule  suivante ,  qui 
esE  rigoureuse  j  et  que  je  déduis  de  la  premiere  analogie  ((S38) 
en  changeant  les  lettres  et  en  substituant  les  dénominations 
qu'elles  désignent,  ainsi  que  je  Tai  fait  (784). 

m.préc.ascension  droite  =  2  sin.^ précession  longitude  X  '''ci''.l^^^^  X 

co%  obi.  cosJong.-^  iprécJong.  cos.asc.dr.-{- sin.  Ion  g.-ir^préc.  long,  sin.asc.dr.) 

Au  lieu  de  ^r;^  t  ;:^:^;^'  *  ^«  p^^^  ^^^^^^^^  •  «  ««  i« 

prerere  ,   çoê.(décL -^  préc.décT)  • 
Art.  788 ,  à  la  fin  y  ajoutez  :  On  peut  employer  au  même  usage 
une  table  de  réduction  de  Técliptique  à  Téquateur ,  telle  que  la 
table  XVIII  de  M.  de  la  Lande  {Astronomie^  Tom.  I),  pourvu 
qu'on  prenne  pour  argument  l'ascension  droite  de  Tétoile,  aug- 
mentée de  90^ 
Art.  800,  lig^ii  explications   ajoutez   (^'J^6) 
Art.  806.    M.  TAbbé  de  Lambre  a  composé  douze  formules  nou- 
.   velles  pour  trouver  la  distance  vraie  entre  deux  astres,  dont  on 
aura  observé  la  distance  apparente.  Je  choisis  ime  de  ces  for- 
mules ,  laquelle  peut  se  déduire  de  celle  de  M.  le  Chevalier  de 
Borda ,  et  qui  peut  être  préférée  comme  plus  expéditive  pour 
le  calcul,  quoiqu'elle  exige  la  recherche  de  deux  cosinus  dans 
les  tables  trigonométriques  en  nombres  naturels. 

Soit  D  k  distance  apparente  de  deux  astres,  x  leur  distance   ' 
vraie,  A  la  hauteur  apparente  de  l'un,  a  sa  hauteur  vraie,  B 
la  hauteur  apparente  de  l'autre,  b  sa  hauteur  vraie.  La  ^^r-  \ 

mule  de  M.  le  Chevalier  de  Borda  est  celle-ci  : 

sxn.\x^  y/ {cos.^ '^a-^-b co«.a  cos.b ^> 

et  cette  formule  se  calcule  par  les  seules  tables  trigonométriques  \ 

en  logarithmes ,  en  suivant  la  méthode  (208). 

Or  si  l'on  exprime  cette  formule  comme  il  suit  :  sin.*  {x  =z 


47* 


Apfìkoice* 
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O0fl**|(d  H-  è)  —  m;   on  aura   (L  7*,  a4*)» 

t  -H  f Qs^(a  4-  )  ^  3^^  p^jj^  réclmsaiit  et  transposant,  cos-x  =  am 

—  COS. (a  -+-  fi),   Reslituons  dans  cette  équation  la  valeur  de 
m  I  el  nous  aurons  la  formule  de  M.  l'Abbé  de  Lambre  ; 


ca»*A  (Q4>fi 


Art.  819  f   Iîg-23;   lai  une    /tfes  la  lune 

Pag.  45o,  Hg.  7  ;  lang- i ( PCE  -h  i  9ircE)  /we^  tang.  (  PCE  H-  ^  S^PCE) 

Art,  859  ,  à  iafifi ,  ajoutez  :  On  voit  qu'en  général  doiis  la  projety 
ihn  siéréographique  de  la  sphère^  tout  grand  cercle  a  pour  rayon 
de  projection  la  sécante  de  son  inclinaison  sur  h  plan  de  pro- 
jection. 

Art,  863;  M,  l'Abbé  de  Lambre  a  observé  qu'on  peut  se  dispenser 
de  décrire  les  méridiens  et  le  parallele  dont  je  fais  usage  dans  ma 
construction*  Les  points  F, G  étant  à  égale  distance  des  pôles, 
il  suffit  de  trouver  cette  distance;  ces  deux  points  connus  et  le 
rayon ,  ou  aura  le  centre  du  cercle  à  décrire.  Or  le  triangle  PMH , 
reclangle  en  H  (859)  ,  donne  (VL  10^),  cot/PM  =^  cos.P 
cot.PH  =  cos./o/2^.  cQtJaLj  et  PM  est  précisément  la  distance 
cherchée. 


Table  1,  formule  42  i  y/r^^  Usez  y/} 


I  —  co».aA 
-4-  cos.aA* 


^ 


Tablb  (AA). 

Valeur  des  arts  de  cercle  en  parties  du  rayon^  en  supposant  le  rayon  égal 

à  Vvnité.  Voyez  (14^). 


1*1 

2 
3 
4 

& 
6 


9 

10 
11 
12 

i3 

»4 
i5 
16 

\l 

»9 

ao 

ai 
a3 

a5 
26 

:S 

^^ 
Si 

32 

33 
34 
35 
36 

37 
38 

39 
40 

4» 

^? 
43 

44 


r  0,017453 

0,034906 
0,062359 
0,069813 

0,087266 
0,104719 
0,122173 
0,139626 

0,167079 
0,174632 
0,191986 
0,209439 

0,226892 
0,244346 
0,261799 
0,279262 

0,296706 
0,314169 
o,33i6i2 
0,349066 

o,  366619 

0,333972 
0,401426 
0,418879 

o,436332 
0,463786 
0,471238 
0,488692 

0,606145 
0,623698 
o,54io5tt' 
o,6685o5 

0,676968 
0,69841 I 
0,610866 
0,628818 

0,646771 
o,663a25 
0,680678 
0,698131 

o,7i5584 
o,73âo38 
0,760491 
«•7^7944 


292619  943296  769236908 
585o39  886691  538473816 
877559  820887  307710723 
170079  7731 83  076947631 

462699  716478  846184538 
755119  669774  616421446 
047639  60J070  384653354 
340159  546366  163896261 

632679  489661  923182169 
926199  432967  692369077 
217719  376253  461606986 
610239  319649  230842892 

802769  262846  000079800 
096279  206140  769316708 
387799  149486  63855361 5 
68o3i9  092782  307790628 

972839  086028  077027481 
265358  979828  846264338 
667878  922619  616601246 
860398  866916  884738164 

142918  809211  153975061 

435438  762606  928211969 
727968  696802  692448877 
020478  639098  461686784 

812998  682894  280922692 
606618  626690  000169600 
898088  468986  769396607 
190668  412281  5386334i5 

483078  355677  807870323 
776698  29887a  077107231 
068118  242168  846844138 
36o638  186464  616681046 

653i58  128760  884817964 
946678  072066  164064861 
288198  oi535i  928291769 
680717  968647  692628077 

828287  901943  461766684 
116767  845289  281002492 
408277  788535  0002)9400 
700797  73i83o  769476Ì07 

9983Î7  676126  5387i32i5 
286887  6 184 £2  307960128 
578367  561718  0771870ÌÓ 
870877  60601 3  846428933 


If' 
il 

49 
5o 
5i 

52 

53 

'à 

S6 

u 

59 

60 

61 
62 

63 
64 

65  • 

66 

69 

7» 

7» 
7» 

73 
76 
78 

81 
82 

83 
84 

85 
86 


:  0,786898  168897  ^483oo  616660846 
0,802861  455917  891605  884897764 
0,820804  748487  334901  154134661 
0,887768  040967  278196  923371669 

0,866211  383477  221492  692608477 
0,872664  626997  1647W  461845384 
0,890117  918617  108084  281082292 
0,907671  211087  061880  000819200 

0,926024  5o3556  904675  769666107 
0,942477  756076  9^7971  538793015 
0,9699^1  088696  881267  808029928 
0,977884  38ui6  824663  077266880 

0,994887  678636  767868  846508738 
1,012290  9o6i56  711164  616740646 
1,029744  268676  664460  884977653 
1,047197  551196  697746  164214461 

1,064660  848716  541041  928461369 
1,082104  i36a36  484337  592688276 
1,099667  428766  427688  461926184 
1,117010  721276  370929  281162092 


1,184464  018796  814226  0008^9000 

1, 161^17  «'---- 

1,169370 


1,186823 


018796  814226  000809000 

3o63i6  267620  769635907 
698886  200816  538872816 
891866  144112  808109728 

1,204277  188876  087408  077846680 
1,221730  476896  o3o7o3  846683538 
1,289188  768916  978999.616820446 
1,266687  061486  917296  ^^Soò^òSZ 

1,274090  353965  860^1  154204261» 
1,291643  646476  808886  923531169 
1,808996  988996  7471  Sa  694761^076 
1,826450  23i5i5  690478  462004^84 

1,843008  624086  688774  231241892 
i,36iS56  81 6555  677070  000478799 
1,878810  109076  620866  769716707 
1,896268  401696  468661  538962615 

1,418716  694115  406967  808189622 
1,431169  986635  350253  077426480 
1,448628  279166  208648  846663388 
1,466076  ^71676  206844  616900246 

1,488629  864196  180140  886187153 
1,600988  166716  128436  164874061 
1,618486  449286  066781  928610969 
1,535889  741766  010027  692847876 

Ooo 
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t9*  a  i|55334î  «^4^74  953St3  46A0S47A4 

^  1,570796  5^6794  &^i9  ait 3^1 6^ 

91  i,5&8349  6i$ii4  85^1 5  oooiSSSç^ 

02  1.605701  911834  78iaio  y^j^SÔoj 

y4  1,640609  496674  66^8oa  3082693^2 

95  i,65ib63  7^394  61Ì09S  ojyhoO'î^^ 

96  i,6;o5îd  081914  556:i9JÏ  846743138 
f7  1,693969  ^74434  499689  6159^0045 
9$  ]»7tâ4ia  666954  441985  385316951 


99- 
too 
lao 

iSo 
180 

310 

340 
370 

a3o 

36» 


:  1,727875 
1,745339 

5,094^95 
3+6 17 99 î 
3,141593 

3,665191 

4ti887Qo 
4, 7 1 1388 
5,.75f^86 
6«38âk85 


9^^i^474 
103393 


^1^ 


9 
91 

89 

439)88 

304786 
980384 
53i58j 
307179 


38638t 
339576 

195.^9^ 
494  v.s 
793438 


15445386  t. 

9  336907  6j^ 
30841892» 
3855361 53 
46364338S 


539750614 


093111 

390934  616857844 

689857  "    '   '^ 

387603 
586476 


693965075 
848170536 
935^106767 


I  *  ^  0,000190 

»        O|0oo58i 

0,004873 

o,oûii63 

O1OÛ1454 
0,001745 
0,00 10  36 
0,001337 

O1O03617 
0,00^08 
o,oo58i7 

0,008736 


8^8308 
7764*7 
(►64635 
55^834 

44  ^  ^4^ 

3 1 7,460 
105669 

646359 


665731  596153948 

33 ï 44 3  192307897 
997164  788461845 
661886  384615794 

S38607  980760743 
994319  576933691 
66oo5i  173077639 
33577a  769331 588 

991494  365385536 

6,S7ii5  96^539485 
3 14431  933078969 
97(647  8841618454 


0,01 t 635  5a8346  638863  846157938 
0,014544  410433  386079  8076^7433 
0,017453  29^519  943^95  765»3j69g8 


1* 
a 
3 
4 

5 

6 

l 

9 

lO 

30 
3q 

40 
5o 

ÓQ 


f  0,000004 

O,OO0ÛCÇ 

0,000014 
0,000019 

0,000034 
0,000039 
a,oooo33 
o,oooo38 

0,000043 
0,000048 
0,000096 
0,000145 

0,000193 

0,000343 
0^000490 


8481 36 

696273 
5444iû 
393547 

340684 
088810 

936957 
785094 

633331 

481568 
961736 
444104 

935473 
406840 
888308 


811095 
6iaiço 

433386 
M0U 

©55476 
86657a 

^8^763 

199858 
1 1 0953 

311907 
533860 

4438^4 
554767 
665731 


35993589^ 

7198717^^ 
079807697 

439743^97 

5 1955 1394 

3394^3093 

599358991 
198717985 

798076974 

597435966 
996794957; 
5961 5394^ 


« 
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jiddUionâ  à  l^Ermta  des  Tables  de  Logarithmes  imprimées,  eih 
i  vol.  \n^\2i parDesaint>y  17^8..  Voy.Xi68)* 

Comme- le»  PM^  ^êt Tablés  dont-  on  donneici  rErrata^ne^sont  point  nmnérofîéés,, on  j^k 
suppléé ,  pour  la  Table  det  Logarithmes  des^sinus,  tangentes,  &c. ,  eu  indiquant  les  degrés  et. 
âunutes  du  sinus  qui  conunence  la  page  où  se  trouTe  là  laute  obserrée. 

Les  pagél  d«  la IkUc > des^ Logaritlmies  des  nombres  sont  à^  même  désignées  p«r  le  noinbre  q«ii 
Irsi^mmencei 

Errata  de  la  TàMè  dès- Logarithmes  déssùius^  iangemes^  etc.. 


i*fiinu«dela.pag€u       Colonne.,  Fautes.. 

5in.5*   3o< 6         ...     Tang,^ 

....     4     . 


10  3o 

14  3o 

17  3o 

ao  9o 


4 
7 
4 
6 
5 


9.399713 
6»  285907 

o .  487765 
o .  64^ 


Gòrrections^. 

:  Tang,^ 
.>.  19971S. 
.  9.  383907- 

.  o .  497765 

..  0.641 


n 
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lésinas  de  la  page. 


4in.2S* 

3o' 

39 

3o 

3o 

o 

3o 

3o 

3i 

3o 

33 

o 

33 

3o 

39 

o 

4a 

o 

4a    3o 


Colonne. 


3.4 

7 
4 


•  case. 


Fautes.           < 

Clorr^ctions. 

9.906179   .   • 

.  9 .  606179 

0.96434a  ,    . 

IV.  X.  ao    .     . 

.  ? A^* 

Couiner.  10    •     •     . 

Cotarfff.  3o 

VI.  X.  1.     ,     .     . 

IV.   X.    i 

o.3a3       .     .     , 

0.  32a 

VI.  X.  a6    .     . 

.  IV.  X.  a6 

8in.5i        •     •    . 

sin.So 

9.954447    •     •     • 
L   VII.      .     . 

.ifl^, 

Ajoutez  une  unité  au  dernier  chiffire  des  logarichmes  de  cos.!/*  13%  de  cot.3t*a7'.  de 
tan5.38*  a8'  et  de  taB5.38*  47' 

Erraui  de  la  Table  des  Logariûunes  des  nombres  fUUurds. 


t«  nombre  de  la  page.     Colonne. 


810 
900 

990 

i53o 

1890 

aaSo 
43ao 
4590 

4770 
5040 
5400 
6580 
5670 
6aio 
7110 
0010 

8190 
il  070 

11880 
11970 
laaio 
14800 
i683o 


8« 


3 

6 

3»  i**cMe. 

a*  case. 

3 

5 

7 

a 
8 
1 
6 

7 

a 

7 
4 

1 
I 
8 
1 
a 
6 
3 
5 
5 
5 
6 


Fautes. 

Collection». 

1    :: 

.  o.i4'3o« 

.        45* 
.       45* 

.        43«. 

4ai        .    . 

.        4aa 

a83        .    . 

'.       ^ 

a88         .    . 

.        aaS 

3.a8oo35    .    . 

a339 
0.1a' 0"     . 

.  3.aooo35 
.    .       33ao 
.    .  1.  la'  0» 

.     .«.i7'3o» 

:  :  '& 

5463 
1.  33'  So"    . 

::..'#,. 

5938       '. 

.    .      5738 

001a 

.    .       6a6a 

.    .       71» 
.    .       80a* 

9.g843i    .    . 

.  3. 00843* 
Saia 

5.044606  !  ; 

.       .          11913 

1  io5a 

.     .      iao5a 

ii3io 

.     .       ia3io 

4.'^a3    ' 

:  :,:&, 

Ajoutez  une  unité  an  dernier  cliif&e  des  Lo^rithmes  des  nombrei  l5a  »  4^ ,  45i  »  53i ,  646  9 

'i3a67,  i5o97,  i5668. 

Retranchez  une  unité  du  dernier  chi&e  des  Loprithmes  des  nombres  i6a3,  3693,  6545,* 
17509,  19116. 

Transportez  les  différences  343,  a6i,  aai ,  ai7,  i83,  175  des  Logarillunei  des  nombres  à  b 
case  blaodie  qoi  suit  celle  où  se  trouTe  cbaçiiae  de  cet  dififérences. 
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Table   (RB)i  •  - 

Logarithmes  des  nombres  premiers,  depuis  i  jusqu'à  laS}.  Voy«(i9o). 


Dans  cette  Table  letcmctitriltiqites  dès  Lôgaxfthmés  softt  oiiûset. 


Noiîib. 

1 

3 


11 
iJ 

»7 
»9 

a3 
3i 

% 

% 

6i 

7* 
73 

g! 

«9 

97 

lOl 

io3 
107 

109 
ii3 

"7 
i3i 

•37 

1Ì9 

j49 
i5i 

lo? 
^3 

•79 
181 
191 
193 


Logarithmes. 

3oio2  99956  63}8i 

477  li  12647  19662 

69897  00043  36oi8 

84509  80400  14:156 

04139  2685 1  58225 

11394  35523  o6836 

23o44  89213  78273 

27875  36009  52828 


17^92 

o8o56 


36172  T  78360 

46209  .79978  0^956 

491 36  16938  34272 

56820  17^0  66994 

61278  38667  19735 

63346  84555  ^9586 

67209  78579  óoyiy 

72427  5S6f^  00789 

77085  20116  •42144 

7853a  98350  10767 

-82607  48027  00826 

85ia5  a3487  19075 


86332 
89762 
91907 
94939 

98677 
00432 
01283 
02938 

03742 
o53o7 
io38o 
Il  727 

13672. 
14301 
17318 
17897 

^9589 
21218 
22271 
258o4 


2860.1 

80923 
00066 

13737 
72247 
37776 

64979 
84434 
37209 
12956 

©5671 
48002 
62684 
69472 

96524 

76044 
647 1 1 

6io3i 


25285  3o3o9 

26767  86748 

28103  33672 

28565  73090 


20455 
90441 
76073 
44912 

66244 
82642 
06172 
85&09 

40623 
83419 
55^56 
55764 

56406 
64096 
12274 
93169 

00233 

03967 
47^^83 
28795 

79893 
69184 

47727 
07773 


19621 

43730 
80479 
83071 

Ô4075 
76921 
92864 
96164 

87887 
08733 
67967 
99681 

4945i 
53641 

04563 

19026 
03389 
43445 
28609 

5^107 

78472 

86178 
57428 
20617 
64083 

63620 
72280 
86425 
26081 

08046 
03826 
43687 

73676 

80764 
27998 
41466 

16967 
61029 
53764 
76060 


Nomb. 

>97 
199 
211 

223 


227 

233 
239 

241 
261 
267 
263 

.269 
271 
277 
281 

283 
293 

.307 

3ii 

.*3i3 
.317 
33 1 
.337 

.347 
•349 
363 
.369 

373 
.379 
383 

389 
397 

401 
409 

419 

421 
431 
433 

43? 
443 

449 
467 


29446 
29886 
32428 
34830 

366o2 
35983 
36735 
37839 

38201 

39967 
40993 
4*99^ 

42976 
43296 

44M7 
44870 

46178 
46686 
48713 
49276 

49664 
60106 
61982 
62762 

64032 
64282 
54777 
66609 

56466 
67170 
67863 
60319 

68994 
69879 
6o3i4 
61 1-72 

62221 
62.128 
6Ì447 
63648 

64246 
6  Ì640 
66224 
66991 


Logarithmes. 

62261  61692 

30764  09706 

24662  97692 

4863o  48160 


92737 
66010 
665o8 
67348 


68671. 
54823 
69210 
79009 

7042S 
37214 
3i233 
67484 

22800 
92908 
97690 
63 199 

64355 
76203 
83754 


03l22 


ìió'J 

o38< 


43376 
92622 
79937 
99008 

94747 
64260 
47063 
44485 

60642 
883i8 
92099 
87739 

96013 
06067 
43726 
33o8o 

40229 
20968 

72701 
78963 

46202 
37262 
63410 
62000 


26011 
48137 

74868 
8io38 
31294 
89757 

02407 
74405 
64448 
06079 

24290 
54109 
77186 
26837 

46448 

76718 
71 338 

90873 
69179 
87822 
78619 

62089 
08687 
68072 
68622 

26707 
63ii6 
20182 
07341 

66296 
35668 
60731 
53365 

42121 
23069 
o3323 
69860 


72010 
99413 


38408 

sîf.i 

.8«97 

98009 
72962 
55378 
89286 

23556 
46624 
48475 
5o555 

48481 
49455 
73861 
62619 

71864 
89664 
6655o 
1478a 

60??? 
34193 
74o38 

736a4 
06688 
3o654 
8o36i 

30985 
30744 
60076 
44270 

37063 
66023 
17492 

22235 


M -: 


^o^ 

\ 

/ 

1        '  ^^•-  <^^— ' 

Lf 

47» 

Nomb. 

iio3 
1109 

l 


111 

112 


1129 
Ll5l 

ii53 

it63 

1171 
Ï181 
1187 
iio3 


Logarithmes. 

04257  55124  40190  59866 

04493  15461  49160-06471 

04806  3i73i  15609  05702 

o5o37  97562  61457  78469 

05269  S9419  ^4967  86114 

06107  53236  29791  801 85 

06182  93072  94699  02164 

06557  97147  28448  411 38 

o6855  68950  72363  12991 

07224  98976  i35i4  79908 

07445  07109  54591  22046 

07664  04436  70341  87278 


Nomb. 

taoi 
iai3 

1217 

iaa3 
1229 

123l 

r237 
i245t 

1259 
1277 
1270 
1283 


01 

c8529 

08742 

08955 
09025 
09236 
09656 

10002 
10619 
10687 
10822 


jLog&ndimef." 

30074  02906 

08008  ééSj'i 

05782  80064 

64570  36285 

18818  '86454 

80529  3i3i6 

96996  29 1 20 

24383  74135 


07862 
634  li 


57301 

08972  6341 5 

05444  78653 

66563  74928 


6489S 

46333 

o8564 
3078a 
65363 
5iao5 

59756 
28661 
92264 

5o365 


Facteurs  des  nombres  composés  qui  ne  sont  di\risibles  ni  par  a , 

ni  par  3 ,  ///  par  5. 

Nomb.  Ftcteurs.  Nomb.  «Facteun.  Nomb.    Facteurs.    Nomb.     Facteurs.     Nomb.    Facteurs. 


49 
77 
9^ 

119 
121 
i33 


7.7  377 
7.11  391 
7.  i3      4o3 


7-  »7      40; 
11 .  i 


ai7 

321 

a47 

a53 
a59 

287 


289  = 
299  = 
001  = 


=  17.19 


341 
343 
36i 
371 


407  = 
4i3  = 


=  7  .  19      427  = 


ii.i3      437 
7  .  aS      45i 


161 

169  =  i3.  i3      469  =  7 

187  =  11.17  473  = 
ao3  =  7  .  29  481  = 
ao9 


13.29 
17.  23 
,i3.3i 

Il  .87 
7  •  59 
7  .  61 

19.23 
11.41 


67 
43 


=  11. 19      49^  = 


11.43 
13.37 
17.29 


=  7  .  3i  497  = 

=  i3. 17  5ii  = 

=  i3. 19  517  = 

=  Il . 23  527  = 

:S  7  .  37  529  = 

=  7  .  41  533  = 


73 


17.17  539 
i3.23  55i 
7  .  43   553 


11.47 
17.31 

23.23 

13.41 

7.7.11 
19.29 

7  •  79 


=  1 1 . 29   559  ^ 


819 
323 
3a9  =7-47   583  = 


58i  = 


13.43 
7  .  83 


1 1 .  3t   589 
7.7.7   611 


;':5l 


623 
629 


637 
649 
667 

671 
689 


=  7.7.13 
=^  11  .  59 
=  23  .  29 

=  11  .  61 

=  W.  il 


697  = 

7o3  = 


70. 
707 

713 

731 
737 

76J 

779 
781 

791 
793 
799 


17 .  41 
19 .  37 
7 .  101 

23  .  3i 
7  .  io3 
17  .  43 

11  .  67 
7  •  »o7 
7  •  »o9 

i3  .  59 
19  .  41 
Il  .  71 


Is 


8o3 
11.53   833 


19.31  841 

li.  47  «47 

7  .  89  85i 

17.37  869 


ii3 
.  61 

=  17  .  47 

=  11  .78 
=  19  .  43 
=  7-7*^7 

=  29  .  29 
=  7.11.11 
=  23  .  37 
=  Il  .  79 


871  = 


899 
901 
913 

917 
923 
931 

943 

949 
959 

961 
973 

979 

989 

1001 
ioo3 

1007  =: 
1027  = 
1037  = 

1043  = 
1057  = 
1067  = 

1078  = 

1079  = 
1081  = 
1099  s= 


i3  .  67 
=  7  .  127 
=  19  .  47 

r=  29  .  3l 

=  17  .  53 
=  M  .  83 

=  7  .  i3i 
=  13.71 
=  7-7-^9 

=  23  .  41 
=  i3  .  73 
=  7  .  137 

=31.31 
=  7.  139 
=  11  .  89 

=  23  .  43 
=  7.11.13 
=  17  .  59 

=:  19  .  53 

i3.  79 
17  .  61 


7  •  M9 
7  .  i5i 

Il  .  ^7 

T.  il 

23  .  47 
7.  457 


111 
121 
127 

i33 
189 
141 

159 
169 

'IZ 

i83 

189  = 
199  = 
207  == 

211  = 
219  = 

241  = 

243  = 
247  = 
263  = 


261 
267 
27. 
27} 


=  11 . lot 


zl 


19  ,  5o 
7.7.25 

11 .  io3 

7  .  i63 

3i  .37 
i3  .  89 
19  .  6t 

7  •  »^7 
Il . 107 

7.i3.i3 

29.  41 
11 .  109 
17  .  71 

7  •  175 
23  .  53 

17  .  73 

11.  ii3 
29  .  43 
7.  179 

i3  .  97 
•  181 
i  .  4i 

19  .  67 
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